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内 容 提 要 


时 空 非 线性 系统 的 自 组 织 与 合作 行为 是 近 几 十 年 来 非 线 性 科学 及 其 诸多 交叉 领域 研究 
的 热点 。 本 书 系统 介绍 了 与 合作 现象 有 关 的 同步 .时空 随机 共振 .时 空 班 图 . 非 线性 波 与 耦合 
分 子 马达 等 行为 ,并 探讨 了 这 些 现象 之 间 的 联系 。 全 书 共 分 为 五 章 。 第 一 章 介 绍 了 非 线性 科 
学 的 有 关 基 本 知识 ;第 二 章 集 中 研究 了 耦合 非 线性 系统 的 同步 问题 ,分 析 了 耦合 极限 环 和 混 
沌 振子 的 同步 ,系统 分 析 了 完全 混沌 同步 广义 同步 .相同 步 .滞后 同步 ,测度 同步 等 不 同类 型 
和 层次 的 混沌 同步 ;第 三 章 探讨 了 时 空 非 线 性 系统 的 随机 共振 、 相 干 共振 、 可 激发 介质 中 波 传 
播 .时空 斑 图 等 问题 ;第 四 章 讨 论 了 描写 时 空 尺 度 竞争 的 Frenkel - Kontorova 系统 的 基态 公 
度 一 一 非 公 度 相 变 与 时 空 动力 学 行为 ,探讨 了 热传导 的 微观 动力 学 机 制 ;第 五 章 集中 研究 了 
合作 定向 输 运 问题 ,总 结 了 单个 分 子 马 达 输 运 的 一 般 性 结果 ,讨论 了 时 空 系 统 的 合作 定向 输 
运 问 题 。 

本 书 系统 地 反映 了 有 关 时 空 非 线 性 系统 的 合作 动力 学 研究 现状 ,可 供 从 事 非 线性 科学 与 
统计 物理 研究 的 工作 者 ,理工 科大 学 的 教师 .大 学 高 年 级 学 生 和 研究 生 阅 读 ,对 与 非 线性 科学 
研究 有 关 的 交叉 领域 的 研究 人 员 也 有 一 定 的 参考 价值 。 
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Abstract 


Self — organizations and collective behaviors have been extensively studied in 
recent years in relation to nonlinear science and other interdisciplinary subjects. In 
this book, we explore synchronization dynamics, spatiotemporal stochastic reso- 
nance, spatiotemporal patterns, nonlinear waves and coupled molecular motors. 
'The relations among these different collective phenomena are discussed. 

The monograph is composed of five chapters. In Chapter I , we introduce 
some fundamental knowledge and concepts in nonlinear science. Synchronizations 
in coupled nonlinear systems are explored in detail in Chapter H . Synchronizations 
in coupled limit cycles and chaotic oscillators are analyzed, and different levels of 
chaos synchronizations such as complete synchronization, generalized synchroniza- 
tion, phase synchronization, lag synchronization, and measure synchronization are 
discussed in a systematic way. We study some noise ~ induced collective behaviors 
in spatiotemporal systems, such as spatiotemporal stochastic resonance, coherence 
resonance, wave propagation in excitable media, and spatiotemporal patterns. The 
Frenkel — Kontorova model, which well describes the spatial competitions, is intro- 
duced in Chapter IV. As for the ground state, we study the commensurate — in- 
commensurate phase transitions ( Aubry CI phase transitions). Spatiotemporal dy- 
namics are also discussed for the dissipative and underdamped cases. The micro- 
scopic dynamical mechanism of heat conduction is explored in relating to the Fren- 
kel - Kontorova lattices. We focus on the collective directional transport problem in 
Chapter V . Basic physical concepts about directed transport and molecular motors 
are introduced, and collective directed motion of spatiotemporal systems can be in- 
duced by breaking the spatiotemporal symmetries. 

The book systematically summarizes recent developments of collective phe- 
nomena in spatiotemporal dynamical systems. The readership includes researchers 
working in nonlinear science and statistical physics, teachers,students, and gradu- 
ate students in universities and colleges. It should also be helpful for researchers 


working in interdisciplinary fields of nonlinear science. 
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20 世纪 下 半 叶 , 非 线性 科学 形成 和 发 展 成 为 一 门 交叉 科学 。 这 门 科学 形成 
的 动力 来 自 多 个 方面 。 其 一 是 对 多 体系 统 牛顿 力学 的 探讨 ,这 最 早 可 上 滴 至 19 
世纪 末 Poincaré 关于 三 体 问题 的 探讨 ,研究 揭示 了 非 线性 系统 内 惠 存 在 的 随机 
性 一 一 混沌 ,从 而 打破 了 人 们 传统 的 决定 论 思想 。 第 二 个 方面 来 自 于 流体 力学 
中 关于 洪流 的 研究 。 满 流 的 复杂 性 形成 存在 着 系统 内 部 的 原因 。Lorenz 在 研究 
大 气 湾流 时 将 Navier - Stokes 方程 约 化 为 三 自由 度 的 非 线性 方程 ,并 在 研究 中 
发 现 了 混沌 现象 。 与 非 线 性 研究 有 关 的 另 一 个 方面 来 自 于 化 学 生物 等 系统 的 
探索 ,这 直接 联系 着 Prigogine 所 提出 的 耗 散 结构 理论 。 它 揭示 出 热力 学 系统 在 
非 平 衡 、 非 线性 条 件 下 ,热力 学 分 支 可 以 失 稳 出 现 有 序 的 结构 。 另 外 ,统计 物理 
基本 问题 (动力 学 与 统计 性 的 关系 ) 研 究 也 推动 了 非 线性 科学 的 形成 。 数 学 上 关 
于 和 孤立 波 等 问题 的 研究 都 成 为 非 线 性 科学 的 重要 内 容 。 总 的 来 说 , 非 线性 科学 
所 研究 的 是 物理 、 化 学 生物 .生态 等 各 类 系统 中 与 非 线性 有 关 的 \ 共 同 的 .本 质 
的 问题 。 

系统 的 复杂 性 往往 来 自 于 其 大 量 的 自由 度 。 对 非 线 性 系统 的 研究 表明 : 即 
使 是 非常 简单 的 系统 也 可 能 由 于 非 线 性 而 表现 出 复杂 的 动力 学 行为 ;而 大 自由 
度 的 系统 也 可 以 由 于 非 线性 而 表现 出 相干 .简单 的 行为 。 因 此 , 非 线性 系统 的 复 
杂 行 为 不 是 毫 无 规律 的 复杂 ,简单 亦 非 一 般 的 简单 。 研 究 这 些 由 于 非 线性 而 产 
生 的 简单 或 复杂 的 动力 学 行为 及 规律 是 非 线性 科学 研究 的 重要 课题 。 

相互 作用 是 到 处 存在 的 。 一 个 大 的 系统 可 由 若 于 相互 作用 的 小 系统 组 成 。 
小 系统 一 般 是 非 线 性 的 ,大 量 小 系统 耦合 在 一 起 可 表现 出 简单 或 复杂 的 时 空 动 
力学 行为 。 对 耦合 系统 的 研究 以 往 由 于 计算 条 件 所 限 而 通常 借助 于 理论 近似 和 
统计 手段 ,近年 来 则 由 于 计算 机 速度 和 容量 的 大 大 提高 而 得 以 广泛 地 研究 ,并 揭 
示 出 丰富 的 现象 。 从 目前 的 研究 手段 和 模型 系统 来 看 ,大 致 有 以 下 几 类 :一 是 时 
空 均 连续 化 的 偏 微分 方程 (PDE) 系 统 , 它 既 可 以 是 实际 系统 ,也 可 以 是 连续 化 的 
近似 ,研究 的 主要 问题 是 系统 的 时 空 特征 与 非 线 性 波 行为 ,如 孤立 子 、 扭 结 、 轩 级 
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性 效应 , 波 波 相 互 作用 会 导致 复杂 的 行为 ,可 能 会 有 多 种 时 空 尺度 竞争 ,产生 模 
式 相干 .共振 等 现象 ;在 某 些 情况 下 ,我们 不仅 可 以 把 系统 的 空间 分 立 化 ,而 且 还 
可 以 把 时 间 分 立 化 , 即 所 谓 的 耦合 映像 格子 (CML) 系 统 。 这 些 不 同方 式 一 方面 
为 了 提高 运算 速度 而 作为 研究 问题 的 不 同 手段 , 另 一 方面 也 揭示 了 大 量 实际 系 
统 的 时 空 动力 学 。 

本 书 所 讨论 的 内 容 集中 于 与 耦合 非 线性 系统 的 一 系列 合作 行为 有 关 的 最 近 
二 三 十 年 来 的 进展 。 在 此 期 间 , 有 关 时 空 系统 合作 行为 的 研究 取得 了 大 量 重 要 
成 果 。 主 要 原因 在 于 :(1) 对 于 时 空 非 线性 系统 的 动力 学 研究 是 非 线性 科学 研 
究 到 一 定 阶段 的 必然 要 求 。 在 20 世纪 70 年 代 以 来 ,人 们 对 于 少 自由 度 非 线性 
系统 的 混沌 动力 学 和 复杂 行为 研究 已 经 很 深入 ,在 大 多 数 方面 已 经 较为 清楚 , 因 
而 对 大 自由 度 系统 的 研究 就 显得 尤为 必要 ;(2) 计算 机 技术 近 几 十 年 来 飞速 发 
展 ,计算 机 的 容量 和 速度 都 大 大 提高 ,这 为 高 维 非 线性 系统 时 空 动力 学 研究 的 开 
展 提供 了 客观 条 件 。 特 别 是 近 十 年 ,人 们 关于 耦合 非 线 性 系统 的 合作 行为 研究 
取得 了 突破 性 进展 ,揭示 了 一 系列 与 直观 印象 看 似 矛盾 的 现象 。 但 直到 现在 为 
止 ,尚未 发 现 一 本 系统 地 盖 述 这 些 进展 的 专著 ,人 们 只 能 通过 阅读 检索 有 关 文 南 
来 零星 地 了 解 有 关 成 果 。 本 节 正 是 在 这 种 背景 下 写成 的 。 

本 书 介绍 了 与 合作 现象 有 关 的 同步 时空 随机 共振 、 时 空 斑 图 、 非 线性 波 、 粳 
合 分 子 马达 等 行为 。 这 些 行为 相互 之 间 是 息息相关 的 ,在 不 同 的 物理 条 件 下 具 
有 不 同 的 表现 形式 。 例 如 ,同步 既是 物理 、 生 物 等 许多 学 科 中 普遍 存在 的 现象 
(基本 概念 ), 又 是 产生 其 他 很 多 合作 行为 的 机 制 。 时 空 随机 共 控 体现 为 时 空间 
步 ,而 这 个 过 程 又 与 能 量 的 输 运 问题 以 及 非 线 性 波 的 传播 密切 相关 。 其 他 很 多 
宏观 集体 行为 也 与 同步 的 产生 或 破坏 有 密切 的 关系 。 这 些 内 容 在 书 中 都 有 所 体 
现 。 

为 了 使 得 本 书 有 更 好 的 可 读 性 ,考虑 到 名 种 不 同 的 读者 层次 ,第 一 章 介 绍 了 
非 线 性 科学 的 有 关 基 本 知识 ,如 动力 学 系统 、 不 动 点 及 稳定 性 、 分 贫 、 混 沌 及 其 本 
质 、 混 沌 控制 .哈密 顿 系统 的 混沌 、 动 力学 与 统计 的 关系 、 随 机 过 程 与 咖 声 等 。 这 
些 知识 是 后 面 许多 讨论 的 准备 ,也 可 以 单独 作为 了 解 非 线 性 动力 学 知识 的 学 习 
内 容 。 第 二 章 集 中 研究 了 耦合 非 线性 系统 的 同步 问题 。 我 们 把 同步 问题 作为 一 
个 基本 物理 问题 来 讨论 , 先 分 析 了 耦合 极限 环 的 同步 问题 。 这 一 问题 的 讨论 散 
见于 各 种 学 术 期 刊 上 ,但 没有 见 到 有 关中 文 专著 对 此 进行 系统 的 阐述 。 因 此 我 
们 相信 这 一 部 分 的 讨论 对 有 关 的 研究 者 具有 一 定 的 借鉴 作用 。 我 们 在 讨论 耦合 
周期 系统 同步 之 后 就 讨论 辜 合 混沌 振子 的 同步 。 混 沌 同步 有 着 更 为 丰富 、 复 杂 
的 内 容 。 迄 今 为 止 ,人 们 已 经 发 现 了 完全 混沌 同步 广义 同步 、 相 同步 、 涪 后 同 
步 、 测 度 同步 等 不 同类 型 和 层次 的 混沌 同步 。 这 些 在 本 章 都 有 较为 详细 的 论述 。 
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我 们 还 讨论 了 耦合 时 空 非 线性 系统 的 同步 问题 。 我 们 在 第 三 章 主 要 探讨 了 时 空 
非 线性 系统 的 随机 共振 与 相干 共振 问题 。 噪 声 对 时 空 系统 的 合作 行为 有 重要 的 
作用 。 通 常 噪声 对 有 序 会 产生 破坏 作用 ,因此 系统 的 有 序 和 无 序 的 竞争 会 表现 
出 复杂 的 行为 。 值 得 注意 的 是 ,随机 力 并 不 总 是 起 着 消极 的 作用 ,在 非 线 性 系统 
的 分 岔 点 附近 ,通过 非 线性 与 随机 力 的 作用 ,无 序 的 能 量 可 能 会 转化 为 有 序 的 动 
力 ,从 而 促进 系统 新 序 的 建立 。 近 年 来 讨论 的 噪声 诱导 相 变 、 随 机 共振 、 相 干 共 
振 、 分 子 马达 运动 等 就 是 典型 的 噪声 对 非 线性 系统 正面 作用 的 例子 。 我 们 还 讨 
论 了 可 激发 介质 中 波 传播 问题 。 噪 声 在 波 的 传播 与 时 空 班 图 形成 中 会 起 重要 作 
用 。 在 第 四 章 中 ,我 们 讨论 了 一 个 典型 的 描写 时 空 尺度 竞争 的 Frenkel — Kon- 
torova(FK) 系 统 的 动力 学 行为 。 尺 度 竞 争 是 时 空 非 线性 系统 研究 的 关键 机 制 ， 
尺度 竞争 有 两 种 不 同 的 类 型 :频率 竞争 和 波 矢 竞争 ,由 此 导致 了 一 系列 非 线性 现 
象 及 复杂 的 输 运 行为 。 关 于 波 矢 竞争 ,最 简单 的 模型 是 1938 年 由 Frenkel 和 
Kontorova 提出 的 FK 模型 。 本 章 从 FK 系统 的 基态 研究 出 发 ,讨论 了 有 关 基 态 
的 一 系列 概念 及 其 Aubry 公 度 一 非 公 度 相 变 。FK 系统 的 动力 学 研究 近年 来 被 
广泛 应 用 于 晶体 位 错 、 电 荷 密度 波 、 纳 米 表 面 摩 控 学、 约瑟夫 森 结 阵列 和 阶梯 的 
I 一 V 行 为 等 具体 问题 中 ,因此 我 们 专门 讨论 了 FK 链 的 时 空 动力 学 现象 。 结 
合 近 几 年 有 关 耦 合 链 的 热传导 微观 动力 学 机 制 的 研究 ,我 们 进行 了 较为 一 般 的 
论述 ,并 讨论 了 用 FK 链 作为 模型 系统 讨论 热传导 的 有 关 问 题 。 这 些 问题 至 今 
没有 专著 进行 系统 的 论述 ,所 以 本 章 对 有 关 研 究 者 应 该 会 有 一 定 的 参考 意义 。 
我 们 在 第 五 章 集 中 研究 了 合作 定向 输 运 问 题 。 输 运 过 程 一 直 是 统计 物理 中 最 基 
本 的 研究 课题 之 一 ,时 空 系统 的 合作 定向 输 运 则 是 一 个 非常 有 意义 的 问题 。 对 
非 线性 动力 学 与 非 平 衡 输 运 关系 的 研究 近 几 十 年 一 直 受 到 物理 学 家 的 密切 关 
注 。 最 近 对 分 子 马达 ( 环 齿 ) 问 题 的 探讨 受到 各 领域 的 关注 。 这 种 物质 输 运 现象 
与 分 子 燃 烧 马 达 、 肌 肉 组 织 收 缩 等 生物 细胞 内 的 输 运 过 程 有 着 密切 的 关系 。 其 
基本 思想 还 被 应 用 到 细小 物质 的 分 离 等 技术 、 光 学 分 子 马 达 等 实验 中 。 我 们 在 
本 章 着 重 从 物理 的 角度 对 定向 运动 (分 子 马达 ) 进 行 了 讨论 , 先 总 结 了 单个 分 子 
马达 输 运 的 一 般 性 结果 ,然后 讨论 了 时 空 系统 的 合作 定向 输 运 问题 。 合 作 定向 
输 运 的 讨论 考虑 了 有 相互 作用 系统 在 非 对 称 外 势 场 和 对 称 势 场 中 的 两 种 定向 输 
运 情况 ,其 中 后 者 由 于 需要 时 空 对 称 的 破 缺 而 更 为 有 意义 。 

本 书 是 在 我 的 博士 学 位 论文 《从 少 体系 统 到 多 体系 统 :动力 学 和 统计 力学 》 
的 基础 上 写成 的 。 考 虑 到 近 几 年 来 在 同步 、 时 空 动 力学 、 合 作 输 运 等 方面 的 一 些 
研究 成 果 , 本 书 的 很 大 部 分 内 容 反 映 的 是 有 关 这 些 领域 的 进展 。 我 首先 要 深 深 
感谢 我 的 导师 与 合作 者 胡 岗 教授 对 我 的 言传 身 教 。 自 1992 年 成 为 他 的 研究 生 
到 现在 ,我 总 是 得 到 胡 先 生 无 私 的 帮助 和 认真 的 教诲 ,我 进步 的 点 点 滴 滴 都 与 先 
生 密 不 可 分 。 他 高 尚 的 人 格 、 严 谨 的 学 术 作 风 和 敏锐 的 洞察 力 永 远 是 我 默默 学 
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习 的 榜样 。 我 还 要 感谢 我 的 另 一 位 博士 期 间 的 导师 、 美 国 Houston 大 学 教授 胡 
斑 比 先生 ,他 在 1996 年 我 的 博士 第 三 年 期 间接 纳 我 以 博士 后 的 身份 到 他 在 香港 
浸 会 大 学 的 非 线性 研究 中 心 继 续 从 事 研 究 ,学习 并 研究 了 FK 系统 的 时 空 动力 
学 。 几 年 来 ,我 数 次 往返 于 北京 和 香港 ,每 次 都 在 胡 先 生 那 里 学 到 了 新 的 东西 ， 
那里 的 中 心 有 来 自 于 世界 各 国 的 同行 ,每 次 的 中 心 之 行 都 是 一 次 新 的 充电 ,与 来 
自 世界 各 地 的 同事 的 合作 与 讨论 也 是 非常 恰 快 的 。 

笔者 要 特别 感谢 加 州 理工 学 院 的 Michael Cross 教授 。 本 书 很 多 材料 的 准 
备 和 手稿 是 我 于 2001 一 2002 年 以 高 级 访问 学 者 身份 赴 加 州 理工 学 院 与 Cross 
教授 进行 合作 研究 期 间 完 成 的 。 在 此 期 间 ,Cross 教授 为 我 提供 了 私人 办 公 室 和 
齐备 的 计算 与 通讯 设备 ,使 我 在 查阅 文献 和 研究 计算 等 方面 非常 便利 。 男 外 ,他 
还 为 本 书 的 选材 提出 自己 的 意见 ,与 他 的 几 次 深入 长 谈 更 使 笔者 受益 匪 浅 。 我 
还 要 感谢 在 此 期 间 与 组 内 的 Mark Paul 博士 后 .K.Chiam 博士 等 人 的 数 次 深入 
讨论 。 在 洛杉矶 地 区 的 很 多 朋友 给 予 我 不 少 生活 上 的 帮助 和 便利 ,使 得 我 在 加 
州 理工 学 院 能 够 安心 完成 写作 。 

笔者 还 要 感谢 与 刘 宗 华 、 周 虽 松 、 何 岱 海 、 占 萌 、 王 新 刚 博 士 等 许多 同行 的 合 
作 。 作 者 还 与 众多 师兄 弟 与 同行 进行 过 有 益 讨 论 ,无 法 一 一 列举 ,在 此 一 并 表示 

我 的 研究 生 高 建 、. 张 庭 宪 、 教 宾 、 陈 鸿 斌 、 冯 晓 琴 、 圳 晓 萍 、 黄 霞 等 承担 了 书稿 
的 文字 录入 和 部 分 制图 工作 ,在 此 特别 感谢 。 感 谢 高 教 出 版 社 的 陶 锋 、 庞 永江 、 
薛 春玲 等 编辑 为 本 书 所 做 的 细致 的 工作 ,他 们 的 耐心 和 高 效率 使 得 我 可 以 更 加 
认真 地 撰写 、 修 改 书稿 。 

谨 以 此 书 献 给 我 的 妻子 李 晓 文 女士 .我 的 爱 子 郑 念 梓 以 及 我 远 在 家 乡 的 父 
母 。 
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在 讨论 耦合 非 线性 系统 的 合作 行为 之 前 ,考虑 到 不 同 读者 的 熟悉 程度 ,我 们 
有 必要 在 此 简要 介绍 有 关 非 线性 系统 动力 学 与 混沌 的 一 些 基本 知识 和 概念 .这 
些 知识 既 可 以 作为 后 面 进一步 讨论 的 必要 准备 ,也 可 以 作为 单独 阅读 的 内 容 . 欲 
更 深 一 步 了 解 相关 知识 的 读者 可 以 查阅 后 面 列 出 的 参考 文献 . 


1.1 非 线 性 动力 学 系统 与 分 倪 


1.1.1 动力 学 系统 


贯穿 本 书 ,最 基本 的 出 发 点 就 是 所 谓 的 动力 学 系统 (dynamical sys- 
tems) 7? . 它 由 一 系列 与 时 间 有 关 的 变量 组 成 ( 相 空间 ) , 设 为 N HEU CI) = 
{a(t} = Qu G) us GO sm wy CO) .其 时 间 演化 由 相应 的 运动 方程 给 出 .对 于 
时 间 连 续 的 情况 ,系统 演化 可 以 由 一 系列 常 微分 方程 描述 : 
IUUD = FLU;R)， (1.1.1) 
其 中 f(U;R) 是 一 系列 非 线 性 函数 ,R 为 控制 参量 集 , R = (R,,…,R, ). 在 某 
一 时 刻 o SAER RR, 系 统 的 状态 由 U(tio) 决 定 ; 对 于 给 定 的 R， U(z) 的 演化 
构成 N 维 相 空 间 中 的 一 条 轨迹 .有 时 候 时 间 变 量 t 可 以 是 分 立 的 ,系统 的 演化 
由 下 述 映像 给 出 : 
U(r*1)  fLUGOSR], (1.1.2) 
这 里 * 取 整 数 .时 间 分 立 上 映像 有 时 是 自然 给 出 的 ,有 时 则 可 以 从 时 间 连 续 系统 分 
立 化 得 出 . 
方程 (1.1.1) 中 的 非 线性 函数 f 当 其 不 显 含 时 间 变 量 时 ,相应 的 动力 学 系 
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统称 为 自治 系统 (autonomous systems) .在 很 多 情况 下 , 非 自 治 系统 可 以 由 引信 
新 的 变量 (增加 相 空 间 维 数 ) 而 变 为 自治 系统 ,但 是 有 时 非 自治 系统 无 法 通过 这 
种 方式 变 为 自治 系统 (例如 时 间 延 迟 系统 ) . 

当 考虑 动力 学 变量 位 形 空 间 的 依赖 性 时 ,动力 学 系统 的 演化 由 偏 微分 方程 
描述 : 


UG D - o(u SU sig). (1.1.3) 


这 里 右边 的 非 线 性 函数 GU RU 对 x 各 阶 导 数 的 函数 .此 系统 的 相 空 间 是 
KF HEY. 

一 类 重要 的 动力 学 系统 称 为 保守 系统 (conservative systems, 哈密 顿 系统 )， 
其 特点 是 相 空 间 的 体积 随时 间 变 化 守恒 ( 刘 维 定理 ). 当 我 们 跟随 一 个 小 体积 
AV 内 所 有 点 的 轨迹 演化 时 ,AV 形状 会 随时 间 改 变 ,但 其 体积 保持 不 变 . 另 一 
类 动力 学 系统 就 是 所 谓 的 耗 散 系统 (dissipative systems) ,这 类 系统 的 特点 是 在 
N 维 相 空间 中 体积 随 着 时 间 演化 收缩 ,其 中 点 的 演化 最 后 会 收缩 到 一 个 低 维 空 
间 集 ( 称 为 吸引 子 ,attractor) 中 .这 个 吸引 子 在 N 维 相 空间 中 的 体积 为 零 .依赖 
于 初始 条 件 , 耗 散 系统 的 演化 结果 可 以 落 到 不 同 的 吸引 子 上 .所 有 最 后 落 到 同一 
个 吸引 子 上 的 出 发 点 的 集合 称 为 吸引 域 (basin of attraction) . 保守 系统 由 于 相 体 
积 守 恒 的 特点 而 不 具有 吸引 子 和 吸引 域 . 

耗 散 系统 的 吸引 子 本 质 上 来 讲 有 两 类 :一 类 是 规则 (regular) 吸 引子 , 它 通常 
具有 规则 的 几何 形状 ,吸引 子 上 的 时 间 演 化 是 规则 的 ,如 不 动 点 (fixed point)、 极 
限 环 (limit cycle) 、 环 面 (torus); 第 二 类 吸引 子 是 不 规则 (irregular) 吸 引子 , 称 为 
奇怪 吸引 子 (strange attractor) ,其 几何 特点 是 不 规则 ,具有 分 维 (fractal) 结 构 . 通 
常 奇 怪 吸 引子 对 应 着 混沌 运动 .但 近 些 年 的 研究 表明 ,动力 学 系统 的 时 间 演 化 特 
征 并 不 完全 对 应 于 其 吸引 子 的 几何 特征 .对 于 奇怪 吸引 子 而 言 ,其 上 面 的 运动 可 
以 是 非 混 沌 的 ( 称 为 奇异 非 混沌 吸引 子 strange non-chaotic attractor). 有 兴趣 的 
读者 可 以 查阅 有 关 文 献 * 


1.1.2 稳定 性 与 线性 稳定 性 分 析 


给 定 运动 方程 (1.1.1) 的 一 个 解 USCO ,我 们 可 以 讨论 它 的 稳定 性 . 如果 只 
关心 其 局 域 稳定 性 ,我 们 可 以 用 线 性 稳定 性 分 析 (linear stability analysis) 的 方 
法 .在 Uo(1) 解 上 加 一 个 微 扰 : 

U(1)= U,(t) + 6U(t), (1.1.4) 
将 其 代入 (1. 1.1) 中 并 将 方程 对 6U (i) 线性 化 (即将 方程 在 U(t) ME A 
6U(:) 做 泰勒 展开 并 只 取 其 线性 项 ) ,可 以 得 到 : 
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3 
?2U = pau, (1.1.5) 
[Df], - 8f; /2u lu. v, . (1.1.6) 


车 Dj 和 矩阵 所 有 本 征 值 都 是 负 的 , 则 Uo(z) 解 是 线性 稳定 的 , 微 扰 8U (Cr) Bri] 
的 演化 是 指数 衰减 的 . 

原则 上 6U(1) 对 线性 稳定 性 是 无 穷 小 的 . 当 8U (1:) 有 限 大 时 ,就 涉及 解 的 
非 线 性 稳定 性 .一 般 的 ,如 果 从 Uo (i) 解 足够 近 的 地 方 出 发 的 解 U(z ) 随 时 间 演 
化 总 是 保持 与 Do (z) 的 距离 在 某 一 邻 域 , 即 存在 e >0, 使 得 | UCO - UCO Il 
«e ,我 们 就 说 解 Uu(z) 是 ( 非 线性 ) 稳 定 的 .这 样 的 稳定 解 不 要 求 Uo (i) 必须 是 
一 个 吸引 子 .如 果 长 时 间 后 U(z) 一 Uo(z), 则 称 Uo (7) 是 浙 近 稳定 的 ,U。(z) 是 
一 个 吸引 子 . 

关于 稳定 性 一 般 的 讨论 可 以 通过 引入 李 雅 普 诺 夫 指 数 (Lyapunov exponent) 
来 描述 ,我 们 将 在 后 面 讨 论 .动力 学 系统 的 不 动 点 及 其 稳定 性 是 人 们 很 感 兴趣 的 
问题 之 一 .以 二 变量 常 微分 方程 为 例 ,我 们 来 考虑 不 动 点 的 类 型 及 其 稳定 性 . 设 
方程 的 一 般 形 式 为 


du 
gr fie ue), 


du 
gr fa (mis ur), 





(1.1.7) 





^ du, dt — 0, ff KK 3r 25 E fig (uy , u, ) =0 可 得 到 不 动 点 解 ( 定 态 解 )(u1， 
wu ). 在 定 态 解 中 加 入 微 扰 (wi ,wi)= Cul + ðu, u, + 6u,), 利 用 上 面 的 线性 稳 


定性 分 析 可 以 得 到 
d | Ou . | du, 
iD | = pe"). (1.1.8) 
这 里 的 2x2 TERT RE 
(Df), =9f/9u 1 i,j=1,2. (1.1.9) 
其 本 征 值 为 
sac IT £V T! -4A], (1.1.10) 
BD 5,,5, ARENE s- Ts A=0 的 两 个 根 .这 里 
T=tr(Df) - (DA + OO, (1.1.11a) 
A = det( Df) = (Df). (Df) -Da (DA) 12 - (1.1.11b) 


方程 (1.1.8) 的 特征 解 为 
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Ou, 
K csexp(s1t) + c,exp(s;2)]- 
4 T? ~4A50 时 ,si,s; 为 一 对 实数 解 . 在 这 种 情况 下 (1.1.7) 的 不 动 点 (ui， 
uy A=: 

(1) 255, <0, s, <0 时 ,(u1 ,wi) 附 近 所 有 方向 都 局 域 稳定 ,不 动 点 为 稳定 
结 点 (stable node), 如 图 1 一 1(a) 所 示 ; 
o (2) 34 5, 50,5, 50 B$, Cui ws) 为 不 稳定 结 点 (unstable node), 如 图 1 一 1 
(b) 所 示 ; 

(3) 当 s1<0,s,>0 或 5s,>0,s;<0 时 ,不 动 点 附近 有 一 个 不 稳定 方向 ， 
(ui,u2) 为 鞍点 (saddle point) ,如 图 1 一 1(c) 所 示 . 

当 T? AA KO Bb, s ,ss 为 一 对 共 示 复 根 ,此 时 不 动 点 可 以 有 三 类 : 

(1) 当 T-2Re(s,,) «0 HJ, (ui, zi) 为 稳定 焦点 (stable focus), 如 图 1 一 1 
(d); 

(2) 3 T»0HBL Cul u0) HABE f (unstable focus) ,如 图 1 — 1(e); 








cyexp(s,t) + c,exp(s, t) 
= (1.1.12) 


o LN oœ 
N 


(e) (f 





图 1-1 各 种 不 动 点 及 其 附近 的 流 型 走向 
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1-281 T TE T — A 平面 上 的 不 动 点 分 布 总 结 图 ,显示 出 不 同情 况 下 
不 动 点 的 类 型 .其 中 抛物 线 为 临界 线 T =4A ,UN、UF、SN、SF、Saddle 分 别 代表 


向 ,我们 在 下 面 会 详细 讨论 . 
高 维 情形 的 不 动 点 类 型 及 其 稳定 性 则 要 复杂 得 多 ,这 里 不 再 详细 讨论 . 
1.1.3 ZÈ 


当 改 变 系统 参量 R 时 ,系统 解 的 稳定 性 会 发 生 改 变 . 当 旧 有 的 解 失 稳 时 ,会 
有 新 的 稳定 解 代替 其 出 现 .这 种 定性 的 结构 变化 称 为 分 岔 (bifurcation), 有 关 它 
的 讨论 包括 研究 系统 解 的 数目 及 解 的 稳 
定性 的 变化 .以 双 变 量 自治 系统 为 例 , 如 
果 改 变 控 制 参量 使 得 系统 的 一 个 鞍点 (不 
稳定 ) 与 一 个 稳定 结 点 相 磁 , 碰 后 两 个 不 
动 点 消失 , 则 系统 经 历 一 个 鞍 结 点 分 贫 ， 
此 时 对 应 于 图 1-2 中 箭头 1 的 情形 , 即 
参数 改变 使 得 稳定 结 点 失 稳 (Df 的 两 个 
负 特 征 根 有 一 个 由 负 变 正 ). 大 改变 参量 
使 方程 的 不 动 点 由 稳定 焦点 变 为 不 稳定 
焦点 (Df 的 两 个 复 根 实 部 由 负 变 正 ), 系 
统 可 能 会 经 历 霍 普 夫 分 兮 ,出 现 极限 环 
CN al d de fe) ,如 图 1—2 的 箭头 2 所 示 . 图 1-2 二 维 自治 系统 的 不 动 点 
对 高 维 情形 ,系统 会 出 现 更 复杂 的 分 岔 情 Au AM RA 
X. 

一 般 情 况 下 ,不 动 点 解 失 稳 的 分 岔 (对 于 单 控制 参量 情形 ) 有 以 下 几 类 普遍 
的 分 岔 类 型 ; 

(1) 鞍 结 点 (saddle — node) 分 岔 :最 简单 的 例子 是 系统 

ü-R-u, (1.1.13) 

当 R 由 仙 变 正 时 ,在 R c0 处 ,系统 出 现 稳定 的 结 点 u < VRB PA u 
= -VR 不 稳定 ,如 图 1 一 3(a) 所 示 . 

(2) 跨 临 界 分 岔 (transcritical bifurcation) :最 简单 的 例子 是 

ü-Ru-u, (1.1.14) 

“4 R<0 BA R 20 时 ,原来 稳定 的 解 ( 结 点 )u。=0 失 稳 ,原来 不 稳定 的 解 uo = 
R 变 得 稳定 ,取代 u =0 的 解 .如 图 1 一 3(b) 所 示 . 

(3) SURI AY 2x (pitch — fork bifurcation) :原来 的 单 解 当 参量 改变 时 失 稳 ,出 
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现 两 支 新 解 .例如 典型 的 情形 : 
a= Ru - gu! (g 20), (1.1.15) 
旧 解 us =0 在 尺 =0 处 失 稳 ,R>0 时 代 之 以 两 支 x。= +VR/g 解 . 
当 参 数 改变 时 ,系统 的 解 分 支 连 续 由 一 支 变 为 另 一 支 , 我 们 称 分 岔 为 跨 临 界 
的 (supercritical) ; 当 系 统 只 有 分 支 的 失 稳 , 则 称 分 岔 为 亚 临 界 的 (subcritical . 以 
叉 型 分 岔 为 例 , 在 (1.1.1S$) 中 , 当 g>0 时 ,系统 分 岔 为 跨 临 界 的 ,而 当 g<0 时 
为 亚 临 界 的 .这 两 种 情形 可 对 应 于 相 变 理论 中 的 二 级 (连续 ) 相 变 以 及 一 级 (不 连 
续 ) 相 变 ,如 图 1 一 3(c),(d) 所 示 . 
(4) BAKA (Hopf bifurcation) :与 前 面 不 同 ,系统 不 是 以 一 种 定 态 解 代 
替 另 一 个 定 态 解 .这 类 分 岔 是 在 原来 的 不 动 点 解 失 稳 后 出 现 的 随时 间 振 荡 的 解 ， 
称 为 极限 环 . 代表 性 的 最 简单 例子 是 二 维 (至 少 是 二 维 ) 非 线性 系统 
ú= - u, + Ru,- Cul + ul)u,, 
(1.1.16) 
ú, = u, + Ru; - (ui + u})uz, 
我 们 可 以 将 这 个 方程 的 变量 (xi ,w, ) 变 为 极 坐标 (r,9), 即 引入 u, = rcos 8, u, 
= rsin 9, 则 方程 化 为 
TRU (1.1.17) 
0-1, 
其 中 相位 0 随时 间 变 化 是 单调 增加 的 ,r 的 方程 形式 则 与 情形 (3) 完 全 相同 .但 
考虑 到 r 产 0, 则 系统 在 R=0 处 经 历 了 从 r=0 到 -=VR 的 分 贫 , 即 当 R 之 0 
时 ,系统 解 由 不 动 点 (0,0) 变 为 半径 为 VR 的 振荡 解 ,频率 为 1. 这 种 分 盆 行 为 可 
以 从 图 1 - 3(e) 非 常 清楚 地 看 到 . 
一 般 系 统 的 分 贫 是 上 述 几 个 基本 类 型 的 混合 .另外 ,系统 对 同一 参量 可 能 会 
有 多 稳 的 情形 发 生 ,因此 在 参量 改变 时 ,系统 的 分 岔 经 常会 出 现 所 谓 的 滞后 现象 
(hysteresis) ,如 图 1 - 3C Bram. 
上 面 分 析 基 于 线性 稳定 性 分 析 . 对 一 般 系 统 , 相 空间 的 全 局 稳定 性 要 通过 寻 
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找 系 统 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ( 势 函数 ) 来 描述 .但 对 一 般 非 线性 系统 ,要 找到 这 样 一 
个 势 函 数 通 常 非常 困难 . 


1.2 低 维 非 线 性 系统 的 混沌 动力 学 


1.2.1 混沌 与 蝴蝶 效应 


对 于 二 维 非 线 性 系统 来 说 ,其 吸引 子 或 者 是 不 动 点 ,或 者 是 极限 环 ,不 会 出 
现 无 规则 运动 . 当 相 空间 维 数 大 于 2 时 (注意 ,这 里 我 们 讨论 的 是 时 间 连 续 的 自 
治 系统 ;对 于 映像 ,一 维 映像 就 可 能 出 现 混 乱 的 运动 ) ,系统 随时 间 演 化 的 轨道 就 
不 仅仅 是 上 述 的 几 种 类 型 . 其 中 一 种 流 被 称 为 混沌 流 (chaotic) ,其 时 间 的 演化 行 
为 是 混乱 的 ,不 规则 的 .一 个 典型 的 例子 是 洛 仑 兹 (Lorenz) 模 型 'M. 它 是 由 美国 
科学 家 洛 仑 兹 在 研究 大 气 满 流 的 行为 时 从 高 维 的 Navier — Stokes 方程 约 化 而 来 
的 ,只 保留 了 三 个 变量 .其 方程 为 
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当 c>0,5>0 时 ,其 相 空间 体积 随时 间 变 化 是 收缩 的 , 即 
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即 系统 的 相 体积 以 指数 衰减 速度 收缩 ; 

V(t)=V(O)expl - (ot 1t 0601], (1.2.3) 
说 明 洛 仑 兹 系统 是 一 个 耗 散 系 统 . 这 样 在 一 个 三 维 的 相 空 间 中 ,系统 的 吸引 子 维 
数 小 于 3. 我们 关心 的 是 在 维 数 小 于 3 的 吸引 子 上 的 运动 是 否 规 则 .在 图 1-4 
(a) 中 ,我 们 给 出 了 当 r=28,o=10,5=8/3 时 系统 的 演化 轨迹 .可 以 看 到 ,系统 
的 运动 在 长 时 间 之 后 局 限于 三 维 相 空 间 的 一 个 有 限 区 域内 (在 三 维 相 空 间 中 的 
测度 为 零 ) ,但 在 这 个 有 限 区 域 中 系统 的 运动 是 混乱 的 .这 可 以 由 图 (b) 中 z(z) 
的 演化 看 出 来 .我 们 从 原本 非常 相近 (肉眼 无 法 分 辨 ) 的 初始 点 出 发 ,随时 间 的 演 
化 ,可 以 看 到 两 条 本 来 几乎 重合 的 轨迹 迅速 分 开 , 最 后 两 条 轨道 变 得 毫 无 关联 
T X EE BITES SR BEIC" (butterfly effect)(“ 在 一 个 地 方 蝴蝶 振动 一 下 翅膀 
可 能 会 导致 在 另 一 个 地 方 的 龙卷风 ” ,比喻 一 个 小 的 偏离 会 导致 实质 完全 不 同 的 
结果 ), 它 形象 地 描述 了 混沌 轨道 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 (指数 发 散 ). 混沌 运 
动 反映 了 确定 性 系统 (系统 运动 方程 由 牛顿 方程 给 出 , 且 无 噪声 ) 的 内 在 随机 性 . 
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图 1-4 (a) 典型 的 Lorenz 吸引 子 ;(b) z(z) 的 时 间 演 化 ， 
两 条 初始 难以 分 辨 的 轨道 迅速 分 开 


1.2.2 混沌 行为 的 刻画 


混沌 运动 的 描述 方式 有 多 种 .最 直接 的 方法 是 观察 动力 学 系统 的 时 间 演 化 . 
为 了 对 运动 的 定性 有 确切 的 结论 ,还 需要 有 比较 可 靠 的 分 析 方 法 .这 里 简单 列举 
几 个 常用 的 手段 . 

1. 庞 加 莱 截 面 (Poincare surface of section): 取 相 空 间 中 的 一 个 面 ( 低 于 系统 
的 相 空 间 维 数 ) , 当 系统 的 轨道 穿 过 这 个 面 时 记 下 轨迹 与 面 交 点 的 位 置 ,然后 看 
这 些 点 的 分 布 情况 .以 三 维系 统 U = (uj ,za ,zs ) 为 例 , 如 取 u, =0 作为 截面 ， 
可 以 得 到 截面 上 点 (ui ,zx2) 的 分 布 .如 果 系统 运动 是 周期 的 ,在 截面 上 将 只 有 有 
限 个 分 立 的 点 ;如 果 运 动 是 准 周期 的 ,截面 上 点 的 分 布 是 连续 线 .如 果 系 统 运动 
是 混沌 的 ,可 以 看 到 在 截面 上 有 无 穷 多 点 杂乱 地 分 布 . 

2. 功率 谱 (power spectrum) :对 时 间 序 列 u(1), 可 对 其 进行 傅 里 叶 变 换 计 
算 功 率 谱 : 

Plo) = | explio)de (1.2.4) 


如 果 wx(z) 是 周期 的 ,我 们 可 以 看 到 其 功率 谱 只 有 有 限 的 分 立 的 尖峰 ; 若 u(t) 是 
准 周期 的 ,其 功率 谱 存 在 若干 个 相互 不 可 公 度 的 频率 , 且 频 谱 分 布 密集 但 较 规 
则 ; 当 wu(z) 是 混沌 的 ,P(w) 将 表现 出 宽带 分 布 , 即 会 在 w 的 一 个 范围 内 整体 有 
一 个 分 布 ( 类 似 于 品 声 谱 ). 

3. 自 关联 函数 (autocorrelation function) :我 们 可 以 分 析 时 间 序 列 u(z) 的 自 
关联 函数 : 


Cle) = lim > | whiteatet eds. (1.2.5) 
若 u(t) EAA , BK ROR RAGA EM ETC EE HR GH 3A un (CL) EK 
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沌 的 ,C(z) 就 随 c 迅速 衰减 (几乎 以 指数 形式 ). 
功率 谱 P(w) 与 关联 函数 C(zr) 之 间 有 密切 的 联系 .利用 Wiener-Khinchin 
定理 可 知 ,P(w) 正 比 于 C(r) 的 傅 里 叶 变换 . 





P(w) cc lim [^ C()expliwr dz ， (1.2.6) 
所 以 , 若 C(r) 以 指数 形式 训 减 ,C(r)ccexp( - Mr), 则 功率 谱 为 
Plo) lo * A?) "^, (1.2.7) 


B) P(o) 是 一 个 Lorentz 分 布 . 

4. 李 雅 普 诺 夫 指数 :为 了 精确 描述 相 邻 轨道 的 发 散 ( 收 缩 ) 程 度 , 我 们 经 常用 
到 的 是 李 雅 普 诺 夫 指数 . 设 有 两 条 相 邻 轨道 UCORI U(r) + 90 CO ,随时 间 推 移 ， 
轨道 的 偏差 设 为 上 SU(O1 = || 8UCO) || expla). >0 意 味 着 相 邻 轨道 指数 发 
散 . 实 际 计算 中 ,由 于 轨道 的 回归 性 (吸引 子 ), || SUC) || 会 随时 间 演 化 出 现 饱和 ， 
因此 需要 每 隔 一 段 时 间 对 其 进行 重 整 化 . 若 相 空 间 是 N 维 的 , 则 系统 的 切 空间 有 
N 个 本 征 方向 ,我们 就 需要 计算 相应 的 N 个 指数 1 ,=1,2,… ,NI( 通 常 把 所 有 
指数 从 大 到 小 排列 A, dS) , 称 为 李 雅 普 诺 夫 指 数 谱 . 

有 了 这 个 指数 谱 ,我 们 就 可 以 对 吸引 子 的 性 质 有 较为 精确 的 了 解 .如 果 A, 
<0, 则 吸引 子 为 稳定 的 结 点 ;如 果 a =0,4,<<0, 则 系统 的 运动 是 周期 的 (极限 
H) Æ A = =0,1;<0, 系 统 的 运动 是 准 周期 的 , 当 所 有 指数 中 的 前 M 个 指 
数 为 零 , 则 系统 的 运动 是 高 维 准 周期 ,吸引 子 为 高 维 (MM 维 ) 环 面 . 当 系 统 的 最 大 
指数 为 正 时 ,系统 的 运动 是 混沌 的 ; 若 系统 有 超过 一 个 指数 大 于 零 , 则 称 系统 是 
超 混沌 的 (hyperchaotic ) . 

利用 李 雅 普 诺 夫 指 数 谱 随 系统 参数 的 变化 ,我们 还 可 确认 系统 的 分 岔 行为 . 
例如 后 面 的 倍 周期 分 岔 ,在 指数 谱 的 变化 上 就 表现 为 系统 的 第 二 个 指数 不 断 由 
负 值 磁 零 . 

数值 上 具体 计算 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 方法 有 多 种 ,这 些 方法 在 有 关 非 线性 动 
力学 的 著作 文献 中 都 有 介绍 '*" ,读者 可 参考 后 面 引用 的 文献 和 书籍 ,这 里 不 
再 详 述 . 

除 上 述 一 些 对 混沌 动力 学 的 刻画 方式 外 ,还 有 一 些 统计 量 可 作为 判断 的 依 
据 , 如 Kolmogorov-Sinai(KS) 灶 , 吸 引子 维 数 等 .这 些 量 的 引入 又 把 混沌 动力 学 
研究 与 统计 力学 与 分 形 等 相关 领域 紧密 结合 起 来 ,而 这 些 量 本 身 又 紧密 联系 着 
前 面 的 量 .例如 ,KS HAR SF AY Hausdorff 维 数 都 与 李 雅 普 诺 夫 指 数 谱 有 密切 
的 定量 关系 ,详细 讨论 可 参考 相关 文献 '“". 

从 前 面 的 讨论 可 以 看 到 ,如 果 系 统 的 运动 是 混沌 的 , 则 系统 运动 轨道 对 初始 
条 件 和 小 的 扰动 都 是 非常 敏感 的 ,小 的 偏差 就 会 使 得 运动 很 快 偏离 原来 的 轨道 ; 
另 一 方面 ,由 于 吸引 子 的 回归 性 质 ,系统 的 运动 轨道 又 不 会 跑 到 无 穷 远 ,运动 可 
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以 与 先前 的 轨道 充分 接近 .这 就 导致 混沌 吸引 子 复 杂 的 拓扑 结构 .混沌 的 这 两 个 
特点 (指数 发 散 .回归 性 ) 反 映 出 混沌 运动 的 本 质 在 于 拉 伸 和 折 问 ,这 一 点 由 斯 梅 
尔 (Smale) 给 出 了 非常 精彩 的 描述 ( 称 为 斯 梅 尔 马蹄 ) .我 们 可 以 从 下 面 的 耗 散 面 
包 师 变换 看 到 


r,.;,72x, mod 1， 
| ay, x, €10,1/2), (1.2.8) 
Pt Vi a+ay,, z€[17.1]. 


这 里 a< 1/2. XP RRA ES VEA 8 CA, = lg 220,2, = lg a <0, 
系统 运动 是 混沌 的 .两 个 指数 一 个 大 于 零 ,一 个 小 于 零 ,运动 在 < 方向 上 是 拉 伸 
的 ,但 是 当 拉 伸 超过 172 时 ,运动 在 y 方 向 上 就 出 现 折 全 .这 使 得 初始 相近 的 两 
条 轨道 很 快 分 开 . 


1.3 通 向 混沌 的 道路 


很 长 时 间 以 来 ,人 们 对 于 汕 流 形成 的 动力 学 机 制 一 直 不 太 清 楚 . 自 1963 年 
洛 仑 兹 研究 了 由 大 气流 体力 学 方程 简化 的 模型 并 发 现 混沌 现象 以 来 ,人 们 认识 
到 低 自由 度 系统 由 于 非 线性 也 可 以 出 现 复杂 的 行为 .作为 进一步 理解 济 流 的 准 
备 , 人 们 感 兴趣 于 小 自由 诬 的 非 线性 系统 随 着 参数 变化 其 运动 是 怎样 从 规则 变 
成 混沌 的 . 近 几 十 年 的 研究 结果 使 得 人 们 认识 到 有 几 类 具有 普遍 性 的 通 往 混 沌 
的 道路 .下 面 我 们 一 一 加 以 前 述 . 


1.3.1 AARS RA mR (Feigenbaum 道路 ) 


Grossman 与 Thomae(1977)! 5 , Feigenbaum (1978) ^7 , Coullet 与 Tresser 

(1976)5 及 其 他 研究 者 研究 了 如 下 的 Logistic 映像 
T,= f(x,)= ar,(l— xz,). (1.3.1) 

这 个 模型 来 源 于 生态 学 上 昆虫 数目 变化 的 动力 学 , 它 同 时 考虑 了 增长 和 抑 
制 两 种 因素 ,因而 揭示 出 的 现象 具有 普遍 的 意义 .由 于 方程 右边 为 抛物 线 吨 数 ， 
因此 它 是 一 种 抛物 线 映 射 .另外 由 于 函数 具有 一 个 峰值 ,因此 称 为 单 峰 映 射 .Lo- 
gistic 映射 是 最 简单 的 揭示 混沌 行为 的 模型 之 一 ,可 以 用 符号 动力 学 理论 进行 很 
好 的 描述 . 

图 1 一 5(a) 给 出 了 x, ERa MOEA. TUBS) MME a 的 增加 ,系统 首 
先是 周期 1 的 解 (对 应 于 映像 即 为 不 动 点 解 )z = /(x), 然 后 在 a = a 处 周期 1 
解 失 稳 ,通过 又 型 分 岔 为 周期 2 解 = /CA(z)) 所 替代 .继续 改变 ,可 以 看 到 
一 系列 分 岔 ,系统 的 解 由 周期 2 变 为 周期 4, 周 期 8,16,… ,一 直到 = as — 
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图 1 一 5 Logistic 映像 的 x — r 722A 


3.569 945 6… 处 ,系统 出 现 混沌 运动 .这 就 是 典型 的 倍 周期 分 贫 到 混沌 的 道路 . 
在 混沌 区 系统 会 反复 出 现 不 同 的 周期 窗口 ,在 这 些 周期 窗口 里 我 们 都 可 以 看 到 
倍 周期 分 贫 到 混沌 的 过 程 .图 (b) 给 出 了 相应 于 分 岔 过 程 的 李 指 数 的 变化 .可 以 
看 到 ,在 每 一 个 倍 周期 分 岔 点 , 李 指 数 都 碰 零 ; 李 指数 出 现 的 一 系列 局 域 极 小 值 
对 应 于 超 稳定 周期 轨道 . 

设 周期 区 2"' 一 2" 的 分 盆 点 为 a, M a, 有 以 下 标 度 : 


à4,7às4-c0 ", n1, (1.3.2) 
其 中 c 为 一 常数 ,6 为 一 普 适 常数 , 称 为 Feigenbaum 常数 : 
à —4.669 201 609 1…. (1.3.3a) 


另外 ,为 了 研究 倍 周期 分 岔 序列 几何 尺寸 的 标 度 性 质 , 可 以 引入 最 靠近 z=172 
的 周期 2” AAR [e] RO RE d ,在 各 个 倍 周期 分 岔 点 的 距离 间 有 以 下 关系 : 
d,/d,,,7 -a mnl; (1:3.3b) 
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a —2.502 907 850%». (1.3.4) 
借助 相 变 中 的 重 整 化 群 方法 ,人 们 可 以 确切 地 计算 出 上 面 两 个 常数 .值得 注意 的 
是 ,这 两 个 常数 具有 普 适 性 ,在 很 多 倍 周期 分 岔 的 系统 中 都 可 以 发 现 它 们 . 

这 个 简单 的 映像 来 源 于 许多 具体 的 背景 ,并 包含 最 简单 的 非 线性 项 ,但 其 动 
力学 表现 出 非常 丰富 复杂 的 行为 .由 于 系统 的 简单 性 ,很 多 问题 可 以 解析 求解 ， 
因此 Logistic 映像 在 混沌 动力 学 研究 的 进程 中 曾经 起 到 非常 重要 的 作用 .鉴于 
这 个 系统 是 研究 混沌 动力 学 代表 性 的 模型 之 一 ,在 各 种 综述 和 著作 中 均 有 涉及 ， 
我 们 限于 篇 幅 , 不 再 对 此 进行 详尽 讨论 . 

1.3.2 由 阵 发 通 向 混沌 (Pomeau-Manneville 道路 ) 

阵 发 是 指 一 个 信号 随机 地 在 长 时 间 的 规则 运动 ( 层 流 相 ) 与 短 时 间 的 无 规则 
爆发 ( 满 流 相 ) 之 间 的 转换 .这 种 通 向 混沌 的 机 制 是 由 Pomeau 与 Manneville 于 
1979 年 提出 的 ” .他 们 讨论 了 洛 仑 兹 系统 : 

£-eo(r—z) 

y7-zztrxr-y, (1.3.5) 

ż= zy- bz. 
对 于 y(z) 的 时 间 演 化 ,他 们 观察 到 这 样 的 现象 : 当 r< r. 时 ,y(t) 是 周期 运动 ; 
当 ;+>r. 时 ,周期 振荡 被 混沌 的 爆发 打 断 . 随 着 ~ 的 增加 ,这 些 混沌 脉冲 爆发 越 
来 越 频 繁 , 一 直到 整个 运动 变 成 混沌 ,如 图 1 — 6 所 示 . 


PORE 
NOAN qtd o 
D VT pl iN i iil MANN DLL Bm us ©) 

Ma aet 上 LARA JAN @ 


图 1-6 混沌 阵 发 


muy 


上 述 阵 发 行为 可 以 如 下 理解 .我 们 可 构造 洛 仑 兹 系统 的 庞 加 莱 映 射 ,r < n. 
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时 的 周期 振荡 解 对 应 于 映射 中 的 稳定 不 动 点 , 当 > > r. 时 不 动 点 失 稳 .通常 不 动 
点 失 稳 本 质 上 有 三 种 不 同方 式 ,这 三 种 方式 导致 系统 阵 发 的 三 种 不 同类 
AUP?) . 洛 仑 兹 系统 的 阵 发 属于 第 一 类 (逆向 切 分 盆 ). 对 每 一 种 阵 发 而 言 ,系统 
都 是 在 失 稳 点 附近 的 失 稳 过 程 中 经 历 很 长 的 狭 窗 “ 隧 道 ”. 这 个 长 时 间 的 滞留 导 
致 很 长 的 “ 层 流 " 相 (周期 运动 ). 离 开 这 个 “隧道 "后 ,运动 又 变 得 混沌 .由 于 吸引 
子 的 回归 性 ,运动 还 会 回 到 不 稳定 不 动 点 附近 ,从 而 开始 新 的 规则 运动 与 混沌 阵 
发 的 交替 .类 似 行为 在 Logistic 映射 的 某 些 参数 区 也 可 观察 到 . 

定义 层 流 相 驻 留 的 时 间 长 度 为 /, 亦 即 相 邻 两 次 阵 发 之 间 的 时 间 间 隔 ,我 们 
可 以 研究 其 统计 规律 .其 统计 规律 对 以 上 三 类 阵 发 而 言 会 表现 出 不 同 的 行为 . 设 
系统 的 控制 参量 为 7, 出现 阵 发 的 临界 点 为 r.. 定义。=r 一 r+., 则 对 于 一 类 阵 
发 ,! 的 统计 分 布 为 





P(1) —el1-* tan’ [arctan(ce !?)] - le'7}, (1.3.6) 
其 中 c~e "ALEX xz 的 最 大 值 .相应 的 平均 分 布 为 
(1)~e '?, e—0. (1.3.7) 
P(1)~e’exp(4el) Cexp(4el) — 1)’, (1.3.8) 
(I)~e !, e-0. (1.3.9) 
P(1) — e" exp(4el) /Cexp(4el) - 1)", (1.3.10) 
(ly~e !, e-0. (1.3.11) 


三 种 阵 发 行为 中 ,第 一 、 三 类 均 在 实验 中 观察 到 “i (Bernard 对 流 ,RLC 电路 
等 ). 理 论 的 统计 性 质 在 实验 上 也 得 到 了 验证 .第 二 类 阵 发 就 目前 所 知 尚未 在 实 
验 中 得 到 证 实 . 另 外 有 许多 关于 混沌 阵 发 的 工作 ,提出 了 一 些 新 的 阵 发 类 型 和 机 
制 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 相关 文献 


1.3.3 通过 准 周期 通 向 混沌 (Ruelle-Takens 道路 ) 


这 种 道路 与 系统 的 霍 普 夫 分 岔 有 密切 的 关系 .与 前 两 种 导致 混沌 的 机 制 有 
A FR ZI [e] , 霍 普 夫 分 岔 意味 着 系统 有 一 个 新 的 振动 频率 出 现 .最 简单 的 就 是 焦点 
的 失 稳 .对 焦点 的 稳定 性 分 析 可 知 其 本 征 值 是 复 的 ,其 中 虚 部 是 一 个 振荡 频率 . 
在 临界 点 以 下 ,这 个 振荡 由 于 人 负 的 实 部 而 衰减 ;但 当 系 统 参量 越过 临界 点 时 , 焦 
点 失 稳 ,这 个 小 的 振荡 就 被 放大 ,由 于 非 线 性 作用 而 抑制 饱和 ,使 得 系统 实现 周 
期 振荡 ,振荡 频率 对 应 于 本 征 值 的 虚 部 . 

1944 年 , 朗 道 提出 了 一 条 通 向 湛 流 的 道路 .他 认为 湛 流 的 出 现 是 系统 通 
过 无 穷 的 霍 普 夫 失 稳 而 不 断 出 现 新 的 ( 非 公 度 ) 频 率 , 最 后 出 现 无 穷 多 频率 的 结 
果 , 如 图 1— 7 所 示 . 也 就 是 说 ,系统 潢 流 态 的 出 现 首 先是 周期 运动 ,然后 是 准 周 
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期 运动 ,高 维 准 周期 ,…, 直 至 出 现 无 穷 高 维 准 周期 .这 个 道路 在 实验 中 被 证 明 并 
不 相符 .1971 年 ,Ruelle 和 Takens 证 明了 四 频 不 稳定 性 2 .1978 年 Newhouse, 
Ruelle 和 Takens 从 理论 上 证 明了 系统 出 现 三 个 非 公 度 频率 ( 称 为 三 维 环 面 ) 时 
就 存在 不 稳定 的 可 能 性 5 .在 某 种 无 穷 小 的 微 扰 作用 下 ,三 维 环 面 可 被 破坏 而 
出 现 混沌 运动 .实验 中 观察 到 , 当 系 统 出 现 两 个 非 公 度 的 频率 时 ,继续 改变 参数 ， 
时 间 序 列 的 功率 谱 就 变 为 连续 的 ,说 明 系 统 已 经 出 现 混沌 运动 . 

这 种 由 准 周 期 到 混沌 的 机 制 在 1982 年 由 Dubois 和 Berge 在 Bernard 对 流 
实验 中 观察 到 .他 们 测量 了 温度 的 时 间 序 列 T(z) 并 重 构 了 二 维 庞 加 莱 截 面 
[T(zt), 人 (1)]( 在 1=nr,rt 为 时 间 间 隔 ,n 为 整数 ). 图 1 一 8 给 出 了 庞 加 莱 截 面 
在 增加 雷诺 数 时 的 变化 .图 (a) 给 出 截面 的 取 法 .在 图 (b) 中 由 连续 的 闭合 曲线 可 
以 看 到 运动 是 准 周期 的 (二 维 环 面 , 记 为 T?). 当 增加 雷诺 数 时 ,闭合 曲线 扭曲 
[Fl (c) ] ,最 后 破裂 [图 (d) ] , 变 成 一 个 奇怪 吸引 子 . 





图 1-8 Bernard 对 流 实验 中 增加 R BELT CH), T Ce) 289 2E 4E 
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另 一 个 实验 证 明 由 Gollub 和 Swinney 于 1975 年 在 泰勒 不 稳定 性 实验 中 观 
察 到 5 .实验 装置 由 内 外 两 个 圆 桶 构成 ,两 圆 桶 之 间 充 满 液体 .内 桶 以 2 的 角 
速度 旋转 ,外 桶 保持 静止 . 当 2 很 小 时 ,液体 由 于 粘 滞 与 内 桶 一 同 旋转 ; 当 2 超 
过 一 个 阐 值 0. 时 ,液体 与 内 桶 的 同步 旋转 失 稳 ,液体 除 与 内 桶 同 向 旋转 外 ,还 出 
现 上 下 的 旋转 ,形成 元 胞 , 见 图 1 - 9. 继 续 增加 Q ,这 些 元 胞 会 发 生 周期 的 或 多 
重 周 期 振 功 . 在 两 次 霍 普 夫 分 贫 后 液体 运动 就 变 为 混沌 的 .这 可 以 从 图 中 的 功率 
谱 看 出 来 .用 重 构 庞 加 莱 截 面 (用 液体 的 径 向 速度 w(z) 的 方法 ) 同 样 可 以 看 到 二 
维 环 面 在 2 增加 时 破裂 的 情形 . 





相对 频率 oA, 


图 1-9 泰勒 不 稳定 性 实验 中 增加 O 时 功率 谱 的 变化 


上 面 两 个 实验 都 证 实 了 Ruelle-Takens-Newhouse 通 向 混沌 的 道路 .在 理论 

上 ,用 简单 的 映射 也 得 到 了 充分 的 研究 21 .用 周期 驱动 的 转子 系统 在 耗 散 情 况 
下 可 以 得 到 一 维 的 圆 映射 : 

6,7 0, + Q - sin (2x6, ) mod 1, (1.3.12) 


其 中 0Q 为 驱动 力 频率 与 转子 固有 频率 的 比值 , K 为 驱动 强度 ,0, 为 转子 相位 ,由 
于 其 周期 性 而 取 模 1. K 在 这 里 的 作用 类 似 于 流体 力学 中 的 雷诺 数 ,用 以 度量 系 
统 的 非 线性 强度 .我 们 可 以 计算 系统 的 转 数 (winding number, 对 应 于 转子 实际 
转动 频率 与 周期 驱动 频率 的 比值 ) : 
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o = lim PO (1.3.13) 
没有 非 线 性 项 时 (KK =0), RRR w= Q;24 KAON o 需要 具体 计算 .系统 的 


转 数 是 有 理 数 还 是 无 理 数 很 重要 . 当 o 为 有 理 数 m/n 时 ,说 明 系 统 处 于 锁 模 状 


a 


当 K >0 时 ,有 理 数 的 o SEK 的 有 限 区 域内 保持 有 理 数 ,这 个 区 域 随 着 
K 的 增 大 而 扩大 .在 |K1<1 时 ,我 们 在 K - Q 相 图 中 可 以 看 到 一 系列 的 锁 模 
状态 ,这 些 区 域 被 称 为 阿诺德 否 头 (Arnold's tongues) ,如 图 1 — 10 Bras. xx e gy 
头 中 尤其 以 w=0/1,1/1,1/2,1/3,2/3,… 等 最 明显 .我 们 也 可 以 固定 K 来 观察 
c — Q 的 关系 ,可 以 看 到 一 系列 的 共振 台阶 .这 些 共振 台阶 在 |K|<1 时 与 无 理 
数 区 域 交错 分 布 . 当 |K|=1 时 ,这 些 阿 诺 德 舌头 (共振 台阶 ) 边 界 融 合 到 一 起 ， 
在 此 时 w 一 0 的 关系 可 以 连续 看 到 所 有 的 共振 台阶 ,形成 康 托 (Cantor) 集 (分 形 
结构 ) , 称 为 魔鬼 阶梯 (devil staircases). 因 此 ,|K|=1 时 的 阿诺德 舌头 (魔鬼 阶 
梯 ) 是 最 完整 的 . 当 1K1>1 时 ,阿诺德 舌头 区 域 继续 扩大 ,导致 这 些 舌 头 开 始 相 
互 重合 交叉 ,映像 称 为 不 可 逆 的 ,系统 在 舌头 的 重 亚 区 域 出 现 混沌 运动 .因此 ,在 
[Ki >1 的 区 域 ,混沌 区 与 非 混 沌 区 相互 交织 在 一 起 . 


T | MM 
| 


1.25 


0.50 








图 1-10 AERE K-A 相 图 上 的 阿诺德 舌头 


上 述 的 阿诺德 舌头 及 其 排列 顺序 可 以 很 方便 地 用 法 里 树 (Farey tree) 产 生 
出 来 .其 操作 为 用 两 对 不 可 约 整数 产生 新 的 舌头 : 
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| 
ran 


3 
y 4] 5 AIV. 
7 7 8 7 5 
ZNI AZ NE AZ NE VN V“ 
1 2 3 5 5 4 5 7 87 7 


8 7 5 


6 9 I] 10 11 13 12 9 9 12 13 11 10 li 9 6 


图 1-11 法 里 树 


因此 ,用 07ZL 和 171 ,我们 就 可 以 利用 上 面 的 法 里 操作 产生 法 里 树 ,从 而 将 

所 有 的 阿诺德 舌头 产生 出 来 ,如 图 1-41 所 示 . 在 |K1<1 的 区 域 中 ,阿诺德 舌 

头 之 间 的 转 数 是 无 理 数 ,对 应 于 准 周期 运动 .利用 这 个 简单 的 圆 映 射 , 人 们 研究 

了 从 准 周期 到 混沌 的 转变 . 圆 映射 有 着 丰富 的 动力 学 行为 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参 
考 相关 书籍 和 综述 . 

需要 指出 的 是 ,Ruelle - Takens - Newhouse 机 制 只 是 说 明 三 维 环 面 是 拓扑 

结构 不 稳定 的 ,这 并 不 意味 着 高 维 准 周 期 环 面 不 能 稳定 存在 .1983 年 ,Grebogi， 

Ott 和 Yorke 通过 数值 计算 表明 ,平滑 的 非 线性 扰动 不 一 定 会 破坏 三 维 准 周期 

环 面 呈 .他 们 研究 了 两 个 耦合 的 圆 映射 : 

0,,,—70, + v, + €P,C0, , pn), 

e = p, t w + €P,(0,,9,), 

其 中 oe 为 耦合 强度 (同时 也 是 非 线性 强度 ) ,0, 与 p, 都 取 模 1,P,: 为 0, ,9 为 周 

期 函数 ,w,,, 之 间 是 不 可 约 的 ( 非 公 度 ), 且 他 们 均 为 无 理 数 , 即 不 存在 非 零 整数 
P>r,q 使 得 


(1.3.15) 


po, + qo, * r-0. (1.3.16) 
下 面 的 讨论 取 P, ,为 A, sin[2r(r0 + sp + B,.,)]| 的 健 里 叶 和 ,在 取 和 时 只 取 整 
数 对 (r,s) 为 (0,1),(1,0),(1,1),(1, 一 1) 的 项 , 即 除 此 之 外 的 A,.,=0. 

对 于 这 个 上 映射 ,Grebogi 等 计算 了 耦合 圆 映 射 的 头 两 个 李 雅 普 诺 夫 指数 
X13, 在 计算 中 随机 选取 w, , ,A,,, 和 B,, ,最 后 统计 4, ;等于零 ,小 于 零 及 大 于 零 
的 百分比 . 表 1 -1 给 出 了 他 们 的 结果 : 
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表 1-1 耦合 圆 映射 吸引 子 统计 














TT 
吸引 子 李 雅 普 诺 夫 指数 €/e, 2 3/8 e/e, — 374 € /e, - 9/8 
三 频 准 周期 A1=0,4,=0 82% 44% 0% 
二 频 准 周期 A, 70,4, <0 16 96 3896 3396 
周期 a, «0,4, <0 296 1196 3196 
. T T 本 
混沌 A1>0 0% 7% 36% 

















KP e. 为 一 临界 值 , 当 e .时 映射 不 可 道 .从 上 表 可 以 清楚 看 出 ,在 较 弱 的 非 
线性 强度 下 ,三 频 准 周期 可 以 稳定 存在 . 

在 实验 上 ,三 频 准 周期 也 可 以 观察 到 .1982 年 ,Libchaber 等 人 在 有 磁场 下 
的 Bernard 对 流 实验 中 观察 到 三 频 准 周期 运动 的 存在 全 . 

实际 上 ,高 维 准 周期 总 是 可 以 存在 的 .一 些 较为 平稳 的 扰动 并 不 一 定 将 其 破 
坏 .我 们 在 后 面 的 讨论 中 还 要 提 到 这 一 点 .顺便 指出 ,高 维 准 周期 是 可 以 稳定 存 
在 的 ,但 高 维 准 周期 环 面 如 何 破裂 进入 混沌 状态 至 今 还 是 一 个 非常 复杂 的 问题 ， 
这 种 机 制 的 讨论 至 今 仍 在 进行 .这 个 方面 的 讨论 与 近年 来 对 所 谓 “ 奇 异 非 混沌 吸 
引子 ”的 讨论 密切 相关 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 后 面 文献 . 

上 面 我 们 讨论 了 通 向 混沌 的 三 种 有 代表 性 的 道路 .实际 上 ,三 种 不 同道 路 对 
应 于 不 同 的 分 岔 机 制 .Feigenbaum 道路 实际 上 来 源 于 系统 的 又 型 分 贫 ,而 Man- 
neville-Pomeau 道路 与 系统 的 切 分 岔 直 接 联系 .Ruelle-Takens-Newhouse 机 制 则 
来 自 于 系统 的 霍 普 夫 分 岔 .这 些 分 岔 正如 我 们 前 面 所 指出 的 ,对 应 于 系统 不 同 的 
对 称 性 ,因此 具有 一 定 的 普遍 性 .现在 已 经 发 现 许 多 的 混沌 机 制 是 这 些 机 制 的 组 
合 , 从 而 可 以 观察 到 更 为 复杂 的 动力 学 .另外 ,考虑 到 时 空 系统 ,其 出 现时 空 混沌 
的 机 制 则 是 目前 探讨 的 热点 ,有 许多 问题 吸 待 解决 . 


1.3.4 混沌 内 部 的 变化 :危机 


这 里 所 说 的 危机 (crisis) 是 指 混沌 吸引 子 与 一 个 共存 的 不 稳定 不 动 点 或 周 
期 轨道 发 生 相 碰 时 所 出 现 的 动力 学 行为 .这 种 碰撞 在 很 多 情况 下 会 导致 混沌 
吸引 子 的 突然 变化 ,比如 尺寸 的 突然 改变 .一 个 很 简单 的 例子 是 Logistic 映像 在 
周期 3 窗口 发 生 的 混沌 吸引 子 突然 膨胀 的 现象 ,如 图 1- 12 所 示 ,系统 存在 一 条 
不 稳定 周期 3 轨道 , 当 它 在 a =a" 处 与 系统 的 混沌 吸引 子 相交 时 ,系统 一 下 子 
变 成 大 范围 的 混沌 运动 ,三 片 不 相连 的 混沌 区 连 在 一 起 .这 种 现象 称 为 危机 . 根 
据 不 同 的 分 岔 类 型 ,危机 也 分 为 几 种 ,这 里 就 不 再 详 述 . 
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3.82 3.83 3.84 3.85 3.86 


K 1-12 Logistic 映像 中 的 危机 


1.4 保守 系统 的 混沌 


1.4.1 概述 


前 面 所 讨论 的 混沌 动力 学 都 是 关于 耗 散 系统 的 . 耗 散 系统 的 混沌 本 质 是 一 
个 拉 伸 与 折 释 的 过 程 .在 研究 中 另 一 大 类 系统 一 一 保守 系统 (哈密 顿 系统 ) 是 历 
来 人 们 研究 的 重点 .与 耗 散 系统 根本 不 同 , 保 守 系 统 没有 相 空 间 的 收缩 ,因而 谈 
不 上 吸引 子 .历史 上 关于 混沌 的 讨论 其 实 首先 是 在 保守 系统 中 进行 的 .最 著名 的 
是 19 世纪 末 庞 加 莱 关 于 三 体 问题 的 论述 及 20 世纪 五 六 十 年 代 Kolmogorov, 
Arnold 和 Morse 的 KAM 定理 的 证 明 '” 79 .本 节 将 讨论 在 保守 系统 中 的 混沌 动 
力学 行为 . 
我 们 讨论 的 系统 具有 哈密 顿 量 
H-H(p,q.t), (1.4.1) 
其 中 q7(q,,92 7 In) WARE TE TL Ae b P= (pis poc pn) 为 正则 动量 . 
系统 的 运动 由 正则 方程 给 出 : 
q=9H/p, 





. (1.4.2) 
p^ -93H/98qQ. 
由 刘 维 定理 ,系统 在 相 空间 的 相 体 积 守 恒 : 
2? H 3 H 
OE r ^ (1.4.3) 


相 体积 不 变 就 意味 着 在 保守 系统 中 在 相 空 间 没 有 吸引 区 ,例如 没有 吸引 的 不 动 
点 (如 结 点 ,焦点 等 ) ,没有 吸引 的 极限 环 , 也 没有 吸引 的 奇怪 吸引 子 . 但 正如 在 后 
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面 所 讨论 的 ,保守 系统 也 有 混沌 运动 ,只 不 过 保守 系统 在 相 空 间 的 混沌 区 常常 是 
与 规则 运动 区 交织 在 一 起 的 . 

历史 上 对 保守 系统 的 混沌 研究 的 兴趣 主要 来 自 于 两 个 方面 .一 个 是 天 体力 
学 中 的 三 体 问题 . 庞 加 莱 在 19 世纪 末 就 讨论 了 天 体 中 三 体系 统 ( 如 日 一 月 一 地 
系统 ) 的 运动 规律 .与 二 体 问 题 不 同 ,三 体 问 题 无 法 解析 求解 ,必须 用 摄 动 理论 进 
行 微 扰 近似 . 庞 加 莱 发 现 ,即使 在 很 小 的 微 扰 下 ,系统 也 存在 无 穷 多 个 稠密 分 布 
的 对 扰动 不 稳定 的 轨道 .这 个 问题 在 后 来 才 由 Kolmogorov,Arnold 和 Moser 解 
BR ,并 揭示 了 哈密 顿 系统 混沌 的 本 质 .第 二 个 方面 ,对 保守 系统 混沌 的 研究 紧密 
联系 着 统计 物理 的 基本 问题 .针对 统计 物理 中 不 可 逆 问 题 的 探讨 ,为 从 微观 动力 
学 (时 间 可 逆 的 ) 上 理解 宏观 不 可 逆 问 题 , 玻 尔 兹 曼 等 提出 著名 的 “遍历 性 假设 ” 
(ergodicity hypothesis) , 即 假设 足够 长 的 时 间 内 系统 的 轨迹 可 以 几乎 覆盖 等 能 
面 . 这 样 系统 的 时 间 平 均 就 可 以 用 相 空间 的 平均 来 代替 .但 这 个 假说 的 正确 性 引 
起 了 人 们 的 争论 .这 个 争论 直接 联系 着 保守 系统 的 混沌 动力 学 .下 面 我 们 先 结合 
第 一 个 方面 进行 讨论 . 
1.4.2 可 积 系统 


在 讨论 混沌 行为 之 前 ,我 们 首先 讨论 系统 的 可 积 性 .在 相 空 间 中 ,系统 状态 
完全 由 (g(1) ,p(t)) 决 定 ,其 演化 由 正则 方程 (1.4.2) 决 定 . 演 化 形成 相 空间 中 
的 轨迹 ( 流 ), 它 有 如 下 特点 : 

O) 每 条 轨迹 的 演化 惟一 地 由 其 初 态 决定 ; 

(2) 两 条 不 同 的 轨迹 不 能 相交 ，; 

(3) 相 空 间 中 的 流 保 体积 ,即使 系统 的 哈密 顿 量 显 含 时 间 . 

一 个 N 维系 统 是 可 积 的 ,如 果 存 在 N 个 孤立 的 运动 积分 (守恒 量 )J; ,使 得 


J(g,p)=C,, i-1.2,"-.N. (1.4.4) 
这 里 C, 是 常数 .对 不 显 含 时 间 的 哈密 顿 系统 ,哈密 顿 量 本 身 就 是 一 个 孤立 积分 : 
H(g,p)=E, (1.4.5) 


其 中 E 是 系统 的 总 能 量 , 为 一 个 常数 . 如果 系 统 是 可 积 的 ,这 N 个 运动 积分 就 
会 把 运动 轨迹 限制 在 2N 维 相 空间 中 的 N 维 表面 上 .这 样 的 系统 是 可 解 的 .我 
们 可 以 找到 一 个 正则 变换 把 变量 (g ,z) 变 为 新 的 变量 (0 LJ): 
aS(g,]) _9S(q,J) 
tele act 





q,p= (1.4.6) 


这 样 ,在 新 的 坐标 中 系统 的 哈密 顿 量 只 依赖 于 新 的 动量 J, 即 Sg Jo EA P e 
密 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 个 解 : 


H(q, 23502 = nap. (1.4.7) 
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这 样 作 用 量 - 角度 变量 的 运动 方程 为 
j=-aH/90=0, 


. (1.4.8) 
0 -3H/8J = w(J). 
这 组 方程 可 以 完全 求解 : 
J=C, 
TE (1.4.9) 


在 后 面 讨论 中 ,为 了 方便 ,我们 总 把 可 积 系统 的 哈密 顿 量 写 为 H,. 
1.4.3 摄 动 理论 与 小 分 母 问题 :KAM 定理 


从 上 面 讨论 可 以 看 到 ,对 可 积 系统 而 言 ,运动 是 完全 可 解 (至 少 理论 上 ) 而 且 
是 规则 的 .现在 我 们 在 五 ,的 基础 上 加 一 个 扰动 eH, ,看 扰动 会 对 哈密 顿 系统 带 
来 什么 样 的 效应 . 
考虑 如 下 的 哈密 顿 系统 (为 方便 ,考虑 二 维系 统 ): 
H(J ,0)= HOD * eH,CJ,0), (1.4.10) 
其 中 J = (,,),),0-7 (0,,0,), e 为 摄 动 强度 .我 们 试图 求解 哈密 顿 - 雅 可 比方 
B: 


H(38/30,0) = Ho (J ). (1.4.11) 
把 函数 S 写成 摄 动 的 形式 : 
S(J/,0)-0:J * eS,C(J/,0), (1.4.12) 
将 左边 的 H 展开 到 es 阶 : 
9H, 9 





Hy (J) +e -37 S ~ + 6H, (J 0) + OC) = Hu). (0.4.13) 
由 于 左边 也 要 不 显 含 9 变量 ,这 可 以 确定 S,.H o=3H,/3J 可 得 : 


2S,(J/,0) 
03g oHG. (1.4.14) 
对 9 变量 的 处 理 ,可 以 把 S A H, TES E PE BOF : 
S1(J’,0)= $; Sin )exp(ik 0), (1.4.15a) 
k#0 
H,(J/,0)7 >) Hia (J )exp(ik*0), (1.4. 15b) 
kzÜü 


这 里 b /2x = (n, 0,) SEP n 28 ER. Fl FE Bt E CUIR SUR RT ELS 
fi: 


S(J',8)-0-J' tie 2; Bia UD ak 6). (1.4.16) 


34 w, 和 oV 相互 公 度 时 , 则 存在 一 对 整数 (1 n ) 使 得 o, /ws = - n/n, BP 
niw, t n;o;-—0. (1.4.17) 
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而 此 时 这 个 公 度 条 件 就 直接 导致 (1.4.16) 中 的 一 项 发 散 , 使 得 上 面 的 摄 动 方法 
失效 .这 就 是 所 谓 的 “小 分 母 "问题 , 它 反映 出 系统 内 部 存在 的 强 的 共振 . 

那么 , 当 w/w, 接 近 非 公 度 时 ,如 果 可 积 系 统 加 上 扰动 eH 将 会 有 什么 现 
$$? 这 个 问题 由 Kolmogorov, Arnold 和 Moser(KAM) 回 答 . 对 二 维 情 形 , 此 定理 
指出 :如 果 | 9o, /93w | 天 0( 频 率 的 雅 可 比 和 矩阵 元 ), 则 那些 频率 比 w/w; 接 近 
无 理 数 


WwW m 











e1 > 人 (34 e—>0 Bt, k—>0) (1.4.18) 
的 环 面 在 扰动 eH, FE e«1 极限 时 是 很 稳定 的 . 

这 个 定理 很 重要 的 一 点 是 告诉 我 们 ,对 规则 运动 即使 在 有 微 扰 的 情况 下 自 
然 会 有 一 个 非 零 测度 . 当 扰 动 足够 大 时 ,所 有 的 环 面 都 会 被 破坏 .最 后 被 破坏 的 


KAM 环 面 是 比值 为 黄金 分 割 数 的 环 面 :w/w; = (/5 — 1) 72. 
1.4.4 Poincare-Birkhoff 定理 


上 面 讨 论 的 是 w/w, 非 公 度 的 情形 .下 面 我 们 讨论 比值 为 有 理 数 的 情形 .我 
们 会 看 到 ,在 这 种 情形 下 加 入 扰动 后 原来 的 环 面 将 会 分 解 成 越 来 越 小 的 环 面 . 这 
些 新 产生 的 环 面 也 稳定 .但 在 这 些 环 面 之 间 的 运动 是 不 规则 的 . 

下 面 我 们 用 二 维 保 面积 的 Poincaré 映像 (Moser 扭 映 像 ) 来 讨论 . 


Ti+. — 7; Ti 
=T ; (1.4.19) 
e amo! 4 
其 中 a(r)2 w/w; 为 两 频率 的 比值 .对 于 a(r,)= m/n 为 有 理 数 , (ro,6u ) 为 
T" HABA AA 


ro, 
rla] m (1.4.20) 
0, Gy + 2n > n—70,t2mnn. 
现在 考虑 系统 加 入 扰动 H, ,上 面 的 映像 变 为 
rac rt f(r) here | |. (1.4.21) 
0, — 6,+2na(r,) + eg(r,,9;) 6, 


f.g 是 两 个 非 线性 函数 ,依赖 于 cH, ,Te 也 是 保 区 域 操作 . 

下 面 考虑 TT 不 动 点 附近 的 情况 .如 图 1 一 13(a) 所 示 , 对 于 a=r/s HAW 
C, 其 附近 两 个 为 C,,C_ ,在 C, 上 a>m/n, Œ C .Eta<m/n. © THER 
可 以 看 到 C, 道 时 针 旋 转 ,C_ 顺 时 针 旋 转 ,C 由 于 是 人 的 不 动 点 而 不 会 转 . 如果 
考虑 有 扰动 后 的 T: ,这 里 的 旋转 会 保持 ,但 会 发 生 扭曲 ,如 图 中 的 R, 所 示 . 在 图 
(b) 中 ,我 们 给 出 了 R, 曲线 及 其 映像 T; (R,), 可 以 看 到 R, 在 操作 后 的 扭曲 情 
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椭 贺 型 不 动 点 双 曲 不 动 点 





图 1-13 Moser 扭 映像 操作 


况 ,R, 与 TI(R,) 的 交点 为 其 不 动 点 .在 图 (c) 中 我 们 给 出 了 不 动 点 的 情况 .可 以 
看 到 ,其 中 一 个 是 椭圆 型 不 动 点 , 另 一 个 是 双 曲 不 动 点 .这 意味 着 原先 具有 有 理 
数 频率 比值 的 环 面 不 会 被 扰动 完全 破坏 ,还 保留 了 偶数 个 不 动 点 .这 就 是 
Poincaré — Birkhoff H. 

下 面 考察 椭圆 不 动 点 . 它 由 一 系列 旋转 点 包围 .同样 用 前 面 的 讨论 可 知 ,这 
些 环 面 有 些 是 稳定 的 (KAM 定理 ) ,而 其 他 的 环 面 按 Poincaré-Birkhoff 定理 又 可 
以 分 解 成 小 的 环 面 .这 就 会 导致 如 图 1 — 14 所 示 的 自 相 似 结构 . 





图 1-14 环 面 不 断 被 破坏 而 出 现 的 自 相似 结构 


1.4.5 同 宿 轨 道 与 混沌 ,Arnold 扩散 


上 一 节 讨 论 到 Poincaré-Birkhoff 定理 ,并 讨论 了 其 中 的 椭圆 不 动 点 .那么 双 
曲 不 动 点 是 什么 情况 呢 ?” 图 1 一 15(a) 给 出 了 双 曲 不 动 点 H 附近 的 情况 ,可 以 看 
到 H 是 不 稳定 的 (椭圆 不 动 点 附近 的 运动 是 稳定 的 旋转 ). 它 是 一 条 稳定 流 形 
W, 与 一 条 不 稳定 流 形 W, 的 交点 . W 都 不 能 与 自身 相交 ,而 W, 则 可 以 与 W， 
在 昌之 外 相交 ,其 交点 称 为 同 宿 点 .如 图 1 一 15(b) 所 示 的 Hs, 由 于 T; 是 连续 的 ， 
而 同 宿 点 并 不 是 不 动 点 ,对 其 用 T! 多 次 操作 可 以 产生 新 的 同 宿 点 .另外 ,TT: 需 
要 沿 着 妈 , 无 穷 多 次 操作 才能 接近 双 曲 不 动 点 五. 因此 在 Ho 与 五 之 间 会 有 无 穷 
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多 的 其 他 同 宿 点 ,这 说 明 , Wp 太一 旦 相交 ,他 们 就 会 无 穷 次 相交 ,从 而 产生 极 
为 复杂 的 情形 . 当 接 近 日 时 , 同 宿 点 会 积累 起 米 , 这 导致 在 HOU te MAE 
常 大 (更 不 稳定 ) 以 满足 映射 的 保 体 积 性 .这 就 是 在 H 点 附近 区 域 有 不 规则 运动 
的 机 制 . 





(a) (b) 


FA 1-15 (a) 双 曲 不 动 点 有 H 附近 的 情况 ; (b) 双 曲 不 动 点 附近 的 同 宿 点 的 分 布 


上 面 的 讨论 总 结 在 图 1- 16 中 .可 以 看 到 在 不 可 积 系统 的 相 空 间 中 ,运动 有 
规则 的 ,也 有 不 规则 的 ,它们 交织 在 一 起 . 





图 1-16 不 可 积 系统 的 相 空间 结构 


以 Henon - Heiles 模型 5 为 例 .系统 的 哈密 顿 量 为 
H=4(pitpitaitai)+agi~ gare. (1.4.22) 
BRIM IA AVI AHH im R c ie inr ESA H 中 非 线性 项 a gf - 4 i HB 


响 ) E E - 1/12 时 ,我 们 画 出 系统 的 Poincare REC q =0 H p 20 时 ) .在 


图 1-17(a) 中 可 以 看 到 许多 闭合 曲线 绕 其 椭圆 不 动 点 、 双 曲 不 动 点 ,但 此 时 系 
统 几 乎 可 积 , 因 此 几乎 观察 不 到 混沌 区 . 当 E=1/8 时 ,由 图 (b) 可 以 看 到 双 曲 点 
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附近 的 区 域 被 破坏 ,有 一 大 片 混沌 区 域 包围 几 个 环 面 区 . 当 继 续 增 加 时 , 环 面 
继续 被 破坏 ;已 =1746 时 ,可 以 看 到 几乎 所 有 的 环 面 区 都 被 破坏 ,如 图 (c) 所 示 

















\ te Vet 
-04-02 0 02 04 06 08 1% 
(c) 


图 1-17 Henon-Heiles 系统 的 混沌 情况 


综 上 所 述 ,我 们 可 看 到 ,对 可 积 系统 的 非 线性 扰动 根据 KAM 定理 ,虽然 可 
以 有 非 零 测度 的 规则 运动 ,但 也 会 产生 越 来 越 小 的 稳定 环 面 及 其 由 双 曲 不 动 点 
导致 的 不 规则 运动 .这 样 初始 条 件 很 小 的 变化 就 会 导致 完全 不 同 的 长 时 间 行 为 ， 
在 相 空 间 中 就 会 产生 复杂 的 结构 ,规则 运动 与 不 规则 运动 相互 交织 ,这 些 不 规则 
运动 就 是 混沌 .其 轨道 同样 具有 初始 条 件 敏感 性 (Lyapunov 指数 为 正 ), 系 统 具 
AER KSH. 

上 面 我 们 只 讨论 了 二 维 的 情况 . 对 高 维 哈 密 顿 系统 ,混沌 产生 的 机 制 仍然 有 
效 .但 二 维 与 高 维 的 情形 也 有 不 同 的 地 方 .对 二 维系 统 ,运动 在 三 维 能 量 面 上 进 
行 .混沌 运动 只 能 在 无 理 环 面 之 间 进 行 ,它们 被 这 些 环 面 分 割 成 不 相连 的 不 规则 
区 ,如 图 1 一 18(a) 所 示 . 但 对 于 高 维 情 形 [ 图 1 一 18(b)], 高 维 环 面 无 法 将 无 规则 
运动 分 割 成 不 关联 的 部 分 . 从 无 规则 运动 区 一 点 出 发 经 过 一 段 时 间 可 能 会 通过 
所 谓 的 Arnold 扩散 机 制 到 达 另 外 的 区 域 .我 们 在 图 1- 18(b) 中 给 出 示意 图 . 
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(a) 





1-18 二 维和 高 维 环 面 附近 的 混沌 ,注意 高 维 的 阿诺德 扩散 机 制 
1.5 混沌 动力 学 与 统计 物理 


1.5.1 概述 


在 前 面 我 们 讨论 了 非 线性 系统 的 混沌 动力 学 .研究 这 个 问题 的 一 个 动机 , 正 
如 我 们 前 面 提 到 ,就 是 试图 对 统计 力学 的 微观 基础 有 一 个 深刻 的 理解 .我 们 知 
道 ,统计 力学 的 研究 对 象 一 一 热力 学 系统 有 一 个 根本 的 特点 ,就 是 热力 学 过 程 的 
不 可 逆 性 ,热力 学 上 由 第 二 定律 给 出 .不 可 逆 性 的 动力 学 根源 是 统计 力学 中 一 个 
古老 而 重要 的 问题 .在 牛顿 力学 的 框架 下 ,系统 的 几率 分 布 的 演化 是 可 逆 的 ( 刘 
维 定理 ). 19 世纪 , 玻 尔 兹 曼 推导 出 稀薄 气体 单 体 约 化 几率 分 布 随时 间 演 化 的 方 
程 , 并 在 此 基础 上 推导 出 厘定 理 (不 可 逆 性 ). 但 由 于 他 在 推导 过 程 中 引入 了 一 
些 假设 ,因而 这 个 定理 受到 了 当时 一 些 物理 学 家 的 猛烈 攻击 .为 了 从 动力 学 上 解 
释 这 个 定理 , 玻 尔 兹 曼 提 出 了 遍历 性 假说 .尽管 关于 此 问题 的 重要 性 物理 学 家 至 
今 尚 有 争议 ,但 其 意义 在 混沌 动力 学 研究 开展 几 十 年 以 来 已 不 言 自明 .在 此 之 
前 ,遍历 性 问题 主要 是 数学 家 们 讨论 的 课题 .到 目前 为 止 ,通过 物理 学 家 和 数学 
家 的 深入 探索 ,关于 统计 物理 基础 的 问题 已 有 一 部 分 清楚 的 答案 ,遍历 性 理论 也 
不 仅仅 是 数学 家 们 的 研究 对 象 , 它 也 为 物理 学 家 理解 热力 学 系统 中 的 许多 问题 
(如 相 变 ,玻璃 态 系 ) 提 供 了 新 的 启示 (如 遍历 性 破 缺 是 相 变 理论 中 的 原 有 概 
念 一 一 对 称 性 破 缺 的 推广 , 它 可 以 解释 更 多 地 相 变 行 为 ). 

自 玻 尔 兹 曼 提 出 遍历 性 概念 以 来 ,20 世纪 的 研究 使 人 们 对 动力 学 系统 的 统 
计 特 征 有 了 深 一 步 的 理解 ,在 此 期 间 有 不 同 概念 提 了 出 来 .遍历 性 理论 架 起 
了 从 动力 学 向 统计 过 渡 的 桥梁 '” .研究 已 表明 ,动力 学 系统 的 全 局 性 混沌 是 系 
统统 计 成 立 的 根本 要 素 . 在 此 意义 上 ,系统 的 无 限 大 自由 度 已 不 是 决定 性 的 因 
素 . 人 们 已 建立 了 少 自由 度 系统 的 统计 力学 及 热力 学 ” . 另 一 方面 ,研究 热力 学 
的 非 平衡 性 质 与 微观 动力 学 特征 之 间 的 关系 近年 来 成 为 一 个 新 的 热点 ,人 们 探 
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讨 了 热力 学 系统 的 输 运 系数 的 规律 以 及 它们 与 非 线 性 动力 学 指数 (如 李 雅 普 诺 
夫 指数 ,KS 炳 ,分 维 等 ) 之 间 的 关系 ,并 已 经 取得 了 丰富 的 成 果 '?' 91 .关于 这 个 
方面 的 讨论 目前 是 一 个 新 的 课题 ,其 研究 难度 由 于 系统 的 非 线 性 与 多 体 特征 可 
想 而 知 , 但 仍 拥有 广 税 的 前 景 ''1 .下面 主 要 就 第 一 个 方面 的 问题 进行 一 些 基本 
讨论 . 

1.5.2 几 种 不 同 程 度 的 遍历 性 


统计 的 基本 出 发 点 是 随机 性 .不 同系 统 在 不 同情 形 下 的 宏观 热力 学 性 质 起 
源 于 系统 内 部 随机 性 的 差异 .通过 研究 动力 学 系统 ,我 们 可 根据 随机 性 的 不 同 将 
KASS FINU. 

1. 回归 系统 

若 系 统 在 相 空间 中 从 一 点 出 发 经 过 一 段 时 间 之 后 回 到 起 点 的 某 一 邻 域 Ar, 
则 称 该 系统 是 回归 的 .周期 运动 系统 就 是 回归 的 .所 有 的 哈密 顿 系统 都 满足 这 个 
特点 .对 于 一 个 哈密 顿 系统 来 说 ,其 相 空间 中 周期 轨道 都 可 以 满足 回归 性 质 , 因 
此 回归 性 从 随机 性 角度 而 言 是 最 弱 的 . 

2. 遍历 系统 (各 态 历 经 系统 ) 

上 面 的 回归 要 求 很 弱 ,例如 哈密 顿 系统 中 的 周期 轨道 仅仅 是 在 相 空间 局 部 
的 运动 . 若 系统 从 相 空间 中 任何 一 点 出 发 (排除 测度 为 零 的 特殊 点 ) 长 时 间 后 演 
化 可 以 遍及 相 空 间 几 乎 所 有 区 域 , 则 称 系统 是 遍历 的 .对 系统 x C BRL EE RT BR 
而 言 ,其 时 间 平 均 


[GD = 本 | fone (1.5.1a) 
与 相 空 间 平 均 
(G7 Aar (1.5.1b) 
都 相等 , 即 mE 
lim [ f(x]; = (f(x)). (1.5.2) 


系统 的 遍历 性 隐 含 着 一 层 含义 即 系 统 相 空间 卫 不 能 够 分 解 成 两 个 不 变 子 空间 ， 
即 
r4r,Ur,, (1.5.3) 
这 里 人 P = T, ,i=1,2, 个 为 时 间 平 移 操 作 . 
遍历 性 最 简单 的 一 个 例子 就 是 粒子 在 二 维 环 面 上 的 运动 .车 粒 子 运动 的 两 
个 频率 w, w, 之 间 不 可 约 ( 非 公 度 ) ,粒子 运动 就 可 跑 遍 整个 环 面 . 这 个 运动 并 
不 具有 随机 性 .如果 我 们 有 一 个 分 布 波 包 从 相 空 间 一 点 出 发 ,在 任何 时 候 我 们 都 
不 可 能 观察 到 这 个 波 包 散 开 .换言之 , 仅 满足 遍历 特点 的 系统 不 具有 不 可 逆 性 . 
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系统 具有 不 可 道 性 必须 有 “混合 "机制 . 
3. 混合 系统 
BUR AR BY BEE ,可 以 引入 时 间 关 联 函 数 : 
设 F(Cx),sg(z) 为 任意 两 个 可 积 函 数 , 则 了 与 g 的 时 间 关 联 函 数 为 
R(f,g,T)=(f( Tx) g(x)) - (f(x)) Cg Cx). (1.5.4) 
如 果 一 个 动力 学 系统 的 关联 函数 在 长 时 间 后 趋 于 零 , 则 我 们 称 这 个 系统 是 混合 
的 , 即 
lim R(f,g,T)=0. (1.5.5) 
KK eg c HC RAE a ES TRE, BAA AE f dei S. BERE RE A ,这 就 有 了 不 
可 逆 的 特征 .混合 的 特征 是 初始 的 几率 波 包 随 时 间 演 化 会 逐渐 散 开 趋 于 定 态 分 
布 . 粗 粒 化 在 意义 上 类 似 于 咖啡 在 水 中 溶解 . 
关联 函数 趋 于 零 的 速度 ( 即 初始 信息 丧失 的 速度 ) 对 于 不 同 的 混合 系统 是 不 
同 的 ,有 的 可 能 是 较 慢 的 朝 律 ,有 的 可 能 是 指数 衰减 规律 ,更 多 的 则 是 更 为 复杂 
的 规律 . 知 律 衰减 被 称 为 长 时 尾 , 它 在 许多 系统 中 都 可 以 观察 到 (如 硬 球 系统 
及 其 他 许多 蛤 密 顿 系统 ) .混合 性 质 应 该 说 涵盖 的 范围 比较 大 .在 数学 上 被 分 为 
弱 混合 和 强 混合 ,这 里 就 不 再 详 述 了 . 
一 个 混合 系统 必然 是 遍历 的 ,反之 则 未 必 成 立 .在 图 1- 19 中 我 们 给 出 了 二 
者 的 差别 . 引 人 和 人 关联 函数 谱 密 度 Rw): 


< 一 > 
S 
(a) 





El 1-19 遍历 性 (a) 和 混合 性 (b) 的 差别 
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R(figsT)= | ROw)e dw. (1.5.6) 
从 关联 函数 的 谱 密度 R(zw) 来 看 ,一 个 遍历 但 不 混合 的 系统 具有 分 立 的 谱 ; 
R(w)= M) wlw- w), (1.5.7) 
而 满足 混合 性 的 系统 的 谱 是 连续 的 ， 


4. Kolmogorov 系统 (K 系统 ) 
在 前 面 我 们 曾 用 Lyapunov 指数 来 描述 动力 系统 轨道 的 稳定 性 .从 全 局 而 
言 ,在 数学 上 对 系统 描述 更 准确 的 是 所 谓 的 Kolmogorov-Sinai Wi , 1E $2 FAK HR 
系统 的 混合 特征 的 量 . 下面 我 们 对 保守 系统 来 引入 KS H. 
Ti FG FR 4015 | E TA R 
S=ln AT, (1.5.8) 
这 里 我 们 让 &s =1,AT 为 相 空 间 一 个 子 元 .根据 刘 维 定理 ,保守 系统 的 相 体 积 守 
tH WS 不 变 , 但 在 很 多 情况 下 AD 体积 不 变 而 其 形状 会 变 得 非常 复杂 ,如 图 
1 一 20 所 示 . 从 粗 粒 化 的 角度 来 看 ,系统 的 “ 相 体 积 ” 改 变 了 .利用 局 域 不 稳定 性 
的 概念 ， 
APUD AID". (1.5.9) 
这 里 “一 ”表示 粗 粒 化 意义 的 相 体 积 ,AT, 为 出 示 相 体积 ,h 为 膨胀 指数 .相对 应 
BEBE A BH” SU 
S - In AP(t) 2 ht * In AT). (1.5.10) 
ik e 为 粗 粒 化 的 精度 (例如 实际 中 即 我 们 的 可 测量 精度 ). 当 AT。<e 时 ,上 面 的 
分 析 无 法 进行 .因此 可 以 设 AT, = ,这 样 
S=nht t ln e. (1.5.11) 
KS Afi nf LAE A: 





E 1-20 相 空 间 体 元 随时 间 的 演化 
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h = Sim lim In BPC) = limlim +-(he + €). (1.5.12) 


e—* 00 t— oo g— o0 p — oo 


注意 上 面 取 极 限 的 顺序 不 可 调换 .这 样 h 就 是 系统 的 一 个 测度 不 变量 , 即 其 不 
依赖 于 粗 粒 化 的 方式 .h 可 以 小 于 零 也 可 以 大 于 零 .我 们 把 h >0 的 动力 学 系统 
PRA Kolmogorov 系统 . 

Lyapunov 指数 与 Kolmogorov — Sinai W Al XE XE — EW X ER 
统 这 个 关于 由 Piesin 给 出 . 设 系统 的 Lyapunov 48 MiB HW A, >A, > DAN 
A, Cx" a x 处 的 指数 ( 即 x^ x + dx 的 小 区 域 ) ,系统 能 面 玉 上 引入 


p(x )= 3 A, CX), (1.5.13) 
则 系统 的 KS HW 
p(x )dx* 
h(E) = —————, (1.5.14) 
| dx 


最 简单 的 情况 N=2, 我 们 有 Ah) ,KS REB ZR ZERU CK. Lyapunov 指数 . 

如 果 系 统 有 正 的 KS 炉 , 则 在 相 空 间 中 某 一 区 域 的 轨道 是 混沌 的 , 称 为 
流 . 

5. Anosov 系统 (A 系统 ) 

上 面 的 K 系统 只 要 求 有 正 的 KS 486 , XE 28 TB 2s NRA RRABR. 
它 容 许 系统 存在 非 混 沌 的 区 域 .这 里 讲 的 Anosov 系统 则 比 K 系统 的 随机 性 更 
强 .我们 首先 引入 以 下 概念 .为 简便 起 见 , 以 二 维 映像 系统 为 例 .r= (rr) $ 
动力 学 由 下 面 的 映像 给 出 : 





r= Tr,. (1.5.15) 
6r,,., = Mór,, (1.5.16) 
这 里 
M= || 22z;72z, Il (1.5.17) 
为 雅 可 比 矩 阵 . 
mg K = loreal = | Mêr, |? 


| or |? | or, 7 21, 我 们 称 矢 量 ór 是 拉 伸 的 ;反之 , 若 K« 
1, 则 称 矢量 是 收缩 的 .Anosov 系统 的 定义 如 下 : 
如 果 以 下 的 条 件 满足 : 


(a) 收缩 矢量 的 子 空 间 DO 与 拉 伸 矢量 的 子 空 间 构成 系统 整个 容许 的 
相 空 间 , 即 
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r=r'+r; (1.5.18) 


(b) 收缩 或 拉 伸 Or TET 映射 下 保持 不 变 , 即 TD = D^ , 则 称 此 系统 为 
Anosov 系统 (或 A 系统 ). 这 个 定义 实际 上 说 明了 以 下 几 点 :第 一 个 条 件 (a) 说 明 
相 空 间 中 的 给 定 一 个 点 就 是 双 曲 点 , 即 具 有 一 个 拉 伸 和 一 个 收缩 方向 ,第 二 个 条 
件 (b) 说 明 系 统 相 空间 中 任 一 点 都 满足 双 曲 性 质 (映射 的 不 变性 ) .这 种 系统 无 疑 
是 具有 非常 强 的 随机 性 ,因为 在 相 空间 任何 一 点 运动 都 是 局 域 不 稳定 的 . 

满足 Anosov 条 件 的 系统 有 不 少 ,其 中 典型 的 是 一 个 单位 质量 的 粒子 在 闭合 
的 二 维 负 高 斯 曲率 表面 上 沿 测 地 线 的 运动 ,如 图 1 — 21 所 示 . 另 外 一 个 熟知 的 例 
子 是 Arnold 猫 变换 ,这 是 一 个 在 二 维 环 面 上 的 映射 : 


图 1-21 单位 质量 粒子 在 二 维 负 高 斯 曲率 表面 沿 测 地 线 的 运动 
人 mod l, 


(1.5.19) 
Y y1 = £, t2y,, modl. 
变换 矩阵 
1 1 
| | (1.5.20) 
1 2 
由 于 decl T | =1, 因 而 这 个 映射 是 保 面 积 的 .其 本 征 值 
3,2356, aa<, (1.5.21) 


所 以 "(n=1,2,3,…) 的 所 有 不 动 点 都 是 双 曲 点 , 故 Arnold 猫 变换 系统 是 
Anosov 系统 .注意 ,Anosov 系统 满足 所 有 前 面 提 到 过 的 动力 学 特征 ,如 回归 , 遍 
历 , 混 合 ,K 等 . 

随机 性 更 强 的 动力 学 系统 还 有 Bernoulli 系统 ,这 是 一 种 完全 随机 的 移 位 操 
VE ,有 兴趣 的 读者 可 参考 相关 文献 
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1.5.3 GPK St (billiards) 


在 研究 动力 系统 饥 历 性 理论 中 ,数学 家 们 最 青睐 的 一 类 动力 系统 葛 过 于 所 
谓 的 台球 系统 (billiard) . 它 是 一 个 d 维 的 区 域 ,里 面 有 一 个 点 粒子 以 常数 速率 
(通常 为 单位 速率 ) 运 动 , 在 没有 与 边界 相 碰撞 时 为 自由 运动 ,与 边界 则 发 生 弹 性 
碰撞 ( 即 在 边界 遵守 镜面 反射 规律 ) .这 类 系统 处 理 起 来 简单 ,其 动力 学 系统 完 
全 取决 于 边界 的 形状 . 因此 研究 问题 时 只 需 考虑 各 种 不 同 边界 ,为 分 析 问题 带 来 
方便 

从 遍历 性 理论 的 意义 上 而 言 ,台球 系 统 就 是 一 个 流 , 它 可 以 定义 为 一 个 哈密 
BRK H= P+ V(q) ,其 中 势能 


0, g€Q\2Q, 
V(q)= o. q€2Q. 

其 中 Q 为 台球 系统 位 形 空 间 区 域 ,2Q 为 其 边界 .根据 边界 的 不 同 发 散 特 征 , 台 
球 系 统 可 以 分 为 几 类 .一 种 称 为 发 散 的 台球 系统 ,其 边界 的 发 散 特 征 有 指数 发 散 
的 特点 .这 类 系统 有 代表 性 的 就 是 Sinai ARRA ,如 图 1 -22(d) 所 示 , 即 中 
闻 有 一 个 圆柱 形 反 射 体 .圆柱 形 ( 凸 表 面 ) 构 成 了 指数 发 散 的 机 制 ,两 相 邻 轨道 在 
反射 后 会 迅速 分 开 . 发 散 台 球 系统 的 动力 学 特征 类 似 于 前 面 提 到 的 在 负 曲 率 的 
黎 曼 面 上 的 测 地 线 流 ,因此 这 类 系统 是 混沌 ,具有 遍历 性 ,K 流 等 特点 . 另 一 类 系 
统 成 为 非 发 散 台 球 系 统 ,这 类 系统 比较 复杂 ,虽然 表面 是 止 的 或 平 的 ,但 仍然 可 
能 具有 局 域 不 稳定 性 .第 三 类 系统 边界 则 兼 前 面 两 类 的 特点 ,可 能 部 分 是 凹 的 ， 
部 分 是 目的 或 平 的 ,其 动力 学 特征 也 需要 和 仔细 分 析 . 图 1- 22 中 我 们 给 出 了 几 种 
典型 的 台球 系统 ,包括 前 面 所 说 的 Sinai 台球 系统 .图 (a) 是 -个 具有 连续 边界 的 
台球 系统 ,其 遍历 性 特征 可 随 连 续 边界 的 形式 而 变化 ;图 (pb)(c) 是 两 个 非 发 散 台 
RAS ,很 容易 证 明 它们 均 为 可 积 系 统 ;(d)(e) 是 半 发 散 台 球 系统 ,其 遍历 性 及 
混合 性 已 由 Sinai 给 出 证 明 :(f) 被 称 为 Bunimovich 体育 场 台球 系统 ,与 Sinai 台 
球 一 样 是 数学 上 .物理 上 研究 非常 多 的 典型 的 台球 系统 .此 系统 具有 部 分 凹 的 边 
界 和 平 的 边界 ,但 是 Bunimovich 已 经 证 明了 它 是 强 混沌 的 ,具有 遍历 性 ,混合 
性 ,K 流 等 性 质 '* . 值得 注意 的 是 (d),(f),(g) 的 系统 都 不 是 处 处 双 曲 的 ,因为 
它们 都 存在 周期 轨道 ,因此 不 是 Anosov 系统 .值得 注意 的 是 ,由 于 非 处 处 双 曲 的 

特点 ,这 些 系统 趋向 遍历 (平衡 态 ) 的 非 平 衡 过 程 都 会 减 慢 ,表现 出 长 时 尾行 为 . 
由 于 台球 系统 势能 的 奇异 性 ,其 混沌 的 出 现 是 全 局 性 的 . 以 Bunimovich 台 
球 系统 为 例 , 它 可 以 由 圆 形 台球 系统 拉 开 而 形成 , 拉 开 的 结果 是 在 两 个 半圆 之 间 
出 现 平 的 边界 . 令 平 直 边 界 长 度 为 a, 当 a =0 时 , 圆 形 台 球 是 可 积 的 ;一 旦 a0 
系统 就 一 下 子 变 为 混沌 的 ,我 们 称 这 种 突然 出 现 的 混沌 为 硬 混沌 .一 般 可 积 哈 密 


(1.5.22) 
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顿 系统 在 增加 非 线 性 扰动 时 KAM 环 面 逐渐 破坏 , 称 之 为 软 混 沌 . 


入 
wer 


(a) (b) 





(d) 


(e) 


(p 


图 1-22 几 类 典型 的 台球 系统 
1.5.4 少 体系 统 的 热力 学 与 统计 


传统 的 统计 力学 是 在 热力 学 极限 (无 限 大 自由 度 ) 下 的 理论 . 对 低 维 哈密 顿 
混沌 的 研究 揭示 了 少 自由 度 动力 学 系统 的 统计 特征 ,反映 了 统计 概念 的 深层 次 
动力 学 根源 .实际 上 只 要 少 体系 统 满足 遍历 性 (这 里 只 是 指 全 面 混沌 ) ,我 们 就 仍 
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可 以 建立 起 平衡 态 热力 学 与 统计 ,并 可 以 研究 其 非 平衡 态 特征 ,大 自由 度 并 非 统 
VERA IR Ae pp 


考虑 一 个 哈密 顿 系统 H(psaly).a- (aic an) pE (pitt by y5 vis 


入) 为 外 部 参量 . 若 系统 在 能 量 面 E 上 遍历 , 设 相 体 积 为 (1y), 则 系统 的 能 
量 均 分 定律 自然 成 立 : 





( » 3H) - (p38)- w= (not =r, (1.5.23) 
这 里 (。) 代 表 沿 着 运动 轨迹 的 平均 .上 述 的 能 均 分 给 出 绝对 温度 : 
T(E|y) 
ar(E SE (1.5.24) 


当 我 们 改变 外 参量 y, 系 统 能 量 E 发 生变 化 ,但 由 Hertz - Kasuge 定理 , 系 
统 的 相 体 积 T(E1y) 是 绝热 不 变量 .外 参量 改变 对 系统 做 功 为 








a t /3 * 9/0 y, 
dA- Ha » (24) as, » dy (1.5.25) 
这 样 可 得 到 能 量 方 程 为 
dE=- > v ID as + TdS, (1.5.26) 
RAN 
S(E|y)=In T(E|y)+ const, (1.5.27) 
也 为 绝热 不 变量 . 它 与 温度 的 联系 为 
-1_9S(E|y) 
T = oR: (1.5.28) 


上 面 讨论 的 只 是 少 体 系统 统计 和 热力 学 的 小 部 分 内 容 .更 多 的 问题 涉及 到 
非 平衡 问题 的 研究 “*” ,如 小 体系 统 的 非 平衡 过 程 如 热传导 .扩散 .自由 膨胀 、 
绝热 压缩 等 ,这 些 研究 中 很 多 问题 尚 不 清楚 ,特别 是 系统 遍历 性 在 其 中 的 作用 ， 
少 体系 统 的 热力 学 定律 成 立 与 表现 等 问题 . 另 一 问题 是 小 自由 度 系统 的 动力 学 
系统 指数 (如 Lyapunov 指数 ,KS HF) SAE FY HE AMARA MHF ,这 是 
一 个 当前 热门 但 有 难度 的 课题 .这 些 研究 有 助 于 从 微观 动力 学 上 理解 宏观 非 平 
衡 过 程 的 起 源 .热力 学 中 一 类 非常 重要 的 现象 就 是 相 变 ,近年 来 研究 者 们 发 现 了 
相 变 临界 指数 随 着 系统 的 非 线 性 动力 学 指数 的 突变 ,这 值得 引起 注意 . 


1.6 混沌 控制 


混沌 动力 学 研究 从 19 世纪 末 算 起 有 一 百 多 年 了 .人 们 对 混沌 运动 的 规律 已 
有 深入 的 认识 ,如 何 利 用 混沌 是 人 们 进一步 提出 的 课题 .对 混沌 应 用 的 研究 不 仅 
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会 激励 新 的 研究 热情 ,提出 新 的 问题 ,引导 人 们 更 深入 探讨 , 另 一 方面 会 得 到 很 
多 实际 的 应 用 ,其 中 混沌 的 控制 是 应 用 的 关键 环节 .目前 人 们 主要 关注 混沌 
控制 的 以 下 几 个 方面 :一 方面 ,很 多 情况 下 混沌 是 一 种 有 害 的 运动 形式 ,采取 一 
定 的 手段 成 功 对 混沌 进行 抑制 ,使 之 运行 到 我 们 所 需要 的 目标 态 ,而 控制 强度 不 
会 太 大 (利用 系统 自身 的 动力 学 特点 ); 另 一 方面 ,有 些 时 候 混 沌 是 有 用 的 ,例如 
加 密 通讯 ,我 们 可 以 成 功 的 利用 混沌 掩盖 信号 ,避免 信号 被 泄漏 . 

1989 4E , Hubler 第 一 次 提出 对 混沌 的 控制 问题 ” ;1990 年 Ort, Grebogi 和 
Yorke 提出 了 控制 混沌 的 思想 (OGY 方法 )5 ,此 后 由 Ditto 等 5 与 Roy 46077 
从 实验 上 实现 ;与 OGY 同期 ,Pecora 与 Carroll 提出 混沌 同步 的 思想 '” .此 后 十 
几 年 来 ,对 混沌 控制 与 同步 的 研究 成 为 非 线性 动力 学 研究 与 应 用 的 热点 ,研究 者 
提出 各 种 控制 混沌 的 方法 ,并 在 光学 .等 离子 体 .化 学 反应 .流体 .电子 电路 .神经 
网 络 .生物 系统 等 大 量 实验 中 验证 '* .利用 混沌 控制 与 同步 的 思想 ,并 利用 混 
沌 态 丰 富 的 信息 资源 ,人 们 在 保密 通讯 等 方面 找到 了 应 用 .下 面 主要 介绍 混沌 控 
制 的 一 些 主要 方法 .总 体 上 说 ,混沌 控制 可 分 为 反馈 控制 与 非 反 馈 控制 两 大 类 . 


1.6.1 反馈 控制 


反馈 控制 是 根据 混沌 系统 的 演化 数据 来 调节 信号 和 控制 参数 ,其 目标 态 一 
般 为 系统 固有 的 状态 ,这 些 固 有 的 状态 在 未 施加 控制 时 是 不 稳定 的 .反馈 控制 的 
特点 是 可 以 保持 系统 原 有 的 动力 学 特殊 性 质 , 且 不 需要 大 的 控制 信号 .由 于 混沌 
运动 的 遍历 性 ,系统 总 会 运行 至 目标 态 附近 ,在 此 基础 上 的 反馈 控制 可 以 保证 目 
标 态 的 局 域 稳定 性 . 

反馈 控制 的 主要 代表 是 所 谓 的 OGY 控制 ,其 成 功 的 理论 与 实验 掀起 了 对 
混沌 控制 研究 的 热潮 .这 种 控制 方法 利用 了 混沌 运动 自身 的 性 质 .混沌 吸引 子 中 
有 无 穷 多 的 稠密 的 不 稳定 周期 轨道 .这 些 轨 道 是 原 系统 的 解 ,也 常常 是 我 们 所 需 
要 的 目标 态 ,但 不 稳定 .OGY 提出 的 用 微小 信号 来 控制 混沌 的 思想 即 是 根据 这 
一 特点 以 及 吸引 子 的 遍历 性 ,加 以 微小 控制 .其 基本 思想 是 :首先 用 测量 的 时 间 
序列 数据 来 重 构 相 空间 混沌 轨道 ,并 选择 一 条 不 稳定 周期 轨道 作为 混沌 控制 的 
目标 态 ;其 次 ,确定 周期 轨道 附近 的 动力 学 及 系统 对 控制 的 线性 响应 . 当 混 沌 运 
动 远离 目标 态 时 控制 机 制 不 产生 作用 , 当 系 统 运行 至 目标 态 附 近 , 满 足 一 定 条 件 
时 开启 反馈 控制 ,把 系统 引导 至 目标 态 的 稳定 流 形 上 .为 便于 理解 ,我 们 做 一 具 
体 阐 述 : 

设 可 以 实验 测量 得 到 一 个 混沌 时 间 序 列 e Cr) ,利用 时 间 延 迟 构造 m +1 HE 
矢量 

x(1)= (z(t),z(t— T),G -2T), ,z(t 7 mT)). (1.6.1) 

这 样 在 m + 1 维 重 构 的 相 空 间 中 可 以 得 到 一 条 混沌 轨道 x(z)( 维 数 m + 1 可 根 
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据 系 统 实际 情况 选择 ) .我 们 讨论 简单 的 mx + 1=3 维 的 情形 .利用 Poincaré 界面 
的 方法 可 以 找到 不 稳定 周期 轨道 .我 们 以 系统 的 周期 轨道 为 目标 态 , 如 图 
1-23 所 示 , 其 在 截面 上 为 一 不 动 点 , 设 截 面 上 的 映射 为 x, ,= f(x,), 即 

xr = f(xp), (1.6.2) 


Xr 





图 1-23 OGY 混沌 控制 方法 示意 图 


系统 的 控制 参数 为 p .不 失 一 般 性 , 设 当 p= p =0 时 系统 运动 是 混沌 的 ,周期 
轨道 含 x, = xr .我 们 以 调控 p 的 方式 来 对 目标 态 进行 控制 ,其 调节 范围 为 Ap 
€(-8,8),H P 0€ 8&1. x, CAp) A RI BAS SI ER DEDE x, (p 70) = xe 
有 一 个 移动 ,其 大 小 为 ( 取 线 性 项 即 可 ) : 


Azp = XE(Ap)— xgp7g^bp, (1.6.3) 
其 中 
g=(1-f,) frs f=, L=. (1.6.4) 


eT AAR f. f£ Rp0, x, = xs 时 的 值 . 
下 面 讨论 x 附近 的 行为 .系统 运动 由 线性 矩阵 f NOE: 
Ax, E fAx,, Ax, =X, T Xp. (1.6.5) 
由 于 x ED REN fF, WAP DA PEMA KF 1.080 01 — AS AE (B A, 
小 于 1( 系 统 耗 散 性 ). 由 于 f, 一 般 是 非 厄 米 的 , 设 对 应 于 4, AEA AN esu. 
左 矢 为 h?,, .我 们 先 让 系统 在 p =0 时 运行 , 当 1, 人 时 运动 进入 截面 上 的 x: 邻 域 


| Ax, ll = lx, 7 xe 用 1, 我 们 启动 控制 ,此 时 p= 如 天 0 这 里 p, 可 以 相应 确 
定 为 (过 程 略 ): 
_ Ah, Ax, 
P7 hg (1.6.6) 
相应 的 混沌 控制 启动 条 件 是 
lax ie [1o ic Jit as. (1.6.7) 


其 中 Axt = hl Ax, Ò Ap 的 调控 范围 . 


L6 XXe ai 





例如 对 Hénon 映射 : 
Bai Át pm aa t Byrs 
A=1.4,p=0,B=0.3 时 系统 是 混沌 的 ,吸引 子 如 图 1-24a), E — 
稳定 不 动 点 


(1.6.8) 








ze=ye=(B-1)+V(B-1) +4A/2. (1.6.9) 
我 们 通过 调节 p 将 系统 混沌 控制 在 不 动 点 (zs ,ys) 上 .由 上 面 的 理论 可 计算 出 
线性 矩阵 


ael sb (1.6.10) 
相应 矢量 为 
1 
g- G7 «3a |). (1.6.11) 
大 的 本 征 值 为 
ho = ey hale PB, (1.6.12) 
4, 对 应 的 左右 本 征 矢 为 
es,=(1,— (y zh + B-2)B")*, (1.6.13a) 





jic A/ x5 Bx. E B 
i Iaa +B o 24zxLTB 
相应 的 p, 及 调控 条 件 也 可 直接 得 出 .图 1-24(b) 中 给 出 了 数值 结果 . 89 取 0.1， 


2 


, (1.6.13b) 





600 





(a) (b) 


Kl 1-24 (a) Hénon 映射 的 吸引 子 ; (b) 利用 OGY 控制 的 效果 图 
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TE n «325 时 p=0 系统 处 于 混沌 状态 .对 n — 325 时 启动 六 ,调节 ,系统 被 迅速 
控制 到 (zr,yr) 上 ,可 见 OGY 的 控制 方法 是 有 效 的 . 

除 OGY 方法 外 ,研究 者 还 提出 了 其 他 的 一 些 反馈 控制 方法 ,如 连续 变量 反 
馈 控 制 ,时间 延迟 反馈 控制 等 .针对 很 多 实际 应 用 中 启动 控制 可 能 需要 等 待 很 长 
时 间 的 问题 ,人 们 又 提出 了 混沌 打靶 问题 , 即 用 混沌 轨道 的 初 值 敏感 性 微调 参 
数 ,使 混沌 系统 迅速 进入 控制 窗口 ,从 而 大 大 缩短 等 待 时 间 . 这样 把 混沌 打靶 与 
控制 相 结合 ,就 可 以 使 得 混沌 的 控制 成 功 有 效 . 


1.6.2 非 反 馈 控制 


上 面 讲 到 的 反馈 eee ee ee 为 目标 态 , 从 而 
只 需要 小 的 代价 就 可 以 成 功 ,还 不 会 破 E 

坏 系统 的 原 有 动力 学 .但 有 时 对 系统 动 
力学 的 持续 准确 采集 并 不 方便 .针对 这 
个 问题 ,可 以 利用 非 反 馈 方 法 对 系统 进 
行 控制 , 即 用 外 加 控制 信号 来 干预 系统 . 
这 种 手段 对 不 同系 统 可 采取 不 同 的 方 
法 ,有 很 大 的 灵活 性 . 

在 这 一 类 控制 中 最 常见 的 有 效 的 方 
法 是 用 周期 信号 来 驱动 混沌 系统 ,从 而 
用 信和 号 与 原 系 统 运动 的 周期 轨道 通过 共 
振 来 达到 抑制 混沌 的 目的 .以 Duffing 方 
程 为 例 : 

a+ re + 2° = bcos at. 
(1.6.14) 

图 1-25(a) 给 出 了 系统 在 r =0.3， 
w=1 时 随 b 的 分 贫 行 为 ,y= 之 .在 2 的 
很 大 范围 内 是 混沌 运动 . 下面 取 b= 
8.85, 系 统 的 运动 是 混沌 的 .我 们 加 上 田 
一 个 周期 信号 

a+ rt + x= bcos wt + abcos Qt. 

(1.6.15) 

在 图 1-25(b) 给 出 了 2 =3.0 时 系 
统 随 a 的 分 贫 行 为 ,可 见 a 很 大 才 会 出 图 1-25 (a) Duffing 系统 随 b 的 分 岔 行 
现 周期 行为 .但 当 我 们 让 第 二 个 周期 信 为 ; (D 系统 随 a 的 分 贫 行 为 ;(c) 系统 
号 与 原 有 的 周期 力 有 一 个 相位 失 配 时 ， BÉ p 的 分 色 图 
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X rt + ax! 二 bcos wt + abcos( Qt + 9p), 第 二 个 周期 信号 很 小 就 可 使 系统 运动 变 
为 周期 . 

图 (c) 给 出 了 当 a=0.075 时 系统 随 o 的 分 岔 图 ,可 以 看 到 在 o 的 很 大 范围 
内 系统 运动 被 驱赶 到 周期 态 上 ,所 以 这 种 相位 控制 可 以 大 大 降低 控制 信号 强度 . 
这 是 针对 非 自治 系统 的 很 有 效 的 一 种 控制 手段 .利用 周期 信号 对 自治 系统 的 混 
沌 加 以 控制 就 不 会 存在 相位 匹配 的 问题 . 

除 上 述 的 周期 力 控制 混沌 外 ,人 们 还 提出 了 输 运 控制 函数 控制 、 品 声控 制 
等 方法 ,这 里 不 再 详 述 . 
1.6.3. ”时空 混沌 控制 


上 面 讨论 的 混沌 控制 是 针对 少 自由 度 系统 的 ,在 实际 中 我 们 遇 到 的 大 量 系 
统 是 高 自由 度 ; 具 有 时 间 空间 变量 ,其 时 空 动力 学 至 今 仍 然 是非 线 性 科学 研究 
的 热点 .时 空 混沌 的 控制 具有 非常 实际 的 意义 , 它 直 接 联系 着 庙 流 的 控制 问题 . 
另 一 方面 ,时 空 混沌 是 一 个 极为 丰富 的 态 库 ,包含 着 无 穷 多 种 有 序 的 运动 模式 ， 
但 不 稳定 .如 何 控制 并 利用 这 些 丰 富 的 模式 是 非常 重要 的 ,它们 在 信息 处 理 、 保 
密 通 讯 等 方面 具有 很 诱 人 的 应 用 价值 和 前 景 . 

对 时 空 混沌 的 控制 手段 可 以 借鉴 上 面 的 两 大 类 方法 ,但 考虑 到 其 自身 特点 ， 
还 要 有 所 变化 和 发 展 .目前 用 的 比较 多 的 是 局 域 信号 控制 时 空 混 沌 .其 基本 思想 
是 对 空间 部 分 点 或 模式 加 以 控制 ,使 这 些 被 控制 的 空间 或 模式 运行 至 目标 态 附 
近 . 利 用 时 空 系统 自身 的 耦合 (空间 耦合 或 模式 耦合 ) 使 得 整个 系统 达到 目标 态 . 
这 种 控制 方法 很 好 的 结合 了 低 维 控制 方法 与 时 空 系统 的 特点 ,并 在 很 多 系统 中 
都 得 到 成 功 的 应 用 . 除 此 之 外 , 低 维 的 延 时 控制 .周期 控制 .脉冲 控制 的 方法 也 被 
成 功 运用 到 时 空 混合 的 控制 中 .与 时 空 系统 动力 学 的 研究 状况 类 似 , 对 时 空 系统 
混沌 的 控制 也 是 一 个 正在 发 展 的 领域 ,具有 巨大 潜力 .这 方面 的 具体 讨论 可 参考 
相关 文献 和 专著 . 

由 于 混沌 同步 问题 将 在 本 书后 面 专门 讨论 ,这 里 不 再 详 述 .有 兴趣 的 读者 可 
以 直接 跳 到 相关 章节 . 


1.7 噪声 与 非 线 性 系统 动力 学 概述 


1.7.1 随机 力 与 Langevin 方程 


随机 力 有 时 会 起 到 非常 重要 的 作用 “ .我 们 考虑 一 个 质量 为 m 的 粒子 
浸没 于 液体 中 .在 没有 外 力 的 情况 下 ,粒子 的 一 维 运动 方程 为 mv = - az ,其 中 
右边 为 液体 的 粘 兆 阻 力 Fe = - wo. 从 任 一 初始 速度 ,粒子 的 最 终 速 度 会 以 弛 蕨 
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时 间 c= m /a 趋 于 零 : 
v(t)7 v(0)e = 一 ww(0)e ". (1.7.1) 
这 种 决定 性 的 描述 实际 上 只 适用 于 粒子 质量 非常 大 或 液体 温度 T 较 高 的 
情形 .对 于 m 较 小 的 情形 ,粒子 的 热 运动 速率 ww = V RT / mm 就 会 比较 大 ,因此 
原则 上 要 把 粒子 与 液体 分 子 作 为 一 个 整体 来 处 理 .但 实际 上 这 种 处 理 方 式 既 不 
能 亦 无 必要 .整个 系统 的 运动 存在 两 个 尺度 ,一 个 是 粒子 m Mies, AaB lal = 
= mV/a, 另 一 个 则 是 液体 分 子 的 无 规 运 动 , 其 时 间 尺 度 z+. 由 于 这 两 个 时 间 尺 
度 的 巨大 差别 ,我 们 只 需要 在 粒子 运动 方程 上 加 上 一 个 快速 随机 变化 的 力 ( 随 机 
力 ,噪声 ) ,然后 对 其 负 于 一 些 合理 的 随机 假设 就 可 以 达到 目的 .这 样 我 们 有 : 
mo- —av* f(t), (1.7.2a) 
两 边 除 以 m ,可 得 到 
vt Yo TD(t), (1.7.25) 
其 中 y=a/m PARR C(t) = f(t) /m 为 随机 力 . 上 面 方程 为 粒子 在 液 
体 中 布朗 运动 的 Langevin 方程 ,对 厂 (1 ) 的 统计 假定 依赖 于 具体 情况 .对 于 现在 
的 情况 ,可 认为 不 仅 其 统计 平均 为 零 ,而 且 其 时 间 上 无 关联 : 
(6-70, (GG) = a-r), (1.7.3) 


D- Yat .利用 Wiener-Khinchin 定理 可 以 由 其 关联 函数 计算 古 (1 ) 的 功率 谱 : 


s(w) = | c(r)e “dr =2D | e"8(r)dr=2D, (1.7.4) 


一 oo 


可 见 功率 谱 强度 与 o 无 关 , 我 们 称 其 为 白 噪声 . 在 一 般 情况 下 ,随机 力 在 时 间 上 
总 会 有 一 定 的 关联 ,此 时 S(w) 不 再 是 均匀 分 布 的 ,我 们 称 为 色 噪 声 . 一 种 比较 
简单 的 色 噪 声 为 指数 关联 的 高 斯 色 品 声 : 

(Q(1))=0, QAU) = Ze ELM (1.7.5) 


其 功率 谱 为 Lorentz 型 :s(w)= D/A c5 0^ ) 24 c, dE DAT s Cw) > D, HT 


的 色 噪 声 可 以 近似 的 由 和 白 噪声 代替 .一 般 的 , 色 噪声 可 通过 扩大 维 数 的 方式 化 为 
白 品 声 问题 .我 们 可 引 人 和 人 新 的 变量 y= Q(t): 


YF To yt rC) 
1.7.6 
men ( ) 
上 面 所 提 到 的 自由 粒子 布朗 运动 可 以 直接 解 出 来 ,读者 可 参考 任何 一 本 统 


计 物 理 书 , 这 里 不 再 推导 .我 们 需要 提出 的 是 ,在 一 般 情况 下 ,Langevin 方程 可 以 
有 更 复杂 的 形式 , 它 可 以 是 真实 粒子 在 场 与 外 力作 用 下 的 ,也 可 以 是 通过 其 他 方 
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式 而 非 真正 粒子 的 运动 方程 .因此 ,一 般 情况 下 需要 考虑 一 般 的 多 变量 的 Lan- 
gevin WE: 


&-h(l&l,D*g, (l8. DD D. jo1.2,.N. (1.7.7) 
为 简便 ,我 们 仍 考虑 ARB: 
(T,G) 70, (T,(D)T,(t))=26,6(t 7 0), (1.7.8) 


h; s g, X AAR TE PRÉC, TUA Langevin 方程 一 般 很 难 解 . 一 些 特殊 的 情形 例如 
Ornstein 一 Uhlenbeck 过 程 : 


bt S rn&-DG,.i-12;N, (1.7.9) 


j*l 


是 可 以 解 的 (线性 方程 ). 对 一 般 的 情况 ,我们 需要 用 统计 的 方法 ,建立 随机 变量 
161 的 分 布 函数 的 方程 ,然后 对 其 求解 . 


1.7.2 Fokker-Planck 方程 及 其 求解 


对 于 上 述 用 Langevin 方程 描述 的 随机 变量 演化 的 系统 ,我 们 可 以 建立 其 分 
布 函数 的 演化 方程 .描述 布朗 运动 的 分 布 函 数 方程 首先 由 Fokker 和 Planck 提 
出 .下面 我 们 简 述 Fokker-Planck 方程 的 导出 和 求解 . 


以 单 变量 系统 为 例 , 概 率 分 布 W(x,t) 由 下 面 的 Chapman-Enskog 方程 描 
$: 
W(xrx,ttz)- | p x.t rix ,tt JW(xr ,DOdx, (1.7.10) 
其 中 ,p(x,t+rt|x ti) 为 跃迁 概率 . 设 c 很 小 ,z 变化 也 很 小 , 则 由 


pla,tt+ rela ,t)= [9(»7 a) por tt elz dt, (1.7.11) 
将 6 函数 展开 : 


6(y— x)=6(x 一 工 十 y 一 2x9 "(2 | 2-2’) 





_ = > or )" (^3 Fz) 3720. (1.7.12) 
这 样 


pla ttrlz ,tjy= > nl -去 )| (y- x )"ply,ttrlr’ ,td yx — x) 


(1.7.13) 
M, TRO n BYE ,将 其 代 人 (1.7.10) ,我 们 得 到 
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W(r,ttr)- Wr) Gr Dea (et) 





oo 


一 > 人 -z) | OCy—x)M,Cx,t,7) W(x , dx 7n! 





=> (- pee woo. (1.7.14) 
We 的 一 次 项 ,我们 就 得 到 一 般 的 Kramers-Moyal 展开 方程 : 
WEED Lp WCG, (1.7.15) 


Li, H Kramers-Moyal # T : 


Lac Y) (- 云 } msn. (1.7.16) 


n=l 


其 中 M(x,t,r)/n! =D®(x,t)r+olrt). 

对 于 非 Markov 过 程 ,上 面 所 有 的 导数 DC" (x ,1) 都 与 其 前 一 时 刻 OAR. 
我 们 通常 假设 随机 方程 为 Markov 的 .另外 DO (x,t) AAE ”的 增加 而 减少 ， 
因此 Kramers-Moyal 方程 在 实际 计算 时 通常 在 某 一 个 n 处 采取 截断 的 方式 , 即 
在 某 一 n>m, 令 D (x,t) 20.4835 C E, AA Pawula 定理 ,我 们 可 以 使 上 述 


方程 自然 截断 . 4 n22 时 , 即 有 D'”(xz,1)=0. 这 样 我 们 就 得 到 单 变量 的 
Fokker-Planck 方程 ; 


WE DV Wa) + za D Ge WGe 0]. 





(1.7.17) 
同样 对 于 多 变量 x| = rz ，…xzv 我 们 也 可 写 出 Fokker-Planck 方程 : 


= pWCl n, (1.7.18) 


其 中 
2.22 a 7.19) 
Lg 7 -3 D (xl 0 + 373 D, nh, (1. . 
注意 这 里 双 下 标 意味 着 取 和 . D (1zxi ,i) 为 漂移 导数 矢量 ,D, Orl DATAR 
数 张 量 ,对 于 不 同系 统 ,它们 有 具体 的 表达 形式 .例如 ,对 一 维 自 由 布朗 运动 ， 


D'--y,D^- Bol ,所 以 此 时 的 Fokker-Planck 方程 即 所 谓 的 扩散 方程 . 应 


该 指出 BRIE PC t| x t JERE Fokker-Planck 方程 ,这 个 不 再 详细 讨 
i& . Fokker-Planck 方程 的 求解 分 求 定 态 解 与 非 定 态 解 问题 .通常 低 维 的 少 变量 
方程 比较 容易 解 (多 变量 Ornstein-Unlenbeck 过 程 由 于 其 线性 亦 易 求 解 ). 我 们 
以 前 面 的 一 维 问题 为 例 讨论 求解 问题 ( 设 DU , DP A AAT). 
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一 、 定 态 问题 


对 于 定 态 问题 ,概率 分 布 不 显 含 时 间 ,2 人 了 了 =0. 令 S 为 概率 流 ,Fok- 


ker-Planck HS + 22 - 0, a ERE E S 为 常数 , 若 存在 z+ 使 S(z， 
1) =0, 则 S 对 任意 x 都 为 零 .因此 ， 


D (z) W, = 3- CD (2) W, (2). (1.7.20) 
这 个 r 的 一 阶 方 程 的 解 为 : 


W,(x,t)- pepe a = Ne*, (1.7.21) 
此 处 NAIA RRIAT SER (x: 
_ (2) Eg DU), , 
$(2)=In D (x) |. DE) . (1.7.22) 
值得 指出 的 是 对 几乎 任何 初始 分 布 ,在 大 多 数 情况 下 系统 可 以 最 终 演 化 到 定 态 


分 布 , 这 一 点 与 Boltzmann 方程 导出 的 H 定 理 类 似 . 
多 变量 的 Fokker - Planck 方程 的 定 态 解 相 对 较为 困难 ,这 里 不 再 详细 讨 


二 、 非 定 态 问 题 

即使 对 一 维 来 说 , 非 定 态 问题 的 求解 仍 不 是 很 容易 的 事情 .一 般 对 一 些 特 殊 
过 程 我 们 可 以 得 到 较为 显 式 的 解 .下 面 举 两 个 例子 : 

1. Wiener 过 程 : 此 时 D 20, D? = D WR, WEBS Plr, t|, 
1 ) 的 方程 即 为 扩散 过 程 : 


ap_ op 
-Da (1.7.23) 


设 初始 分 布 为 p(x,t | zr ,1)=6(x 一 x ), 则 1>z 的 解 为 一 线性 弥散 的 高 斯 
iG: 





Gr ax 
te iH, (1.7.24) 
Y AnD(t - t) 


W(z,i) 则 可 以 利用 Chapman - Enskog 关系 求 出 : 


pota x st) 


W(x st) = | plat | rst OWCE t da (1.7.25) 


2. Ornstein-Uhlenbeck 过 程 :此 时 DO (x)= — yz, DU (x)= D, RERE 
方程 为 : 
8p . a 3^ p 
3.7 Ygu D + D5" (1.7.26) 


2*5 
TI 


初始 分 布 仍 为 上 述 的 8 分 布 .这 个 方程 可 由 传 里 叶 变 换 将 空间 微分 项 消去 ,从 
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而 得 到 关于 t Mk 的 一 阶 微分 方程 .将 

plat | xt =x | e" put | x’,t )dk (1.7.27) 
代入 方程 ,可 得 到 p 的 方程 : 
op d. on 
SE = 7 Yk ggb - DE P. (1.7.28) 
6 


此 方程 在 初始 条 件 e Cr 6 函数 的 传 里 叶 变 换 而 来 ) 下 的 解 为 











B 2 B 
Bl(k,t | rst) = expl -ikre CO -Hk a-e) | 0.7.29) 
则 
， y y(x-e crt]. 
blast | ae) Jzor mml- 2D(ü-e 7) 
(1.7.30) 


对 于 一 般 的 情况 虽然 大 部 分 时 候 很 难 精 确 求解 ,但 还 是 有 一 般 的 方法 的 . 例 
如 本 征 值 展开 就 是 其 中 之 一 .引入 
W(x,t)= gp, (rx)e "', (1.7.31) 
WW Fokkor - Planck 方程 变 为 
Lire, (4) = - Ag, Cx), (1.7.32) 
其 中 ,为 本 征 值 ,p,(z) 为 本 征 函数 ,它们 可 用 上 面 方程 在 一 定 边界 条 件 下 求 
fi. ALFA PR $(x) ,Ls 可 以 写成 如 下 形式 : 


Lip = 3- D? (ax )e KP Se, (1.7.33) 
显然 L pRECKSF ,但 它 可 以 通过 变换 而 厄 米 化 : 
L=? Lepe. (1.7.34) 
这 样 问题 就 化 为 求解 下 列 方程 的 本 征 值 问题 : 
Le, = —-À$,, (1.7.35) 


其 中 o, m e 77 o. (x), M o, EAS I8) BO A GE (BL A, EE EY. A] LA A RT 
力学 中 求解 Schrodinger 方程 的 方法 来 进行 了 .可 以 证 明 所 有 的 本 征 值 都 是 非 负 
的 ,0 和 < 和 <…:. 从 此 处 就 可 看 出 如 果 系 统 有 定 态 解 , 则 =0. 可 解 的 例子 


可 以 在 量子 力学 的 教科 书 上 找到 ,然后 化 成 Fokker-Planck 方程 的 解 , 这 里 就 不 
再 详 述 了 . 


1.7.3 Kramers 逃逸 率 问 题 


在 小 噪声 强度 下 ,粒子 在 势 阱 中 即使 势 又 比 较 高 , 它 仍 可 以 通过 “隧道 效应 
逃 出 势 阱 ,从 而 达到 新 的 状态 .这 一 机 制 在 许多 领域 得 到 了 重要 应 用 ,例如 物理 
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上 的 淳 火 过 程 .布朗 粒 子 在 势 场 中 的 运动 .约瑟夫 和 森 结 、 模 拟 电 子 电路 等 .在 化 学 
上 ,化 学 反应 的 动力 学 过 程 也 可 应 用 Kramers 逃逸 率 理论 得 到 较 好 的 解释 . 
下 面 我 们 在 小 噪声 条 件 下 ,在 一 维 双 势 阱 系 中 讨论 阱 间 的 跃迁 率 ( 即 逃逸 率 ). 

设 V(xz) 为 一 维 双 势 阱 ,V(x ) 为 两 个 势 阱 极 小 值 , V(x ) 为 势 垒 极 大 值 ， 
BA x <z, Lx, x- WAAR MAC --,2,), 2, AY AY BEAR SIE Cx, , 
+ co). 考 虑 上 =0 时 一 个 布朗 运动 粒子 处 在 左 势 阱 内 , 即 (0) — x <z 下 面 
计算 粒子 逃逸 出 左 势 阱 的 过 程 . 

我 们 可 以 考虑 布朗 运动 粒子 从 左 势 阱 首次 穿 过 x = z. 所 用 的 时 间 T PROS 
首 通 时 间 (first-passage time). 由 于 系统 的 随机 性 ,本 也 是 随机 变量 .因此 我 们 可 
以 计算 首 通 时 间 T 的 分 布 ,然后 计算 其 平均 ,平均 首 通 时 间 的 倒数 可 以 证 明 即 
为 Kramers 逃逸 率 . 8 GEEK XE ERR I) Fokker-Planck 方程 为 


9 
^P = Lap, (1.7.36) 


其 中 ,p= p(x,tlx ,0),Lerp= -RvG)ng.-DgLe P27 
程 的 初始 条 件 为 p(xz,01x ,0)=6(xz 一 x ), 边 界 条 件 为 p(-%œ,t|z,0)= 
jp(0,zlz ;0)=0. 由 于 布朗 运动 ,初始 集中 于 一 个 势 阱 的 概率 (总 量 为 1) 随 时 间 


推移 而 逐渐 减少 . 设 WOOD ANAT CT co ,xz ) 内 的 概率 总 量 : 





wi) | pletla Ode, (1.7.37) 
则 工时 刻 以 后 dT 时 间 内 粒子 逃 出 ( - co ,xz ) 内 的 概率 为 - WCT)a T BD 
-dW(T)=- i plx, Tix ,0)dxdT, (1.7.38) 
故 首 通 时 间 T 的 分 布 为 
«(rs -d= p(x. TI a',0)dz, (1.7.39) 


相应 的 平均 首 通 时 间 工 ,为 : 
T,= L w(t)dT =- | L Th(a.Tlx’,0)dTdx. (1.7.40) 
利用 分 部 积分 ,很 容易 得 到 
T,- | |, br. Tlx’ ,0)dTdz. (1.7.41) 
当 eoon}, A RRE o,e, ) Ae lim PCr, Tie ,0) laca, =0. 设 
初始 位 置 为 z_ , 即 - F p(z, Tlx ,0)dT= -8(x — x. ), Hi Fokker-Planck 
方程 : 
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| b(2.T|x',0)dT= Le | P(x,Tl2x’,0)dT= ~-d(x-2_), 


0 0 








(1.7.42) 
解 此 方程 , | P(x, TI 7 -LH8(x -x.), 可 得 
o l eI pe 
| PG, T| z',0)dT =" | eV dg. (1.7.43) 
将 其 代入 平均 首 通 时 间 公 式 可 得 : 
m=] dz j e nas (1.7.44) 


对 于 小 噪声 ,可 以 将 e*“”? 根 据 其 贡献 区 间 不 同 分 别 作 高 斯 近似 (Taylor 展 
开 ): 


V(r)= V(r 2 * ZV (army, (1.7.452) 
VG) VG) + VG) G 7 2). (1.7.45b) 


MOO A TE z, 附 近 的 贡献 最 大 ;对 e "人 而 言 ,在 zx- 附近 的 贡献 最 大 ， 

因此 : 

2r 
Vr TT 

这 样 粒 子 由 左 势 阱 ( - co, x, ) 逃 逸 处 的 Kramers 逃逸 率 为 : 


R.= Ti'= £V Y Gr cives ve ovn (1.7.47) 


同样 可 求 出 由 (xz, ,+ so) 的 Kramers 逃逸 率 为 : 


R, = CAKES VG) eO Ven UD (1.7.48) 


上 面 的 表达 式 未 涉及 势 VCzr) 的 具体 形式 ,因此 有 普遍 性 .值得 指出 的 是 Kram- 
ers 逃逸 率 不 仅 与 系统 的 首 通 时 间 有 密切 关系 ,还 与 Fokker-Planck 的 最 大 本 征 
值 有 密切 关系 . 


1.7.4 噪声 诱导 相 变 





VG - VG PD psg. (1.7.46) 


T, 

















热力 学 平衡 态 相 变 是 一 个 古老 而 又 有 意义 的 课题 , 它 揭示 了 在 热力 学 极限 
下 系统 的 状态 的 突变 ,反映 了 系统 内 部 有 序 与 无 序 两 种 矛盾 之 间 的 竞争 .在 相 变 
的 临界 点 附近 会 出 现 一 系列 现象 ,对 临界 的 现象 和 标 度 行为 的 研究 通过 标 度 理 
论 与 重 整 化 群 理论 而 得 到 了 清楚 的 认识 .与 此 同时 ,对 非 平衡 态 问 题 的 研究 也 取 
得 了 很 大 进展 .在 近 平 衡 区 热力 学 系统 可 以 由 Onsarg 关系 与 线性 响应 理论 很 好 
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描述 . 当 使 系统 越 来 越 远 离 平衡 区 时 ,系统 的 非 线性 起 着 重要 作用 . 当 原 来 的 热 
力学 分 支 失 稳 时 ,系统 会 产生 新 的 结构 功能 ( 耗 散 结 构 ). 各 种 自 组 织 现 象 紧密 联 
系 着 混沌 . 满 流 和 复杂 的 时 空 斑 图 等 运动 形式 的 产生 和 转换 . 非 线 性 数学 理论 分 
析 在 此 成 为 重要 的 理论 工具 . 

当 非 线性 系统 受到 噪声 的 影响 ,其 状态 在 一 定 条 件 下 也 会 发 生 质 的 变化 .这 
种 非 平衡 相 变 主要 反映 为 系统 变量 概率 分 布 或 物理 量 平均 值 发 生性 质 上 的 变 
化 .对 系统 同样 可 以 定义 序 参量 , 则 非 平衡 相 变 反应 在 序 参量 的 变化 上 , 即 系统 
发 生 类 似 平衡 相 变 的 自发 对 称 性 破 缺 . 这 种 噪声 诱导 相 变 近年 来 得 到 了 详尽 的 
讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 文献 ,本 书 不 再 讨论 . 


1.7.5 周期 势 场 中 的 布朗 运动 


一 个 粒子 在 周期 势 场 中 的 布朗 运动 问题 有 众多 的 物理 背景 ,如 阻尼 摆 的 运 
动 . 超 离子 导体 RRA . 偶 极 子 在 外 场 作用 下 的 转动 、 锁 相 环 等 等 ,它们 的 
运动 方程 都 可 以 由 下 面 的 Langevin WHR: 


xcybptf(x)-FtD(G) (1.7.49) 
其 中 y 为 阻尼 系数 ,f(xz) 为 周期 势 : 
f(xt*2nx)7 f(x), (1.7.50) 
F 为 外 力 (我 们 这 里 考虑 恒 外 力 的 情况 ) ,了 (+) 为 Gauss AIRA : 
(P(t)) 20, CPCG)T(G))? 22Y88Ct 7 t). (1.7.51) 
引入 v= t,Langevin 方程 可 写 为 : 
v0—--Yv-f(x)*F*T(t), (1.7.52) 


相应 的 分 布 函数 W(x,v,i) 的 Fokker-Planck 方程 为 : 


29W(zr,v.t). 9 9 ， a 
pt a[ eed remi] 





(1.7.53) 
没有 外 力 F 时 ,粒子 在 周期 场 中 做 扩散 运动 ,([z(t) 7 (015 =2Dr. HEF 
力 下 时 ,总 势 场 V(x)= f(x) - Fx 是 倾斜 的 .噪声 作用 下 ,粒子 会 沿 着 倾斜 的 
方向 运动 .引入 迁移 率 n: 

4=《v)/F (1.7.54) 
在 下 ~>0 时 不 依赖 于 下 (线性 相应 ) ,但 FKE, WP AXR ER yE 
m). 
大 阻尼 y 一 情况 下 系统 的 运动 可 精确 求解 .此 时 Langevin 方程 中 的 惯性 
项 x 可 和 忽略: 
yt-F-f(x)*TI(1), (1.7.55) 
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相应 的 概率 密度 Wart) = | W(x,v,t)dv 的 Fokker-Planck 方程 为 : 





M ORD-L$A(C-rrezwo.o-- 3. (1.7.56) 
先 求 其 定 态 解 .此 时 呈 = 279 - o, Mc s 为 常数 ， 
yS=(F- f)w-@ SW. (1.7.57) 
这 个 关于 z 的 一 阶 微分 方程 的 解 为 : 
Wose nom 28 | eda], (1.7.58) 


SP V(r) = f(r) - Fr 为 总 势能 .可 证 明 W(x) 是 周期 的 , W(x 2x) = 
W(x), 相 应 有 : 

YSI= ON(1- e 7*9), (1.7.59) 
EH, 


I= [e dz. (1.7.60) 
0 


由 于 W(x) 是 周期 的 ,我 们 可 以 在 一 个 周期 内 归 一 化 : 


Qn 2x 


| wdr=1=N|e e YI -Bfe -Vla »e( (fe Vedr’ 
(1.7.61) 
由 (1.7.59) 和 (1.7.61) 可 以 确定 两 个 待定 系数 S、N .下 面 我 们 计算 粒子 的 平均 
速率 : 
(o) = (9) = SCF= f GO) + PG) 


1 “ifen op 
pF P= | LP FW ade 
17 aw E 
"yl (9+0 Fy eso ms (1.7.62) 


由 (1.7.59) 和 (1.7.61) 消 去 N ,得 到 S, 代 入 上 式 有 : 


2n@(1—-e 779) 
rv) AA - (17 e 7?) TT’ 





(1.7.63) 
其 中 


2x 


A-I- | e" dz, (1.7.64) 


0 
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Qn 
A= [e "as. (1.7.64b) 
0 
2n cr ， 
n= | | ee da’ dx, (1.7.64c) 
0 0 
在 线性 响应 下 (F 一 0)， 
Cv) (2x)? 
HO) = im E = A(F=0)A(F=0) (1.7.65) 


M f(x)= -dcos x If, yn (00) 2 [ I, (470) ] ^ ,:rP. I4 (2) WIEN Bessel PR 
数 . 
在 小 噪声 极限 下 (@ 一 0) ,对 f(x) = -dcos z HEW, RITA 
De TTE "|FIza 时 ， (1.7.66) 
0, |F\<d, 
这 正 是 单 摆 方 程 过 阻尼 的 解 . 

非 定 态 问 题 和 小 阻尼 下 近似 解 的 讨论 可 参考 Risken 关于 周期 势 场 Fokker- 
Planck 方程 的 专著 .一 般 情况 下 这 个 问题 的 解 较为 繁琐 .对 于 中 等 阻尼 的 情况 ， 
我 们 可 利用 1/ y. 展开 近似 .这 个 问题 既 可 以 用 数值 上 解 三 对 角 和 矩阵 的 方法 (参见 
有 关 文 献 ) ,也 可 以 写 出 其 解析 上 的 近似 解 '”: .这 里 简 述 一 下 利用 三 对 角 和 矩 阵 方 
法 求解 定 态 问题 的 基本 框架 ( 非 定 态 也 可 采用 类 似 方 法 ). 

将 分 布 之 和 用 厄 米 函数 PER : 


W(x,v)9 Pilv) >) C,GO VG, (1.7.67) 


(RA SAS Fokker-Planck 方程 ,并 利用 厄 米 函数 的 正 交 归 一 完备 性 ,可 以 到 下 面 
的 三 对 角 递 推 关 系 式 (Brinkman 序列 ) : 

/n-1DC,_,+ nyC,+V¥n+1DC,=0, n=0,1,2,°", (1.7.68) 
其 中 





D-/65., D-/8| 2+ ERE], n=0,1,2,= (1.7.69) 
均 为 算 子 .这 里 
Co(x)= Ne VO", (1.7.70) 
分 布 函 数 的 归 一 化 即 
1- Ü [. W(x,v)drdv- e Cu(z)dz， (1.7.71) 


C(x)-C- mW. 
粒子 运动 的 平均 速度 为 
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(v)- [ vW(x ,v)drdv- | vw (v) Y C, zr) V, (v) 22x VOC. 


(1.7.72) 
要 解 上 面 的 三 对 角 关 系 , 可 以 将 C, (xz ) 用 傅 里 叶 级 数 展开 : 
1 a 
C = 2 SCP el, 7. 
w(x) Jan 77 (1.7.73) 


其 中 C, 可 以 用 (…C "e Creo) Rmi D 5D 可 表 为 三 对 角 和 矩阵 形式 : 

D" =iV 6q8,, 
(1.7.74) 
D" -/G[((ig - F/8)8, —1(0,,., ~ 89,,.,)4/7(20)] 
而 


(v) =V O/H", (1.7.75) 

H AERCH”), HE (p-0,q-0) HHH. 可 写成 以 下 的 算 子 连 分 数 : 
H= -yD prine br goa) 'D| D | D|. 

(1.7.76) 

实际 操作 中 可 以 采取 截断 的 方式 或 写成 17y 展开 的 方式 .这 样 问题 的 中 心 
任务 就 是 计算 这 个 矩阵 连 分 .数值 上 这 种 方法 比较 实用 ,收敛 速度 也 很 快 . 


1.7.6 随机 共振 


随机 共振 是 噪声 与 系统 协同 作用 的 一 个 非常 具体 的 例子 '”“ . 它 描 述 了 这 样 
的 行为 :微弱 的 输入 信息 可 以 在 噪声 的 作用 下 被 放大 ,同时 在 改变 输入 噪声 强度 
时 信和 号 在 输出 中 的 信 噪 比 在 一 定 条 件 下 可 达到 极 大 值 . 这 个 概念 最 早 是 由 Benzi 
等 人 在 研究 古 气 象 冰川 问题 时 提出 的 "3 .在 过 去 的 70 万 年 中 ,地 球 的 冰川 期 与 
暖气 候 期 以 大 约 10 万 年 的 周期 交替 出 现 .通过 研究 这 一 时 期 地 球 环境 的 变化 ， 
人 们 发 现 地 球 绕 太阳 转动 的 偏心 率 的 变化 周期 大 约 也 是 10 万 年 .这 个 巧合 使 人 
们 认为 地 球 偏心 率 的 周期 变化 导致 了 气候 在 两 态 之 间 的 变动 .由 于 辐射 到 地 球 
表面 的 太阳 能 因 地 球 轨道 离心 力 的 变化 产生 的 差别 与 其 最 大 能 量 相 比 微乎其微 
(0.1%), 这 个 微小 的 周期 力 怎 能 引起 地 球 气 候 如 此 大 的 变化 ? 在 1981 年 ,C. 
Nicolis 5 G. Nicolis 也 独立 地 提出 类 似 的 模型 .按照 他 们 的 解释 ,是 地 球 所 受 
的 随机 力 大 大 提高 了 小 周期 信号 对 非 线 性 系统 的 调制 能 力 , 正 是 这 种 “随机 共 
振 " 的 机 制导 致 了 环境 的 改变 . 

随机 共振 随后 的 一 系列 实验 证 实 对 这 种 机 制 提 供 了 有 力 的 支持 .1983 E, 
Fauve 与 Heslot 在 Schmitt 触发 器 电路 系统 中 通过 观察 到 信 噪 比 相 对 噪声 变化 
的 “共振 ”曲线 证 实 了 随机 共振 的 存在 "0 .1988 年 , McNamara 等 人 在 环形 双 激 
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光 器 中 通过 研究 噪声 诱导 两 个 相对 传播 的 激光 模式 之 间 的 转换 也 证 实 了 随机 共 
振 现象 .此 后 ,研究 者 们 在 一 系列 不 同 实验 (如 光学 陷阱 .半导体 反馈 型 激光 
器 试验 单项 光 致 反应 环形 共振 器 件 、 电 磁 学 、 半 导体 器 件 、 超 导 量 子 干涉 装置 、 
化 学 试验 等 ) 中 观察 到 这 一 现象 ,同时 在 神经 生理 学 的 一 系列 实验 中 也 发 现 了 这 
一 行为 3 . 

随机 共振 的 产生 通常 需要 三 种 因素 .首先 ,存在 一 个 能 量 激 发 势 垒 ,而且 系 
SIE TE— - BL; 其 次 ,需要 对 系统 有 弱 相 干 输入 ;第 三 ,也 正 是 我 们 关心 的 , 即 
系统 有 内 噪声 机 制 或 外 噪声 的 环境 .这 三 个 因素 相互 竞争 ,共同 作用 ,可 以 使 系 
统 响 应 噪声 强度 的 变化 出 现 类 似 共振 的 行为 . 

考虑 一 个 质量 为 m 的 过 阻尼 粒子 处 于 对 称 的 双 阱 中 ( 见 图 1- 26), 并 受到 
随机 力 的 作用 .噪声 的 存在 会 引起 粒子 在 两 个 阱 间 的 跃迁 .利用 前 面 的 Kramers 
逃逸 率 理论 ,粒子 的 跃迁 率 为 


Wo Ws, -AviD 
R,-— e 


Ixy (1.7.77) 





IN A 


图 1-26 双 势 阱 及 其 周期 力 驱 动 下 的 变化 情况 


这 里 wo, At x, 势 阱 极 小 值 处 的 角 频 率 ; 
2 V (zr,) 


wg = (1.7.78) 
m 


ws JIH 86 THR Ak BY PEARCE : 
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v 
FERAE (1.7.79) 


AV OMS Ee ES EID kT 为 噪声 强度 . 

现在 考虑 对 系统 加 上 一 个 弱 周 期 信号 , 则 双 势 阱 Vr, t) = V(x)- 
Axcos Qt 随时 间 周 期 振东 ,此 时 势 阱 的 位 置 也 随 之 周期 变化 .如 图 1 - 26 所 示 ， 
其 大 致 变化 是 : 左 阱 升 右 阱 降 - 一 对 称 一 左 降 右 升 一 对 称 .这 一 周期 变化 使 得 粒子 
在 两 个 势 阱 间 的 妈 迁 不 再 对 称 . 周 期 力 和 噪声 使 得 粒子 较 易 从 升 高 的 势 阱 内 牙 
迁 人 降低 的 势 阱 内 ,并 发 生 周 期 变化 . 当 这 种 跃迁 与 弱 周 期 力 同步 ,系统 就 会 发 
生 随 机 共振 .这 种 共振 的 时 间 匹 配 条 件 是 : 

2T, CD) T, (1.7.80) 

其 中 T,(D)= R}, Ta =2r/ 2.3 FAE Ty ,我 们 调节 品 声 强度 D 可 以 改变 
T,(D). 当 系统 满足 上 述 的 匹配 条 件 时 ,我 
们 就 会 在 一 个 合适 的 噪声 强度 D.. 下 观察 
到 随机 共振 .图 1 一 27 给 出 了 一 个 简单 的 图 
示 ,其 中 SNR 为 信 噪 比 , 即 信号 成 分 与 噪声 
成 分 的 比值 .可 以 看 到 明显 信 噪 比 的 共振 曲 
线 ,只 不 过 这 里 横 轴 不 是 频率 而 是 噪声 强 
BE. 

随机 共振 的 研究 既 有 理论 推导 ,也 有 数 
值 模拟 .电路 模拟 和 物理 、 化 学 和 生物 实验 .图 1-27 信 噪 比 随 噪声 强度 的 变化 ， 
它们 为 人 们 理解 许多 现象 提供 了 有 益 的 启 注意 随机 共振 峰 的 出 现 
示 . 除 了 上 面 在 双 稳 系统 的 研究 外 ,人 们 还 把 研究 扩展 到 量子 系统 与 空间 广 延 系 
统 (耦合 系统 ) .由 于 相互 作用 ,系统 又 增加 了 新 的 竞争 因素 ,因而 使 得 时 空 随机 
共振 的 研究 成 为 新 的 热点 .我 们 将 在 第 三 章 涉及 有 关内 容 . 
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第 心音 
者 局 非 线性 系统 的 同步 


看 合 非 线 性 系统 的 合作 行为 有 多 种 多 样 的 具体 表现 形式 ,而 同步 应 该 说 是 
其 中 最 基本 的 现象 之 一 .许多 合作 行为 的 背后 基本 机 制 都 与 同步 有 着 直接 的 
关系 .由 于 其 基本 性 ,对 这 一 问题 的 探讨 涵盖 了 自然 科学 工程 的 许多 领域 ,其 至 
社会 科学 中 的 一 些 行为 都 与 同步 这 一 基本 性 质 有 密切 关系 .许多 有 具体 问题 如 摆 
钟 、. 乐 器 .电子 器 件 激光、 生物 生态 系统 .神经 ,心脏 等 都 有 非常 具体 的 现象 及 其 
探讨 . 

关于 同步 问题 最 早 的 正式 阐述 是 1673 年 荷兰 研究 者 惠 更 斯 (Christiaan 
Huygens) 发 现 的 关于 两 个 相 邻 钟 摆 同 步 的 描述 ” .他 在 1665 4E 2 H 26 日 给 父 
亲 的 信 中 提 到 了 这 一 现象 .他 说 , 他 卧病 在 床 的 几 天 里 一 直观 察 挂 在 墙 上 的 两 
只 不 同 的 摆 钟 ,发 现 它们 会 保持 反 相 摆动 (同步 ). 他 还 正确 地 理解 了 同步 的 原因 
是 由 于 它们 悬挂 于 其 上 的 横梁 ( 厢 合 ) 使 其 发 生 相 互 作用 . Rayleigh (1842— 
1919) 则 描述 了 声学 中 的 同步 '%” .后 来 关于 同步 的 研究 很 大 程度 上 受益 于 电子 
与 无 线 电 工程 的 发 展 . 另 一 方面 ,同步 现象 在 各 种 生命 系统 中 也 可 以 观察 到 . 
1729 年 法 国 科 学 家 de Mairan 注意 到 扁豆 的 叶子 会 随 着 昼夜 的 更 替 而 发 生 同 步 
Hen? .其 后 的 许多 更 复杂 的 实验 都 证 明了 生物 钟 的 存在 (生命 系统 的 生理 
节律 与 环境 节律 同步 ) 8 .1727 年 Engeekert Kaempfer 报道 了 大 量 的 董 火 虫 聚 
集 在 树 上 而 发 生 的 同步 内 动 现象 ”. 

Á 20 世纪 以 来 ,关于 同步 现象 的 发 现 越 来 越 多 ,覆盖 的 领域 也 更 为 广泛 ,在 
理论 方面 也 有 了 更 为 系统 的 研究 '"”1 .在 混沌 动力 学 研究 开展 之 前 ,大 量 的 关于 
同步 的 研究 集中 于 驱动 或 耦合 的 极限 环 ( 周 期 振子 ) 系 统 的 同步 ( 锁 相 ) 问 题 . 虽 
然 在 非 线 性 动力 学 的 研究 莲 过 开展 之 后 也 有 研究 者 提出 过 混沌 系统 的 同步 间 
题 ,但 由 于 混沌 系统 自身 的 指数 不 稳定 性 使 人 们 认为 在 混沌 系统 中 实现 同步 是 
很 难 达 到 的 ,另外 很 多 问题 如 混沌 系统 的 同步 概念 如 何 建立 .是否 如 极限 环 系统 
那样 相对 简单 (其 实 如 我 们 后 面 所 看 到 ,极限 环 系统 的 同步 也 十 分 复杂 ) 等 等 都 
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是 人 们 需要 研究 的 , 混 汪 同步 问题 一 直 是 个 不 清楚 的 问题 .1990 年 ,美国 海军 实 
验 室 的 Pecora 与 Carroll 小 组 在 物理 评论 快报 发 表 了 两 个 斐 合 混 沌 振子 的 混 汪 
同步 概念 和 现象 ”之 后 ,对 混沌 同步 的 研究 热潮 才 莲 擂 展 开 . 实际 上 ,在 他 们 的 
工作 之 前 已 有 不 止 一 位 研究 者 提出 并 讨论 了 混沌 同步 问题 ,但 都 未 引起 足够 的 
重视 .Pecora 与 Carroll 的 工作 之 所 以 受 重视 ,一 方面 是 由 于 他 们 第 一 次 明确 阅 
述 并 引入 了 混沌 同步 的 概念 ,并 讨论 了 混沌 同步 轨道 的 稳定 性 ,更 重要 的 是 由 于 
同期 的 对 于 混沌 控制 问题 的 研究 .从 广义 上 说 ,混沌 同步 也 是 一 种 控制 ,而 同 在 
1990 年 ,马里 兰 大 学 的 Ott，Grebogi 和 Yorke 发 表 的 一 篇 关于 混沌 控制 的 工作 
开创 了 对 利用 和 控制 混沌 的 研究 热潮 5 .而 这 两 项 工作 均 在 一 系列 实验 中 得 到 
证 实 , 因 而 受到 广泛 关注 .在 最 近 的 几 年 里 ,关于 混沌 同步 本 身 内 容 的 研究 成 果 
不 断 被 报道 "9 .在 本 章 中 ,我 们 着 重 于 同步 的 传统 概念 这 一 思路 ,不 准备 涉及 
控制 问题 .在 后 面 我 们 将 会 看 到 , 相 比 于 极限 环 系统 的 同步 问题 ,混沌 系统 的 同 
步 有 更 丰富 的 行为 和 更 多 不 同 的 层次 . 

本 章 将 首先 从 简单 的 极限 环 系 统 同步 开始 讨论 ,逐步 过 渡 到 混沌 系统 的 同 
步 问题 . 


2.1 全 局 耦合 极限 环 系统 的 同步 :Kuramoto 相 变 


下 面 我 们 讨论 N(>2) 个 周期 振子 有 相互 作用 时 的 同步 情况 . N 有 限 的 情 
形 在 解析 上 是 难以 处 理 的 .下 面 考 虑 一 个 简单 的 可 以 解析 处 理 的 模型 . 一 方面 ， 
我 们 考虑 热力 学 极限 的 情形 (NN 一), 另 一 方面 ,我 们 考虑 振子 的 相互 作用 是 全 
局 的 , 即 每 一 个 振子 都 与 其 他 振子 有 相互 作用 , 且 假 设 相 互 作用 的 形式 都 是 一 样 
的 .为 进一步 简化 处 理 , 假 设 相互 作用 是 平均 场 形式 的 , 即 所 有 振子 之 间 相 互 作 
用 都 是 平权 的 , 且 假 设 相互 作用 F(0) 是 周期 函数 (为 简便 , 设 作用 函数 F(0)= 
sin 0) .在 无 相互 作用 时 所 有 振子 都 以 其 自身 频率 |o, | 振动 , w Aw, AEE 
用 时 系统 的 运动 方程 为 ” 
dera +H Dg sn 00, 7=1,2,°:,N, (2.1.1) 
这 里 K RAR RY A Lo, | RRA AR — 218 CD f) 
g(w) ,这 一 分 布设 为 单 峰 分 布 (峰值 对 应 的 w BSP HD o) .为 描述 振子 的 同步 
情况 (相干 程度 ) ,我 们 引入 如 下 的 平均 场 : 
z= Re =H Dye, (2.1.2) 
其 中 R 描述 了 振子 系统 的 相干 性 ,不 依赖 于 时 间 (N 一 时 ),@ 为 一 任意 相位 . 
有 相互 作用 时 (KK 隆 0) 各 振子 的 振动 频率 都 会 相应 地 从 |w; 1 移动 ,可 定义 振子 的 
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平均 频率 为 


0, = lim. | .1)dt, (2.1.3) 

当 两 振子 同步 时 ,其 平均 频率 相等 . 当 所 有 O, 都 相等 时 , R 就 不 为 零 ,表明 此 时 

振子 之 间 可 保持 国定 的 相位 关系 . 当 振子 的 0, 不 等 时 ,在 任何 时 刻 0, 会 均匀 分 

布 于 0 一 2x 之 间 , 此 时 R=0. 对 上 面 的 系统 ,理论 上 可 以 证 明了 存在 一 个 临界 

的 耦合 强度 K., 4 KKK. H R=0;4 KÈK, 时 ,R 关 0. 这 是 一 个 非 平衡 相 
变 ,理论 上 可 以 处 理 .下 面 就 对 此 进行 讨论 . 

方程 (2.1.1) 可 以 重新 写 为 : 

or = w, + KRsin( © ~ 0,), (2.1.4) 

BR R=0 对 应 于 无 相互 作用 的 情形 (均匀 分 布 解 ) ,这 个 非 相 干 态 总 是 系统 的 

一 个 解 ,但 不 总 是 稳定 . 当 K > K. 时 均匀 分 布 解 失 稳 ,另外 一 个 解 是 O, 都 相等 

时 的 解 , 此 时 振子 之 闻 可 以 保持 固定 的 相位 ,R 隆 0, 所 有 振子 都 以 % 转动 ,9 = 

ot JRE KK, 时 不 稳定 .只 要 有 O, 不 相等 ,9, 就 总 是 均匀 分 布 于 0~2x 之 
间 . 引 入 变量 $ = 0, — wt ,上 面 方程 可 写 为 


d 
d^ = - i - KRsin $, (2.1.5) 


此 方程 正 是 过 阻尼 情形 下 的 单 摆 方 程 . 它 有 两 个 解 : 
(1) A+: lo- o | KR 时 , 即 第 i 个 振子 的 自然 频率 与 6 很 接近 时 L9, 


. [@; Tw 
= arcsin E 


KR 

(2) 非 同 步 解 , 当 |w, - 91 2 KR Bj. 

下 面 很 重要 的 任务 是 确定 临界 耦合 强度 KM RR, 这 可 以 用 自治 的 方法 得 
到 . N->co 时 ,上 在 0 一 2x 之 间 会 形成 分 布 .根据 上 面 讨论 的 两 类 解 ,我 们 可 以 
把 分 布 P(g%) 分 解 为 同步 与 非 同步 两 部 分 : 

P(¢)=P,(¢) + P,,(#). (2.1.6) 

对 平均 场 的 情形 ,$ 是 与 时 间 无 关 的 ,因此 P,(#$) 可 以 由 自然 频率 分 布 得 

到 : 





PCH) = gla) |S = KRg(w + KRsin $)cos $,$ € | -55h 
(2.1.7) 
对 那些 未 同步 的 振子 ,其 相位 $, 随时 间 变 化 ,但 我 们 可 直接 得 到 其 相位 分 布 . 因 


为 $, 随时 间 变 化 是 非 均 匀 的 ,探测 到 在 $$+d$ 之 间 的 概率 与 1#$ | 成 反比 . 
因此 
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p($.u)oc| dl", (2.1.8) 
把 运动 方程 代入 并 归 一 化 可 得 到 





2 
- _ ; " de 
p(#.w)= [Lo c - KRsin $ | | LÁ rag 





» Y (»-à) -(KR) 
~2xlw æ- KRsin $i (2.1.9) 


由 于 满足 lw -al> KR 的 振子 都 是 非 同步 的 ,因此 
P,,($) = | g(w) p($,o)do 


=- glo) (lw -oF - (KRY 4, jp g(w) V (v -aF - (KR) | 
Le 2x(— w+a@+ KRsin g) 4 ga+ KR lw -o — KRsin $) Mu 














(2.1.10) 
令 工 = 中 一 五 ,考虑 到 g(w) 的 对 称 性 g(o t x)- g(o 一 x), 上 面 的 积分 可 写 为 
_ (? g(a* x)z V x! - CKR)! 
Pa ($) = | xl x? — (KRsin $) ] 
将 前 面 引 入 的 平均 场 用 分 布 写 出 来 即 





dz, (2.1.11) 


Re? = Re" = | eX?" PC bp) de 
, (2.1.12) 
= | en MEP (H) + PLC) lad, 
从 (2.1.11) 可 看 出 , P, (9) 8 sin2g, 因 而 是 周期 为 x 的 函数 ,所 以 P.(g) 在 上 面 
的 积分 为 零 ,只 有 P,($) 对 上 面积 分 有 贡献 .进一步 将 积分 实 部 和 虚 部 分 离 ,可 
得 到 (注意 R 为 实 ): 


R= KR F. cos! ¢g(@ + KRsin $?)d$, (2.1.13a) 
-7 


0= KR [^. cos $sin $g(@ + KRsin $)d$, (2.1.13b) 
UT 
上 面 的 第 二 式 可 以 确定 (实际 上 在 原 方程 中 可 通过 对 称 性 确定 ) .第 一 式 可 以 
确定 尺 ,同时 也 可 确定 出 现 同 步 的 临界 耦合 强度 .在 (2.1.13) 中 ,当天 之 开 . 时 ， 
R 由 零 连续 变 为 一 个 小 量 , 因 此 可 把 clo oR: 


g(G + KRsin $)eg(a) + EO (KR sin? $+ OCR’), (2.1.14) 





go ) = fale) (2.1.15) 


ww 
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代入 (2.1.13) 可 以 得 到 


L5 8 g(a) - xk? R^ g (w) + OCR). (2.1.16) 


由 于 RAAEN hE KK. R0, BERI BE ln AUR OUR EON 


K.=—, (2.1.17) 
[xg(o)] 
代 回 (2.1.16) 可 以 确定 在 K, 附近 R 的 行为 : 


_ [88 (9)(K - K)) 
Ræ | GEM (2.1.18) 


zi g(w) 为 洛 仑 兹 分 布 , 即 e(w)=vinl(w-ao)y’ + y], EE R fe 
化 为 K,-2y, R- / (0 -2YIK). Q.1.18 UEB, R EK, 附近 的 行为 为 
Roc(K - K,)'^ , infi 2-1 所 示 , 为 典型 的 二 级 相 变 .需要 指出 的 是 ,这 是 一 种 
非 平衡 相 变 ,是 系统 有 序 耦 合 压倒 无 序 ( 自然 频率 随机 分 布 ) 的 结果 Do . 





K 


图 2-1 Kuramoto 模型 的 非 平衡 相 变 
2.2 Kuramoto 相 变 研究 的 推广 


上 面 考虑 的 是 最 简单 的 情形 .在 实际 情况 下 ,我 们 必须 考虑 更 为 复杂 的 情 
形 . 在 历史 上 ,人 们 还 讨论 过 许多 推广 的 情形 .这 里 列 出 几 个 人 们 曾经 比较 关注 
的 情况 . 
2.2.1 ARENA 

考虑 所 有 振子 处 于 外 加 噪声 的 环境 0 -55 ,此 时 模型 可 写 为 ; 
oT tk Dy sin, -06)* GC, (2.2.1) 
KB oc CO 2818] Hole DL BUUE A 58 BE 28 15] JC EC E T AR : 
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(£C) =0, CE GO 6 (G2) 22D8,,9 (1 7 (0), (2.2.2) 
D 为 噪声 强度 . 


单 振子 分 布 函数 PCO ,wo ,ti) 不 仅 依赖 于 相位 9, 还 要 依赖 于 频率 wo. 这样 平 
均 场 可 由 此 计算 : 


2m 3 


Re® = [ [PG o Dg Co dod?, (2.2.3) 


因此 S5 SERÁ PA D T A) Tp ERE. 3x BY h Fokker-Plank 方程 求 出 : 


3P(0,c, a | 9" P(0, c, 
(Gow D — 2 (Lo KRsin(@- 9] PC o 01 + D oP Get) 


8? 





(2.2.4) 

上 述 两 个 方程 给 出 了 自治 描述 ,求解 过 程 比较 繁琐 .通常 当 K 比较 小 时 , 非 
相干 态 P(0,w)= LU2r( 即 R=0) 的 解 是 稳定 的 ;增加 看 合 强度 时 ,系统 会 发 生 
类 似 于 无 噪声 时 的 相 变 ,系统 进入 同步 状态 ,RR 关 0. 进一步 讨论 可 见 相关 文献 . 


2.2.2 惯性 效应 


上 面 几 个 例子 都 只 讨论 了 振子 过 阻尼 的 情况 (6 的 时 间 一 次 微分 ). 实际 中 
振子 的 惯性 效应 也 应 当 考虑 .Tanaka 等 人 考虑 了 下 面 的 情形 "9 : 


aii KM. 
mö, +, = w +x; 2, sin( 4, - 6), (2.2.5) 


其 中 第 一 项 是 惯性 项 , 表示 相对 质量 ,量度 惯性 的 强 弱 . 在 有 了 惯性 项 之 后 ， 
上 面 R 的 连续 相 变 特点 被 打破 . 如 图 2-2 所 示 , 可 以 看 到 R 典型 的 一 级 相 变 
行为 , 且 有 滞后 现象 . 当 增加 K 时 ,R 在 K”™ 处 由 0 突然 跳 至 同步 态 ; 当 绝热 减 
> KR 在 越过 Kw 时 仍 可 保持 连续 (同步 ) ,一 直到 K = KP" < KP" BID 
会 由 R30 的 状态 跳 至 非 同步 态 (R =0). 这 种 惯性 效应 在 单 摆 等 许多 系统 中 都 
可 以 观察 到 , 它 紧密 联系 着 下 面 的 单 摆 方程 : 
mo+ot+dsn o=F, (2.2.6) 
4 mAO 时 ,此 系统 具有 双 稳 解 ,在 下 的 一 定 范围 内 两 种 解 可 以 共存 .这 种 特性 
HRSA TS LRM RBA. 
有 惯性 项 时 的 同步 情况 也 可 以 进行 一 定 的 理论 近似 处 理 .类 似 于 Karamoto 
相 变 的 处 理 ,我 们 也 可 以 把 (2.2.5) 变 换 为 : 
m6, + 0, = w; - KRsin 0， i=1,2,…,N. (2.2.7) 
这 正 是 前 面 的 单 摆 方程 ,只 是 R 需要 自治 地 计算 出 来 . R 的 计算 及 临界 耦合 强 


度 的 确定 相 比 耗 散 情 况 更 困难 (要 考虑 增加 与 减少 K 两 种 情况 ) .详细 推导 可 见 
Tanaka 等 人 的 工作 . 
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图 2-2 有 惯性 项 的 Kuramoto 系统 的 非 平衡 相 变 情况 


当 惯 性 系统 处 于 噪声 环境 中 时 ,可 以 类 似 地 通过 Fokker-Planck 方程 求解 ， 
这 种 情况 下 的 运动 方程 为 


N 
nb, + 8, = tN 2 sin(&, 6) + CO, i21,2,*",N. (2.2.8) 
通过 引入 平均 场 ,方程 可 化 为 
mb, + 6, = v, + KRsin(0 — 0,) * £ (t), i21,2,,N, (2.2.9) 
此 时 单 振子 分 布 函 数 为 6,9= 0,v.t 的 函数 ,其 Fokker-Planck 方程 为 
SERO oe elt | RR DaP 
9t 35! Q * o * KRsin( 8 0)]Pl 038 * 420 
(2.2.10) 
相应 的 平均 场 可 由 P(0,0,w,i) 定 出 : 
Ree= | anf ao f dolay P(E Aaa EA) 
对 有 惯性 项 的 情形 ,还 可 以 引入 频率 的 平均 场 
N 
Sd x > e, (2.2.12) 
它 可 以 由 分 布 函数 定 出 : 


oo 2x oo 
set = | da | ae | lulu)" P ges). ORARE 
-e 0 — oo 


Acebron 等 计算 了 g(w) 为 最 简单 的 6 分 布 ( 即 所 有 振子 的 自然 频率 相同 ) 的 情 
HE) p(w) = 6(w). 他 们 求 Fokker-Plank 方程 的 定 态 解 .引入 

P(0,0)= x(0)n(0), (2.2.14) 
方程 化 为 
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(Poa Oar 7 
m dQ? mdQ Te- 5 








dx 
1 R un(8 - a)x 22 do Qy i8 =0, (2.2.15) 


他 们 利用 数值 计算 观察 到 S COD) ARR PBA BE K 的 变化 (1 S(t)| 不 依赖 于 
K) ,这样 就 可 以 寻找 7(o) 不 依赖 于 K 的 解 , 上 面 方程 可 分 成 : 
Dd, dy, 1 - 0, 











m dQ? mdQ (2.2. 16a) 
_ KR. (o- dy 9, ae 

" sin(  - 0) x d Qn dg ^9» (2.2.16b) 

这 两 个 方程 都 可 以 方便 解 出 : 
m - 
7(Q) = 3xD* 第 ， (2.2.17a) 
r0) = ee PERSE ag (2.2.17b) 
0 


定义 相位 与 频率 的 涨 落 ( 衡 量 长 时 演化 后 相位 与 频率 弥散 的 程度 ) : 
fao -((0-8)5-((00-0))Y, 
(AQ) = (0 ) ay, 
在 多 一 ce 的 极限 下 可 以 得 到 : 
(A8Y =/2D/K, (AQ) = Dim, (2.2.19) 
可 以 看 到 O 的 弥散 程度 与 耦合 强度 无 关 ,了 噪声 越 强 ,0 越 散 开 ;相位 9 的 弥散 程 
度 则 与 噪声 和 耦合 强度 都 有 关 ,大 的 耦合 强度 可 以 减 小 弥散 ,使 系统 同步 性 更 
好 .利用 这 两 个 测度 我 们 可 得 到 “不 确定 关系 ”: 
AbOAwccwv mD/K, (2.2.20) 
在 m—0 的 极限 下 ,我们 回 到 Kuramoto 相 变 (有 噪声 ) 的 情况 .此 时 相位 与 频率 


的 测度 为 (Ab) 242DI K C53 m#0 相同 ),(Aw)?*=Y2DK .因此 m0 时 的 “不 
确定 关系 ”为 : 


(2.2.18) 


AbAw —42D, (2.2.21) 
只 与 噪声 强度 有 关 . 
上 面 讨论 的 只 是 g(w) 为 6 函数 的 情况 . 当 g(w) 为 其 他 形式 (如 高 斯 分 布 、 
洛 仑 兹 分 布 等 ) 时 ,解析 讨论 要 困难 得 多 .就 笔者 所 知 ,这 些 还 都 是 未 解决 的 问 
题 . 
2.2.3 JEERRA BR 


前 面 讨论 的 耦合 函数 都 是 正弦 函数 . 当 考 虑 耦合 是 更 复杂 形式 时 ,系统 的 合 
作 行 为 会 更 复杂 .全 局 耦合 振子 系统 的 运动 方程 一 般 写 为 : 
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0,=0,+% > Q(0, -6 )， (2.2.22) 
其 中 Q(x) 为 周期 2r 的 函数 .一 般 情 况 下 Q 函数 可 以 写成 傅 里 叶 级 数 的 形式 : 
Q(0)- >> Qe", (2.2.23) 


Daido 3| 3E FF A% (order function) RE EAL BIR R SEAS ABE). WE BUS HR 
子 的 平均 频率 为 o WA RH: 


Z-i > NEM (2.2.24) 
利用 Z, 可 把 运动 方程 重新 写 为 
à, = w; - KH(0, - at), (2.2.25) 
其 中 
H(0)7 一 2,QZe ^, (2.2.26) 


日 函数 被 称 为 序 函 数 , 它 是 作用 于 每 一 个 振子 上 的 平均 力 .这 样 原来 的 
Kuramoto 的 关于 平均 场 的 理论 分 析 也 可 以 用 到 一 般 的 系统 . 电 不 等 于 零 意味 着 
振子 的 同步 .Daido 从 理论 上 证 明了 在 同步 的 临界 点 附近 H 函数 的 模 与 耦合 强 
度 有 如 下 关系 : 

IHI~K-K., (2.2.27) 


这 一 结果 与 Karamoto 的 平均 场 模型 (平方 根 规律 ) 不 相同 ,说 明 后 者 并 不 是 普 适 
的 . 


2.2.4 ”自然 频率 分 布 的 影响 


如 果 振 子 系统 的 自然 频率 分 布 是 关于 平均 频率 o 对 称 的 , 即 glut o) 
g(w 一 6), 则 g(w) 的 形式 不 影响 Kuramoto 同步 相 变 的 一 般 结果 ,改变 的 只 是 
临界 耦合 强度 KEY g(w) 不 满足 上 面 的 对 称 性 时 , 则 系统 的 同步 行为 会 
有 很 大 改变 . Acebrón 等 人 考虑 了 有 噪声 的 系统 (2.2.1) ,振子 的 自然 频率 分 布 
不 对 称 的 情形 "” .他 们 考虑 简单 的 非 对称 双 峰 情形 : 

g(w)=ad(w-H)+(1-a)d(wto), a€(0,), (2.2.28) 
很 显然 a — 1/2 时 分 布 是 对 称 的 ,而 wa=0 或 1 时 分 布 又 回 到 单 峰 的 情形 .图 2-3 
给 出 了 对 称 (a = 1/2) 双 峰 分 布 时 的 相 图 . 当 参 数 越 过 临界 线 时 ,系统 由 非 同 步 态 
转变 为 同步 态 . 当 a 关 1/2 时 ,我们 可 以 观察 到 非 静态 同步 态 . 系统 存在 部 分 同步 
R ,其 序 参量 R 随时 间 震 荡 . 图 2-4 给 出 a=0.49 和 0.3 的 相 图 ,可 以 看 到 , 系 
统 除 非 相干 态 和 同步 态 外 ,我 们 还 看 到 一 个 新 的 相 , 这 个 相 的 特点 是 R(i) 依 赖 
于 时 间 . 
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图 2-4 非 对 称 分 布 的 相 图 


2.2.5 时间 延 迟 行为 


在 实际 情况 下 ,相互 作用 传递 是 需要 时 间 的 ,如 在 生物 个 体 之 间 的 信息 传 
播 .看 合 激 光 器 之 间 、 光 和 信号 等 的 传播 都 需要 一 定时 间 . 这 样 就 需 考虑 时 间 延 
JR £p UU 9U Yeung 等 人 考虑 了 有 时 间 延 迟 耦 合 的 Kuramoto fU, 
9, = w, s > sinl@,(t-7)-6,(2)-a]+&(t), 1=1,2,°°,N, 
(2.2.29) 
其 中 oe ()BAKRKH ARB, 是 延迟 ,a 是 相 移 因子 ( 阻 挫 ).r=a=D=0 
时 ,系统 回 到 Kuramoto 模型 ; 当 t=0,a=0 且 g(w)=6(w 一 wo) 时 ,系统 回 到 
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平均 场 XY 模型 .因此 这 是 一 个 推广 模型 . 

Yeung 等 人 解析 讨论 了 g(w)= 6(w — wo) 时 系统 的 同步 相 图 .图 2 一 5(a) 
给 出 的 是 D=0 的 情形 ,阴影 部 分 表示 的 是 非 相干 态 , 实 线 是 理论 计算 给 出 的 临 
界线 . 非 同 步 态 在 以 下 区 域 是 稳定 的 : 


Wo 4m 一 3 4m 一 1 
开 <7 >> 2a, RT S aV K" (2.2.30) 


其 中 m 为 任意 的 正 整 数 . 可 以 看 到 数值 的 结果 (灰色 区 域 ) 与 理论 符合 得 很 好 . 
还 可 以 看 到 当 c 增加 时 , 非 同步 的 区 域 百 头 越 来 越 小 ,说 明 时 间 延 迟 可 以 加 强 
同步 . 

进一步 考虑 完全 同步 9, (1)= 0(1)(i=1,2,…,N) 的 可 能 性 .我 们 可 以 考 
虑 一 类 特定 的 解 90(+:) = Qr + B. ARERR 





0 = w- Ksin(Qr), (2.2.31) 
由 线性 化 可 得 另外 的 限定 ( 即 轨 道 的 线性 稳定 性 ) : 
cos( Qr) >0. (2.2.32) 


4K 足够 大 时 ,由 于 (2.2.29) 存 在 非 惟一 的 满足 (2.2.31) 的 解 ,因此 系统 
可 存在 多 重 的 稳定 同步 态 . 下 面 的 条 件 给 出 稳定 的 同步 态 不 可 能 存在 的 条 件 : 


2o 4m-3 4m-1 
X 3G DEN, TKS <a EO” (2.2.33) 


这 里 m 为 任意 正 整数 . 

在 图 2- 5(b) 中 的 黑色 区 域 给 出 了 同步 禁区 .图 中 的 灰色 区 域 为 稳定 同步 
态 与 非 同步 态 共 存 的 区 域 ;白色 区 域 中 的 非 同步 态 不 稳定 ,一 个 或 几 个 同步 态 可 
以 共存 . 由 于 灰色 区 域 有 双 稳 性 质 ,因此 在 此 处 可 观察 到 滞后 现象 .在 灰色 区 域 

还 可 以 观察 到 R(1) 的 振荡 现象 , 且 随 K 增加 可 发 生 倍 周期 分 岔 行为 (观察 中 到 
周期 16 即 终止 ). R(i) 的 振荡 现象 实际 是 由 于 振子 系统 出 现 了 集团 化 现象 , 即 
若干 振子 可 以 以 相同 频率 振荡 ,但 这 些 集团 之 间 有 不 同 的 频率 ,因而 导致 相差 的 
周期 调制 .这 种 非 定 态 现象 在 标准 Kuramoto 模型 (无 时 间 延 迟 ) 中 是 观察 不 到 
的 ,因此 是 一 种 时 间 延 迟 导 致 的 行为 . 

我 们 也 可 以 考虑 自然 频率 分 布 不 是 8 分 布 的 情况 .例如 ,我 们 可 以 考虑 洛 
€ 1k ^r: 








glw)= (2.2.34) 


my + (on c) ]' 
此 时 的 临界 耦合 强度 为 (求解 过 程 较 复杂 ) : 

K,-2(y * D)/cos( Q,7), (2.2.35) 
这 里 O, 由 下 列 方程 自治 解 出 : 


0.= wo - (7+D)tan(f.r), (2.2.36) 
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图 2-5 考虑 时 间 延 迟 时 的 同步 相 图 





图 2-5(c) 给 出 了 洛 仑 兹 分 布 时 的 稳定 非 同步 态 区 域 , 它 与 0 分布 的 情况 类 似 ， 
只 不 过 平滑 一 些 , 另 外 曲线 整体 上 升 .这 说 明 自 然 频 率 分 布 对 时 间 延 迟 带 来 的 效 
应 没有 本 质 的 影响 . 

用 上 述 时 间 延 迟 的 模型 可 以 解释 蜂 蛇 合唱 的 现象 .一 只 蜂 蛇 从 发 出 声音 到 
另外 一 只 听 到 ,其 传播 以 声速 进行 .( 当 两 只 蜂 蛇 相距 3 米 时 ,传播 导致 的 延迟 约 
为 10 ms. ) 但 他 们 仍然 能 够 达到 同步 的 鸣 唱 . 


2.2.6 非 线性 局 域 看 合 振子 系统 的 同步 性 


Kuarmoto 相 变 所 讨论 的 是 平均 场 的 全 局 耦合 ,主要 是 为 了 对 问题 做 数学 处 
理 的 方便 .一 般 情 况 下 耦合 不 是 全 局 的 ,振子 之 间 相 互 作用 强度 也 不 相同 .因此 
有 必要 考虑 局 域 艳 合 的 情况 .对 于 非 近 邻 的 情形 ,解析 处 理 仍然 难以 进行 .对 于 
最 近邻 的 情况 ,我 们 可 以 作 部 分 的 解析 处 理 "”"”” .可 以 理论 证 明 : 在 热力 学 极 
限 下 (N-~>co ) ,对 于 最 近邻 耦合 的 振子 系统 ,我 们 不 能 观察 到 长 程序 , 即 在 有 限 
的 耦合 强度 下 系统 不 可 能 同步 (可 能 会 有 一 些 同步 的 小 集团 ,但 N 一 co 时 测度 
3e yos . 
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65 
一 、 最 近邻 耦合 
我 们 可 以 讨论 如 下 的 格 点 振子 系统 : 
d =w; t+ K Si sin(6,-6), i=1,2,,N. (2.2.37) 


上 面 的 取 和 只 对 近邻 操作 .假设 w 符合 分 布 g(o) ,可 假设 其 平均 为 零 ,方差 为 
1. 
以 两 个 振子 为 例 : 
o reta py 2.2 
b, = w, + Ksin(0, ~ 0,), (2.2.38) 
我 们 可 以 方便 地 找到 其 同步 解 0, = 9,. 令 $= 0, 一 9, ,上面 两 式 相 减 可 得 


$ —(w,—w,)-2Ksin $, (2.2.39) 
同步 解 即 风 = 2, - b =0. 上 面相 差 的 方程 为 过 阻尼 单 摆 方程 .显然 当 且 仅 当 
lw, — o, | xz2K (2.2.40) 


时 多 = 0. 因 此 对 N=2 WHE. KI Lo, - wz| 时 两 振子 同步 ， 
下 面 讨 论 N(>2) 个 振子 的 情形 .对 一 维 格 点 和 开放 边界 条 件 ,我 们 有 
8, = w, + Ksin(0, - 0,), 
Pee Rath 6) Kat. i€ (1, N). (2.2.41) 
Oy = wn + Ksin(Oy., — 04), 
我 们 需要 知道 锁 相 (同步 ) 的 概率 P(N, K). 24 N 个 振子 达到 同步 时 ,对 所 有 i, 
j,8, = 所 .上 述 所 有 方程 相 加 ,可 得 


CEPS > Os (2.2.42) 
BAMA j 个 方程 取 和 ,我 们 有 
jo = So, + Ksin(8,, — 6;), (2.2.43) 
4 $,=60,-6., EXHI SN 
Ksin $ = X;, (2.2.44) 
其 中 
X,- X o-a), (2.2.45) 
3& E IE 4p O0, (1) — 0, CIO BEA D EAR I 
max|X,|<K, j71,2,,N, (2.2.46) 
所 以 


P(N,K)=Prob( max | X, | CK). (2.2.47) 
1<j<N 


66 $259 BOGZT* aT 





当 Noo BT AF o; 按 g(w) 随 机 给 出 ,X 是 随机 数 的 取 和 ,类 似 于 随机 行走 . 
因此 max| X I~ OCN), pE N 的 增加 而 发 散 .因为 锁 相 需要 KK.=max|X,|, 所 
以 临界 耦合 强度 K. ~ON). N 一 co 时 ,K. 一 co , 即 在 热力 学 极限 下 最 近邻 耦 
合 的 振子 不 可 能 达到 同步 . 

事实 上 ,Strogatz 等 人 求 出 N 一 co 时 P(N,K.) 的 形式 为 "39 : 

lim PON, KN") = 2S) exp] - SEE |, (2.2.48) 

对 任意 固定 K,N 一 时 ,P(N,K) 一 0, 也 说 明 同 步 的 不 可 能 性 . 

对 二 维和 高 维 格 点 系统 ,也 可 证 明 同 步 的 K. 一 %. 

二 、 从 平均 场 到 最 近邻 的 过 渡 

BFE MRI BBA BS WA EEA A. Rogers 等 人 考虑 了 下 
面 的 系统 0271 : 


v 
8, = w; z » Y '[sin(8,., 0) + sin(6,., — 0,)]. (2.2.49) 
y= 


这 里 ;=1.2,…,N,N=(N-1l)/2,7 是 一 个 内 揪 于 最 近邻 与 平均 场 极 限 的 系 
数 : 


1=2 3 i”, (2.2.50) 
a 描述 作用 衰减 的 速度 .可 以 看 到 a0 时 ,上 述 模型 即 Kuramoto 平均 场 模型 ; 
当 aol} EAIA i1 项 保持 (i >1 的 项 趋 于 零 ) ,故此 时 即 最 近邻 的 情形 . 
对 前 者 ,系统 在 K.=2/[g(a)r] 处 存在 同步 相 变 ,而 对 后 者 系统 同步 所 需 的 KK. 
— oo .而 中 间 的 过 渡 情 况 很 有 意思 .图 2-6 给 出 了 系统 同步 的 相 图 ,在 临界 线 的 
右边 为 同步 态 . 图 中 c =0 的 点 对 应 的 天 BIA 2/LgCo)n]. ifi? a 增加 时 ,天 。 也 
增加 且 很 快 发 散 .可 以 看 到 , 当 a 一 a.=2 时 KK.~>oo, 这 说 明 不 仅 对 最 近邻 而 合 ， 
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图 2-6 过 渡 情 况 下 系统 的 同步 相 图 
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而 且 只 要 x 之 c., 系 统 就 不 可 能 达到 同步 . 


这 里 仅仅 考虑 了 几 种 推广 的 情形 ,另外 像 考虑 阻 挫 效 应 、 二 维和 三 维 格 点 的 
情形 均 有 人 讨论 过 ,这 里 不 再 一 一 列举 . 


2.3 耦合 周期 振子 同步 的 动力 学 


2.3.1 模型 


前 面 几 节 讨论 系统 同步 时 ,我们 基本 上 是 考虑 了 N 一 个 振子 的 系统 , 因 
此 很 大 程度 上 依赖 于 统计 的 方法 .这 种 方法 的 优点 是 可 以 对 一 些 简单 的 系统 作 
出 解析 的 讨论 ,得 出 简洁 的 理论 结果 .但 对 振 于 之 间 同 步 过 程 的 动力 学 ,例如 如 
何 理解 振子 之 间 是 怎样 相互 组 织 而 达到 同步 ,振子 同步 是 以 什么 形式 进行 ,同步 
在 动力 学 上 如 何 表现 等 ,统计 的 方法 则 不 能 给 出 满意 的 回答 .探讨 同步 的 动力 学 
机 制 与 表现 是 很 重要 的 , 它 使 我 们 可 以 更 好 地 从 微观 上 理解 耦合 振子 系统 的 自 
组 织 行为 

前 面 我 们 讨论 过 两 个 振子 的 同步 情况 . 在 同步 点 K =A oy - ws | 
K<K. ff, 


$=(w,-w,)~2Ksin $, (2.3.1) 
ERA EA RG R. 
($)oc( K? - K?) —(K,- K)”, (2.3.2) 
(mE EY. B ul lk [e] a TRADE OE Ae V E REO, , 同 
步 过 程 则 不 太 清 楚 . 这 个 问题 最 近 受 到 了 注意 ,研究 得 出 了 许多 有 意义 的 结 
gp 
我 们 考虑 下 面 的 正弦 耦合 的 转子 系统 : 


Ny 
à, = o, oR > [sn(&.;- 6) *^sin(&., -6)], — (2.3.3) 


这 里 振子 都 有 不 同 的 自然 频率 w ,Ni 表示 耦合 距离 . 当 N, = int N/2] 时 ,系统 
回 到 Kuramoto 平均 场 模型 ; 当 N, =1 时 ,上 面 的 系统 正 是 最 近邻 耦合 的 振子 
链 , 不 是 一 般 性 我 们 假设 > =0. 下 面 的 讨论 主要 是 对 最 近邻 情况 进行 的 . 虽 
然 前 面 对 N 一 co 时 的 情况 的 讨论 表明 热力 学 极限 下 最 近邻 耦合 系统 同步 的 不 
可 能 性 ,但 对 于 有 限 的 N ,系统 总 是 可 以 达到 全 局 同步 的 .另外 ,是 否 近 邻 耦合 
并 不 影响 我 们 讨论 的 大 部 分 定性 的 结果 . 

对 最 近邻 耦合 ,上 面 的 方程 可 写 为 : 
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0, = o, + A Csin(6,,, = 6,) + sin(8,., - 0.)], (2.3.4) 
当 我 们 增加 耦合 强度 K 时 ,由 于 自然 频率 的 无 序 与 耦合 带 来 的 有 序 的 竞争 , 系 
统 会 表现 出 复杂 的 同步 动力 学 .对 于 最 近邻 耦合 情形 , 则 还 有 耦合 距离 与 自然 频 
率 差异 ( 臣 离 ) 的 竞争 .原则 上 说 ,耦合 距离 越 近 ,两 振子 越 容易 同步 (相互 作用 容 
易 传 递 ) ;自然 频率 差异 越 小 的 振子 越 容易 同步 .但 二 者 由 于 竞争 ,耦合 上 相近 的 
振子 如 果 自 然 频率 差异 大 则 未 必 容 易 同 步 ,这 就 会 造成 复杂 的 行为 ,这 在 下 面 可 
以 看 到 .总体 而 言 , 随 着 耦合 强度 增加 ,系统 会 逐步 达到 同步 .因此 存在 一 个 临界 
的 K., 4 K>K, 时 所 有 振子 的 频率 都 锁定 .在 K<K. 时 ,部 分 振子 会 达到 同 
步 .为 方便 观察 ,可 以 定义 第 i 个 振子 的 平均 转 数 : 
a, = limp | à, (2)dt. (2.3.5) 
4 o,=o, 时 ,我 们 就 认为 第 i 个 振子 与 第 j 个 振子 达到 同步 . 
2.3.2 同步 阵 发 与 相 移 


我 们 可 以 首先 观察 系统 的 第 一 个 分 贫 点 K= K, 附近 的 情况 .在 图 2 一 7 中 
我 们 给 出 了 N = 5 个 振子 的 9,(z) 的 演化 情况 .K 20 8,0, (2) = o, :对 弱 耦 合 ， 
9.(1) 在 其 自然 频率 w 附近 作 小 幅 振 荡 . 增 加 K ,0 (z) 振 荡 幅 度 变 大 ,另外 平均 
频率 o, 将 会 互相 靠近 (它们 均 会 从 其 自然 频率 o 偏 移 开 ). 在 图 2 一 7 
(b) 中 给 出 的 是 在 近 同 步 点 K. 的 9,(z) 的 情况 .我 们 可 以 看 到 0, (ti 此 时 都 靠近 
到 9,(1)=0( 同 步 态 ) 附 近 , 但 会 每 隔 一 段 时 间 r 发 生 同 步 的 开关 阵 发 (脉冲 ). 
“ 关 ” 态 即 同步 态 , 但 同步 “ 开 ” 态 则 破坏 这 个 同步 态 . 当 K 一 K., 阵 发 间隔 时 间 c 
会 越 来 越 长 ,直至 K = K, 时 ,系统 达到 同步 态 0, (0) =0,r 一 co .在 图 2-8 中 我 
们 给 出 了 c 5K.-K 的 标 度 关系 .可 以 看 到 对 不 同 的 振子 数 ,我 们 总 有 


2 2 
3 3 
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一 4 
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t t 
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图 2-7 N=5 个 振子 的 速度 演化 情况 ,注意 在 临界 点 附近 的 开关 阵 发 情况 
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ce(K,- K)". (2.3.6) 





图 2-8 阵 发 时 间 间 隔 与 耦合 强度 的 关系 


我 们 还 可 以 观察 一 下 在 同步 临界 点 附近 的 各 振子 相位 变化 情况 .图 2-9 
(a) .(b) 给 出 了 N=5 和 N = 15 两 种 情况 下 振子 的 相位 演化 .可 以 看 到 相位 的 
演化 是 典型 的 台阶 式 跳跃 ,相位 在 一 定时 间 内 锁定 ,经 过 e 时 间 后 振子 的 相位 
又 同步 地 跳跃 ,跳跃 幅度 不 相同 . 如 对 N = 5 的 情况 ,我 们 有 Abias =F, 


A0;= -中 ;对 N=15 的 情况 ,可 以 看 到 Ab = -E Absa = Ts 








图 2-9 在 同步 临界 点 附近 相位 的 演化 


上 面 的 同步 脉冲 式 阵 发 .量子 化 的 相 移 及 同步 临界 点 附近 的 标 度 规律 可 以 
作 如 下 理解 "3. 假设 K>K, 时 ,振子 被 锁定 于 {9,(K)1,i=1,2,…,NN. 由 于 方 
程 (2.3.4) 中 的 相互 作用 项 是 2x 的 周期 消 数 ,因此 满足 
Ab， (K,m)=0,(K,m)- 0.(K,m) 
-0,,CK) - G CK) *2xm, 
= AU, (K) + 2xm, (2.3.7) 
关系 的 解 16.(K ,下 也 必然 是 系统 的 锁 相 解 .这 里 m = (m mn) 为 整数 
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集 ,m, 为 任 一 整数 . 当 K < K. 时 , 锁 相 解 会 通过 鞍 结 分 贫 失 稳 ( 类 似 于 前 面 提 
到 的 N =2 的 情况 ). 在 K= K., 系 统 存 在 一 条 异 宿 轨 道 连接 所 有 可 能 的 锁 相 
解 . 在 KK 略 小 于 K. 时 (|K - K.|<1), 锁 相 解 失 稳 ,系统 运动 会 沿 着 这 条 异 宿 
轨道 进行 .运动 进行 到 锁 相 解 附近 时 会 停留 一 段 时 间 (“ 粘 滞 效 应 ”)( 对 应 于 观察 
到 的 “ 关 " 态 或 相位 的 平台 部 分 ) ,然后 由 于 不 稳定 沿 异 宿 轨道 继续 前 进 ,很 快 地 
接近 另 一 个 锁 相 解 (此 过 程 对 应 于 “ 开 ” 态 ,或 相位 的 跳跃 ,时 间 很 短 ). 由 于 振子 
之 闫 的 耦合 作用 ,它们 会 同时 地 在 “ 开 ” 和 " 关 " 之 间 转 换 , 从 而 形成 同步 的 脉冲 和 
相位 演化 .实际 上 ,在 鞍 结 分 岔 点 附近 我 们 有 普 适 的 形式 

4=(K,-K)+2%, (2.3.8) 
系统 从 x =0 到 zx->co 所 需 的 时 间 为 





dx x 
oc = 
. | (K,-K)*t zx 2J/K.-K (2.3.9) 


这 一 标 度 规律 正 是 我 们 数值 观察 到 的 结果 . 由 于 鞍 结 分 贫 这 一 特点 ,我们 期 望 在 
临界 点 K 附近 o, 与 9= D) io, | 均 满足 标 度 率 (K. - KO? .这 一 规律 在 实际 
观察 中 也 得 到 很 好 的 验证 . 

我 们 还 可 以 计算 上 面 看 到 的 相位 移动 A0, . 由 于 系统 的 运动 方程 容易 看 出 
这 些 相位 的 总 和 为 零 ( 我 们 现在 相当 于 在 运动 系 中 ), 即 


S A6, =0. (2.3. 10a) 
这 样 的 话 , 如 果 有 的 振子 相位 逆 时 针 演 化 (A60; >0). 由 于 前 面 观察 到 的 相位 都 是 
周期 的 ,因此 有 理由 认为 沿 异 宿 轨道 的 跃迁 过 程 只 能 在 相 邻 的 锁 相 态 间 进 行 , 因 
此 前 面 的 m, 只 能 取 0( 不 动 ) 或 +t1. 因 此 


^0,., — N0, =0 或 +2x (2.3.10b) 
因此 AG, 可 以 由 式 (2.3.10)(a) 及 (b) 联 合 求 出 : 
2n 4x |. 2(N-1)x 
Ab =0,2 Git ages tay te (2.3.11) 


很 显然 数值 观察 到 的 相 移 都 属 此 类 .在 实际 中 , 相 移 的 大 小 取决 于 自然 频率 | wi 
的 选择 . 
2.3.3 同步 分 岔 树 与 集团 化 

上 面 讨论 了 在 全 局 同步 临界 点 的 动力 学 特点 .实际 上 , 随 着 耦合 强度 的 改 
变 ,振子 之 间 需 经 过 一 个 协调 过 程 才能 达到 全 局 同步 ,理解 这 个 中 间 过 程 也 是 很 
有 意义 的 .在 KK 远离 KK, 时 ,我 们 无 法 观察 到 严格 的 同步 9 (1)=0 (1),(i,j= 
1,2,…,N). 但 我 们 可 以 定义 平均 意义 上 的 同步 , 即 当 两 振子 的 相位 差 在 :一 
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满足 


| m8, Ct) 7 n6, (01 « C (2.3.12) 

时 ,就 认为 两 振子 位 相 锁 定 ,这 里 m,n 为 两 非 零 整数 ,C 为 一 有 限 常数 .实际 
上 ,这 是 两 振子 的 min 锁 相 , 对 应 于 平均 转 数 

mo, = nà;. (2.3.13) 

典型 的 锁 相 就 是 1:1 的 情况 , 即 o, — 6 .为 更 清楚 看 到 振子 同步 的 情况 ,我 

们 引入 同步 分 贫 树 的 概念 , 即 计 算 所 有 振子 的 wo, BK 的 变化 关系 .在 图 2- 10 

(a) 中 ,我 们 给 出 了 N = 5 个 振子 的 同步 分 倪 树 ,K =0 的 a MRT: 的 自然 频 

率 ( 由 计算 事先 给 定 ) .振子 的 号 码 标 在 图 上 .我 们 可 以 看 到 ,同步 分 岔 树 非常 清 

晰 地 反映 出 振子 是 如 何 随 K 的 增加 一 步 步 达到 全 局 同步 .很 显然 ,这 是 一 个 集 

团 化 的 过 程 .例如 在 图 中 可 看 到 ,K 增加 时 ,两 个 自然 频率 与 耦合 距离 上 同时 相 

近 的 4 号 与 5 号 振子 首先 同步 形成 一 个 同步 集团 ;K 继续 增加 ,虽然 2 号 与 5 号 

振子 在 自然 频率 上 相近 ,但 由 于 空间 上 不 相 邻 ,因此 1 号 与 2 号 振子 同步 . (1,2) 

与 (4,5) 两 个 集团 在 K 继续 增加 下 合成 一 个 大 的 集团 ,最 后 与 自然 频率 相差 极 

大 的 3 号 形成 一 个 全 局 的 同步 集团 . 

当 系 统 中 的 振子 数 更 多 时 ,同步 的 集团 化 过 程 就 更 为 复杂 .图 2- 10(b) 给 

出 了 一 个 N=15 的 情况 .我 们 仍 可 看 到 集团 化 的 过 程 .仔细 的 观察 可 以 发 现 三 

类 集团 化 .第 A 类 即 规则 的 集团 化 ,如 前 面 所 观察 到 的 空间 相近 的 振子 或 集团 








图 2-10 (a) N=S 时 的 同步 分 岔 树 ;(b) N=15 时 的 同步 分 岔 树 ; 
(c) N=15 的 局 部 放大 
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的 集团 化 ,这 一 类 发 生 的 最 多 ,我 们 在 图 中 用 A 表示 .如 果 两 个 空间 上 不 相 邻 的 
振子 (或 集团 ) 具 有 相近 的 自然 频率 ,而 空间 上 处 于 它们 之 间 的 振子 (或 集团 ) 与 
它们 频率 相差 较 大 , 则 空间 上 不 相 邻 的 振子 之 间 也 可 以 形成 同步 集团 ( 称 为 非 局 
域 同步 ). 这 非 局 域 集团 可 以 是 另外 的 振子 迅速 地 与 其 形成 更 大 的 同步 集团 ( 见 
图 中 的 B 同步 点 ) .为 更 清楚 ,在 图 2 - 10(c) 中 我 们 给 出 了 局 部 放大 图 .可 以 看 
到 振子 5 和 8 不 相 邻 ,但 它们 可 以 先 同步 ,与 其 相 邻 的 6 和 7 则 在 5.8 形成 集团 
后 很 快 加 入 进来 ,我 们 可 看 到 在 K o1. 11 附近 ,同步 以 三 分 岔 的 形式 进行 .这 种 
效应 是 局 部 耦合 的 后 果 , 它 体 现 了 格 点 空间 距离 与 频率 差异 之 间 的 竞争 .我 们 将 
在 后 面 看 到 , 非 局 域 同 步 在 耦合 混沌 振子 系统 中 也 可 以 观察 到 .第 三 类 集团 化 过 
程 为 第 一 类 的 逆 过 程 , 即 随 着 耦合 强度 的 增加 ,原来 在 一 个 集团 的 振子 会 分 裂 成 
若干 小 的 集团 ,如 图 中 的 (c) 所 示 . 这 种 去 同步 化 总 是 发 生 在 “边缘 "振子 上 , 即 由 
于 两 个 集团 的 竞争 ,一 个 振子 会 脱离 一 个 集团 而 加 入 另外 一 个 集团 . 

同步 分 贫 树 不 仅 给 出 了 耦合 振子 系统 同步 分 岔 的 具体 过 程 ,反映 了 非 线性 
系统 的 内 部 有 序 变 化 ,而且 还 可 以 用 来 作 一 些 具体 计算 .例如 ,我 们 可 以 根据 同 
步 分 岔 树 计算 出 前 面 在 K., 附近 的 相 移 Ab .对 前 面 计 算 的 N=5 的 情形 , 当 K 
<K. 且 |K 一 K.| 很 小 时 ,所 有 振子 分 为 两 个 同步 集团 (3) 和 (1,2,4,5), 所 以 


A0,2.4 是 相同 的 .这 样 根据 关系 > Ab = 0, 我 们 有 


>S, A0= -A0=4A0, i=1,2,4,5. 
由 于 振子 2 与 3 属于 不 同 的 集团 ,并 且 ©, 20,0, X0, BTE Do =0 RNA 
A8, — A0, =2x, 


由 上 面 二 式 ,很 容易 可 以 解 出 Ab, = -E Abaas = 这 与 前 面 的 数值 观察 完 


全 一 样 .同样 对 前 面 N = 15 个 振子 的 情况 也 可 做 类 似 计算 ,可 以 得 到 Ab = an 


(i=4~11),A0, = - eR (joi, 12~15) .这 些 计 算 均 说 明 在 K, 附近 的 相 移 
取决 于 最 后 的 集团 的 情况 .对 一 般 情况 1” ,如果 K « 天. 时 系统 有 两 个 同步 集 
团 ( 不 排除 有 多 个 集团 的 特殊 情况 ) ,并 且 有 ON, 个 逆 时 针 旋 转 的 振子 (&, >0)， 


则 采用 类 似 上 面 的 讨论 可 知 


Ab = ZOA, (2.3.14) 


对 其 余 N — N, 个 顺 时 针 旋 转 的 振子 相 移 则 为 


2xN, 
二 二 .3.1 
A0, NC (2.3.15) 
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对 于 开放 链 的 情形 , 当 K< K, 时 的 两 个 集团 是 可 以 具体 知道 的 , 即 我 们 可 
以 知道 当 K 越过 临界 点 KK. 时 一 个 同步 大 集团 从 何 处 分 成 两 个 小 集团 .回忆 前 
面 我 们 证 明 N 一 同步 不 可 达到 时 引进 了 


X= e, (2.3.16) 
RERA o 是 因为 我 们 先 假设 了 w=0. 因 为 w 在 实际 中 根据 某 一 分 布 随机 给 
出 ,而且 可 正 可 负 , 所 以 X, 是 一 个 随机 行走 , 随 i 可 能 增加 也 可 能 减 小 .对 有 限 
的 N,|X,| 一 i 的 关系 可 以 有 多 个 局 部 极 值 ,但 总 存在 一 个 i, 使 得 | X; | 为 最 大 
值 .这 个 i。 即 集团 分 裂 的 位 置 ,i。 对 应 的 | X, | 亦 对 应 于 临界 值 K- 


2.3.4 同步 的 动力 学 表现 


在 前 面 我 们 集中 讨论 了 同步 过 程 的 平均 行为 , 即 o, 为 长 时 间 平 均 ,我 们 看 
到 非常 漂亮 的 同步 分 岔 现象 . 从 平均 的 角度 看 ,从 非 同步 到 全 局 锁 相 的 过 程 就 是 
一 个 不 同 程度 同步 的 分 岔 树 . 另 外 ,我 们 还 集中 分 析 了 在 全 局 同步 转变 点 附近 的 
动力 学 行为 ,但 对 于 同步 分 贫 树 其 中 的 更 多 地 方 我 们 尚 不 太 了 解 系统 的 动力 学 . 
本 小 节 将 对 此 进行 深入 分 析 . 

一 、 从 高 维 准 周期 到 低 维 准 周期 的 转变 

要 考察 系统 的 动力 学 行为 有 很 多 手段 ,其 中 最 有 说 服 力 的 手段 莫 过 于 观察 
系统 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 .知道 了 系统 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 谱 , 我 们 就 会 了 解 系统 吸 
引子 的 基本 性 质 .观察 指数 谱 随 系统 参数 的 变化 ,我 们 就 可 以 了 解 系统 吸引 子 随 
参数 的 变化 情况 . 

在 图 2 一 11(a) 中 ,我 们 计算 了 N=5 个 振子 的 李 指数 谱 随 看 合 强度 的 变化 
情况 . 若 指数 中 有 一 个 或 多 个 大 于 零 的 指数 , 则 说 明 系 统 运动 是 混沌 的 . 若 有 M 
个 指数 为 零 旦 没有 大 于 零 的 指数 , 则 说 明 系 统 的 运动 是 准 周期 , 即 相 空 间 中 的 吸 
引子 是 M 维 的 环 面 ( 记 为 TY ) .在 前 面 我 们 讲 到 了 Ruelle 与 Takens 的 准 周 期 
到 混沌 道路 的 分 析 中 曾 提 到 高 维 环 面 的 结构 不 稳定 性 '*“”” .实际 上 在 一 些 情 况 
下 (例如 系统 的 作用 不 是 变化 非常 剧烈 的 ) 高 维 环 面 也 可 以 以 非 零 测 度 存在 .以 
我 们 目前 分 析 的 系统 为 例 ,我 们 可 以 在 弱 耦 合 下 看 到 高 维 准 周期 的 存在 .在 图 2 
-11(a) 中 ,当天 委 0.75 时 ,我 们 看 到 系统 的 5 个 指数 A1.; 均 为 零 ,说 明 现在 系 
统 运动 在 Ts 上 进行 ,而 且 随 着 K 的 改变 可 以 稳定 地 保持 这 个 5 维 准 周期 . 当 
K>0.75 时 ,可 以 看 到 有 一 个 李 指 数 由 零 变 负 , 零 指数 数目 减少 一 个 ,说 明 这 个 
地 方 系统 的 吸引 子 有 一 个 突变 ,由 T 变 为 T'. 这 个 动力 学 上 的 突变 预示 着 一 
个 分 岔 的 发 生 . 对 比 图 (2-10) 的 N=5 的 同步 分 盆 图 ,我 们 可 以 发 现 正 是 在 这 
个 动力 学 的 突变 点 处 振子 4 和 5 发 生 同 步 .继续 增加 K 我 们 还 可 以 发 现 第 二 
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个 ,第 三 个 ,……: 动力 学 突变 ,每 次 突变 对 应 于 一 个 零 李 指 数 变 负 , 两 个 振子 同 
步 .因此 可 以 说 耦合 周期 振子 的 同步 过 程 从 动力 学 上 看 是 从 高 维 准 周期 向 低 维 
准 周期 过 渡 的 过 程 .在 每 一 个 突变 点 , 变 负 的 李 指 数 4, 都 遵守 下 面 的 标 度 规律 : 

à- ACKi - K)” (2.3.17) 
这 里 A 为 一 系数 , K' 为 突变 点 . 





D, 


— N U A tA 





(b) 


图 2-11 N=35 时 李 雅 普 诺 夫 指 数 谱 及 其 维 数 随 耦合 强度 的 变化 情况 
从 高 维 准 周期 向 低 维 准 周期 的 过 渡 意 味 着 系统 运动 的 吸引 子 维 数 降 
1 77 .我 们 可 以 计算 吸引 子 的 维 数 随 K 的 变化 .一 个 最 简单 的 维 数 计算 可 
以 根据 李 指 数 谱 得 到 .根据 Kaplan-Yorke 猜想 


D,-M*z 4, (2.3.18) 
这 里 M 是 一 个 满足 如 下 条 件 的 整数 : 
>) 4,20, see, (2.3.19) 


这 里 李 指 数 是 按照 由 大 到 小 的 顺序 排列 起 来 的 , 即 A, A, eS Ay. ER 2 - 
11(b) 中 我 们 计算 了 N=5 个 振子 情况 的 李 雅 普 诺 夫 维 数 D, BK 的 变化 ,可 以 
看 到 D, BAK 是 台阶 变化 .在 每 次 同步 (突变 ) 发 生 D, 前 维持 一 个 整数 ,在 越过 
同步 点 后 D, 减 小 1. 另 外 我 们 还 可 以 看 到 D, 的 反复 上 下 跳动 的 行为 ,这 说 明 
在 高 维 准 周 期 中 会 有 低 维 准 周期 (或 周期 ) 窗 口 . 

下 面 我 们 讨论 一 下 同步 点 附近 的 情况 .在 全 局 同步 临界 点 K。 附近 ,我 们 观 
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察 到 相差 的 同步 跳跃 和 脉冲 现象 . 在 集团 化 同步 点 附近 也 存在 类 似 的 情况 . 设 振 
子 /与 在 K>K' 时 同步 ,K<K. 时 8p,(1)=0,(1) 一 90(t) 会 出 现 相 移 ( 非 局 
域 化 ) .我 们 同样 可 观察 相差 的 速度 

$,(1)=0,(1) -0 (t), (2.3.20) 
K p 有 相位 移动 时 ,g,(:) 就 会 表现 出 脉冲 现象 .在 图 2- 12(a) - (c) 中 ,我 们 
给 出 了 在 几 个 不 同 临界 点 (Ti TT ,TT 一 T') 的 情况 ,可 以 看 到 明显 的 阵 
发 现象 .这 与 K. 的 阵 发 稍 有 不 同 , K. 附近 的 阵 发 的 “ 关 ?" 态 是 不 动 点 ,这 里 的 
“ 关 " 态 是 周期 态 或 准 周期 态 . 但 它们 的 共同 特点 是 相 邻 “ 开 " 态 的 时 间 间 隔 都 
是 规则 的 .我 们 在 图 2- 12(d) 中 给 出 了 这 几 种 不 同情 况 下 在 同步 临界 点 附近 
的 行为 ,可 以 发 现 ,它们 与 K. 附近 的 临界 行为 一 致 , 即 

《TSR =K] ^. (2.3.21) 
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图 2-12 在 不 同 临 界 点 附近 的 开关 阵 发 现象 


二 、 去 同步 导致 的 混沌 

在 上 面 我 们 看 到 了 在 振子 同步 的 进程 中 系统 的 运动 可 以 是 周期 的 、 准 周期 
的 (从 低 维 到 高 维 ) .由 于 我 们 所 研究 的 系统 是 高 维 非 线 性 的 (耦合 作用 是 非 线性 
的 ) ,因此 应 该 可 以 观察 到 混沌 现象 . 当 振子 个 数 N 比较 小 ,自然 频率 与 空间 距 
离 协调 比较 好 时 ,我 们 通常 只 能 看 到 规则 的 运动 T"(n 可 以 从 NN 一 直到 1), Bl 
如 前 面 所 看 到 的 N =5 的 情形 . 随 着 N 的 增加 ,自然 频率 随机 给 定 , 就 有 可 能 有 
混沌 运动 出 现 .在 图 2- 13 中 ,我 们 计算 了 N=15 情况 下 的 最 大 李 指 数 随 K 的 
变化 .可 以 看 到 ,在 KK 的 很 大 范围 内 都 有 4X, >0, 说 明 这 些 区 域 的 运动 是 不 规则 
的 .对 比 李 指数 与 同步 分 岔 树 的 图 ,我 们 可 以 知道 在 这 些 混 沌 区 ,系统 仍 处 于 部 
分 同步 的 状态 .在 图 2- 14 中 ,我 们 给 出 了 Poincaré 截面 图 来 分 析 系统 的 动力 
学 ,这 里 0,(n) 表 示 的 是 每 次 当 0,(z) 穿 过 2zxr 时 0 (zi) 的 值 .很 显然 当 天 > 开 。 
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图 2-13 N=15 时 最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 变化 
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图 2-14 N=15 时 在 不 同 耦合 强度 下 的 庞 加 莱 截 面 图 
it, ALAN oh A RT LAR RA 8, (n) = 9, (n +1) =-0.4 K<K, 时 , 系 
统 处 于 两 同步 集团 情形 ,系统 运动 是 周期 的 ,在 截面 上 我 们 可 看 到 8 个 点 ,说 明 
这 是 周期 8 的 解 .通常 在 两 个 集团 中 的 振子 运动 不 相同 (如 果 观 察 另 外 的 集团 ， 
可 看 到 周期 7 解 ). 一 般 说 来 , Ni 个 振子 的 同步 集团 的 运动 是 周期 (N - Ni RS, 
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另外 N - N, 个 振子 的 集团 则 表现 为 周期 N, 运动 .在 三 集团 的 区 域 ,我 们 可 以 


看 到 二 频 的 准 周期 (如 图 (b) 所 示 ) ,这 很 容易 理解 .对 现在 的 情形 ,我 们 有 > à, 


=60, + 60;,;+30,=0, EH FUB WI ZR TEE OE ES LRL K 很 小 时 ,我 们 
可 以 看 到 系统 的 准 周期 具有 很 高 的 维 数 ( 如 图 (e)). 在 中 间 的 区 域 , 则 可 看 到 环 
面 被 破坏 的 混沌 运动 ( 见 图 (c) 及 (d)). 

上 述 的 混沌 运动 与 振子 的 同步 状态 有 密切 的 关系 .在 图 2 一 15 中 ,我 们 给 出 
两 个 放大 的 同步 分 岔 树 及 其 相应 的 最 大 李 指 数 的 变化 .很 清楚 可 以 看 出 , 当 原先 
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图 2-15 放大 的 同步 分 贫 树 及 其 相应 的 最 大 李 指 数 的 变化 


同步 的 两 振子 (或 集团 ) 失 去 同步 时 ,最 大 李 指 数 变 为 正 , 而 当 新 的 同步 出 现时 ， 
指数 又 变 为 零 , 我 们 把 这 种 现象 称 为 去 同步 导致 的 混沌. 当 我 们 观察 相差 的 行为 
时 ,可 以 看 到 $, (1) 的 无 规则 脉冲 .图 2 一 16(a)、(b) 中 给 出 了 N = 15 个 振子 在 
K 22.56 和 2.60 时 $1(z) 的 行为 (振子 1 和 2 同步 前 ) ,可 以 看 到 在 环 面 附近 的 
开关 脉冲 式 阵 发 行为 .增加 K 时 ,新 的 长 阵 发 时 间 间 隔 尺 度 会 加 入 到 竞争 中 , 当 
K 趋 近 同步 点 时 ,会 出 现 无 穷 长 的 时 间 尺 度 , 阵 发 停止 .为 便于 观察 ,在 图 (c)、 
(d) 中 我 们 给 出 了 N —9 和 15 两 种 情况 下 在 同步 临界 点 前 的 阵 发 时 间 T 与 天 
的 关系 .可 以 看 到 ,当天 离 临界 点 较 近 时 , 阵 发 频繁 地 进行 .逐步 增加 开 ,可 以 发 
现 有 新 的 逐步 加 入 进来 ,而 加 入 的 方式 是 台阶 式 的 .新 增加 的 是 时 间 尺 度 与 
原 有 时 间 尺 度 无 规 地 交替 出 现 ,导致 了 阵 发 的 随机 发 生 , 正 是 这 种 多 种 时 间 尺 度 
的 竞争 导致 了 前 面 的 去 同步 混沌 0401 . 
三 、 阻 挫 效 应 
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图 2-16 混沌 阵 发 


阻 挫 效 应 对 耦合 振子 系统 同步 的 影响 近 些 年 引起 人 们 的 注意 UU 
在 Heisenberg XY 模型 , Frenkel-Kontorova 模型 及 其 他 系统 相 变 研究 中 是 一 
非常 重要 的 参量 .例如 在 约瑟夫 森 结 阵 列 和 阶梯 实验 中 ， We Aca ERI. 
在 实验 上 , 阻 挫 可 以 由 加 上 一 个 磁场 而 很 容易 实现 .下 面 我 们 来 讨论 这 个 参量 在 
振子 同步 过 程 中 的 作用 "1. 

我 们 仍然 采用 N 个 正弦 耦合 的 相位 振子 系统 来 描述 : 


A i (2.3.22) 


这 里 a 即 阻 挫 ， 它 描述 相 邻 振子 之 间 相 位 的 自然 失 配 ( 相 移 )， 其 他 参量 与 前 面 
相同 .在 图 2 一 17(a) 中 我 们 计算 了 N=5 时 同步 分 岔 树 O, 随 a 的 变化 情况 . 自 
RR |w} = |1.955,0.718, — 2.862, 一 0.126,0.3151,K=1.83( 无 阻 挫 时 系 
统 达 到 全 局 同步 态 ), 可 以 看 出 ,在 a 的 很 大 区 间 内 系统 仍 可 保持 集团 态 , 同 时 
平均 频率 随 a 有 一 个 移动 .在 a 之 0.45 时 ,集团 态 遭 到 破坏 ,振子 出 现 二 集团 
A ;继续 增加 阻 挫 ,振子 很 快 以 各 自 不 同 的 频率 振荡 (完全 非 同步 态 ) .在 a 很 小 
的 区 间 我 们 还 可 看 到 多 集团 态 , 这 表明 阻 挫 会 破坏 系统 的 同步 . 

实际 上 阻 挫 引 发 的 去 同步 可 以 由 N = 2 振子 的 情况 容易 理解 .对 N=2, 运 
动 方 程 为 

biz = w,,; + Ksin(6,,, — 815-2); (2.3.23) 

引入 相位 差 $8(1) = 0, (1) - 06, CD IK B RMR A= wi 一 w (不 失 一 般 性 , 设 
A>0) ,可 得 到 


2.3 耦合 周期 振子 同步 的 动力 学 79 




















图 2-17 N=5 时 同步 分 岔 树 O, 随 a 的 变化 情况 及 其 李 指 数 谱 变化 情况 


b CES A UE osasit. (2.3.24) 
这 正 是 过 阻尼 情况 的 单 摆 方程 .显然 当 2K|cos a | ZA 时 方程 有 不 动 点 解 ( 对 应 
于 N=2 振子 系统 的 同步 解 ) , 即 


^ 
ze = : , 
KZK. Ds (2.3.25) 


M annn 为 整数 ) 时 ,|cos al « 1, BUE K, (ac nx, A) > K. (nz, A).'Re 
别 地 , 当 w= nr+ 本 时 ,|cos a|=0, 因 此 Ko , 即 此 时 两 个 振子 的 锁 相 是 不 


能 达到 的 . 当 N>2 i, K, 与 a 的 依赖 关系 更 为 复杂 ,但 在 = nx+ 广 附近 的 行 


为 类 似 ,因此 我 们 总 可 以 看 到 a = nm 二 附近 的 去 同步 行为 . 


上 述 的 阻 挫 引发 去 同步 可 以 导致 复杂 的 动力 学 ,这 在 N=2 的 情况 下 是 观 
察 不 到 的 .一 方面 ,与 前 面 讨论 的 同步 动力 学 类 似 ,去 同步 伴随 着 系统 由 低 维 准 
周期 (或 周期 ) 向 高 维 准 周期 的 转变 .而 高 维 准 周期 在 拓扑 上 是 不 稳定 的 ,因此 阻 
挫 可 引发 系统 的 混沌 行为 .在 图 2 一 17(b) 中 我 们 计算 了 对 应 于 图 (a) 的 同步 分 
贫 树 的 李 指 数 谱 4, .我 们 可 以 清楚 地 看 到 上 述 现象 (看 李 指 数 由 零 变 负 与 同步 
的 对 应 及 正 的 最 大 李 指 数 ). 

上 述 混沌 的 出 现 伴随 着 环 面 的 破坏 .我 们 既 可 以 看 到 由 通常 的 T 向 混沌 
的 转变 (Ruclle-Takens 道路 ). 也 可 以 看 到 由 高 维 准 周期 向 混沌 的 转变 ,因此 这 
个 系统 可 以 用 来 对 准 周期 迈 向 混沌 的 道路 进行 深入 细致 的 研究 . 准 周期 可 以 有 
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多 种 方式 失 稳 而 变 为 混沌 运动 ,这些 机 制 大 多 是 准 周期 道路 与 其 他 道路 的 结合 . 
以 T? 为 例 , 它 的 一 种 典型 方式 是 通过 阵 发 而 使 得 环 面 直接 遭 到 破坏 ,这 样 在 
T^ 出 现 之 前 就 被 破坏 .另外 一 种 我 们 在 本 系统 中 看 到 的 机 制 是 环 面 的 倍 分 贫 过 
程 , 即 单个 T^ 环 面 可 以 随 a 改变 而 出 现 两 个 T? 环 面 ,进而 分 成 四 个 、 八 个 、… 
而 进入 混沌 .通常 这 种 倍 分 岔 过 程 不 像 Feigenbanum 的 倍 周期 道路 那样 是 无 限 
的 ,在 几 次 分 岔 之 后 运动 就 可 变 为 混沌 的 .在 图 2-18 中 ,我 们 给 出 N=5 个 振 
FE K =1.667 时 及 不 同 a 的 Poincaré 截面 .截面 (0, ,0;) 上 的 每 一 个 点 是 当 0, 
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图 2-18 利用 庞 加 莱 截 面 看 到 的 环 面 倍 周期 分 贫 


ZEE n 时 得 到 的 ( 取 2x 的 模 ). 可 以 看 到 当 o = 1.38 时 ,截面 由 四 条 连续 线 构成 ， 
说 明 此 时 系统 的 运动 是 T^ 准 周期 的 .在 a=1.395, 可 以 看 到 前 面 的 每 条 线 分 
盆 成 为 两 条 相交 的 线 ,表明 T^ 环 面 经 历 了 一 次 拓扑 的 变化 ( 折 伙 或 旋转 ) ,这 就 
是 环 面 的 倍 分 贫 现 象 048.14%1 .显然 后 者 比 前 者 在 结构 上 复杂 了 .这 种 倍 分 岔 现象 
可 以 发 生 多 次 .我 们 通过 仔细 观察 可 以 看 到 8 一 9 次 倍 分 岔 .在 @ =1.403 9, K 
们 看 到 倍 分 贫 过 程 终止 , 环 面 变 为 混沌 的 .这 种 混沌 称 为 环 面 混 沌 ,其 特点 是 环 
面 本 质 仍 存在 ,但 其 结构 已 被 破坏 . 当 w=1.404 4 时 ,可 以 看 到 混沌 环 面 通过 阵 
发 变 为 更 大 尺寸 (危机 ) . 

通过 高 维 Poincere 截面 技术 ,我 们 可 以 对 上 述 倍 分 岔 过 程 有 一 个 更 清楚 的 
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认识 .我 们 可 以 取 当 0, 5j 0, 同时 穿 过 x 时 的 (0, ,0, ) 为 截面 .在 图 2- 19(a) 中 
画 出 了 根据 高 维 截面 的 高 维 分 岔 图 9, — a. 我 们 可 以 清楚 地 观察 到 在 a = 1.382 
及 1.401 8 WHA. a™1.404 5, 环 面 破裂 ,系统 由 局 部 混沌 扩展 为 大 范围 
混沌 (危机 ). 对 应 于 分 贫 图 ,我 们 给 出 相应 的 李 指 数 谱 的 变化 [图 2- 19(b)]. 对 
T2,A =0,) ,5<0, 我 们 可 以 很 清楚 看 到 在 每 一 个 环 面 倍 分 岔 点 ,As EH ff 
3E ,再 变 负 ,表明 一 次 分 岔 的 发 生 . 在 图 中 我 们 只 粗略 给 出 两 次 分 岔 ,实际 上 通过 
放大 参数 区 还 可 以 看 到 更 多 的 A, RETE 
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1.402 1.403 1.404 
Wi 2-19 利用 高 维 庞 加 莱 截 面 看 到 的 环 面 倍 周期 分 贫 到 混沌 的 变化 
对 于 T (n >2) 如 何 破裂 变 为 混沌 的 机 制 的 讨论 则 要 复杂 得 多 .我 们 一 方 


面 可 以 通过 观察 李 指数 谱 来 分 析 , 另 一 方面 可 以 通过 前 面 提 到 的 高 维 Poinceré 
技术 .由 于 这 两 种 方法 都 比较 耗费 机 时 ,因此 讨论 要 更 困难 . 初步 的 分 析 表 明 ,高 
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维 环 面 拓扑 更 不 稳定 ,除了 可 通过 阵 发 变 为 混沌 外 ,还 可 能 通过 倍 分 盆 进 入 混 
沌 .但 拓扑 不 稳定 性 决定 了 可 观察 到 的 倍 分 岔 次 数 比 T* 更 少 .我 们 在 计算 T 
时 只 看 到 一 次 倍 分 岔 就 使 得 环 面 破裂 成 为 混沌 (可 以 看 到 残存 的 T 环 面 ) .总 
的 来 说 这 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 


2.3.5 耦合 极限 环 同 步 的 振幅 效应 


到 目前 为 止 ,我 们 的 讨论 仅 限于 对 振子 相位 之 间 的 关系 进行 了 探讨 .这 在 很 
多 情况 下 是 有 意义 的 ,因为 旋转 (振荡 ) 中 最 重要 的 自由 度 就 是 相位 ,只 研究 相位 
模型 的 优点 在 于 可 以 抓 住 振 子 同步 的 本 质 . 另 一 方面 ,有 一 些 现象 如 振荡 死亡 
(oscillation death) 等 仅仅 用 相位 模型 是 无 法 得 到 解释 的 ,此 时 必须 考虑 振动 的 振 
幅 对 同步 动力 学 的 影响 "25 1. 

我 们 可 以 考虑 如 下 的 看 合 振子 模型 ; 


z,—-z,(l-zz; ZPO z,), (2.3.26) 


其 中 z, = x) + iy, = re” 是 复 变 量 ,“ x "ERRAR. EARRA ERTE F 
SABRE wo, 表示 第 i 个 振子 的 自然 频率 . 
在 无 相互 作用 时 ,单个 振子 方程 为 


g,=2,(1- 2,2) + iw,), (2.3.27) 
用 模 - 幅 角 变 量 可 以 很 容易 得 到 : 
oe 
, (2.3.28) 
0, = w. 


这 正 是 我 们 第 一 章 中 的 极限 环 运动 方程 . 表示 振子 以 w 频率 .单位 半径 一 =1 
旋转 .自然 频率 w 可 以 如 前 那样 以 分 布 (对 称 . 单 峰 )g(w) 随 机 给 定 .没有 耦合 
时 每 个 振子 按 其 自然 频率 在 单位 贺 上 转动 ,加 入 平均 场 而 合 项 时 ,系统 的 动力 学 
会 发 生 很 大 的 改变 . Matthews 等 人 讨论 了 此 模型 的 合作 同步 行为 ,在 数值 模 
拟 中 他 们 采用 800 个 振子 ,振子 自然 频率 以 分 布 g(w)=1/27Y,wE[ 一 7 了 ,7] 给 定 .为 
PERATA TAMERS AERAR: 


D z, (2.3.29) 
这 里 R 代表 的 是 同步 程度 .在 图 2- 20 PM R(t) K=0.8 34h y 时 
的 行为 ,图 (a) — (d) 分 别 对 应 y 20.6,0.8,1.0,1.2. 24 y Be. R 长 时 间 后 
不 依赖 于 时 间 , 且 不 为 零 ,说 明 系 统 自发 地 达到 了 同步 . 当 y 增加 时 ,R(1) 表 现 
为 大 幅度 振荡 , 且 会 表现 出 无 规则 的 振荡 行为 ,说 明 系 统 存 在 混沌 运动 . 当 7 很 
大 时 ,R(i) 在 零 附 近 作 小 幅 振 划 Ri) 一 O(VN), 说 明 系 统 处 于 非 相 干 态 . 
R(1) 的 行为 说 明 这 个 系统 表现 出 复杂 的 动力 学 行为 . 
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图 2-20 R(z) 在 =0.8 时 的 时 间 演 化 行为 


在 图 2-21 中 给 出 了 在 平面 K 一 7 上 的 相 图 .通过 这 张 图 我 们 可 以 较为 清 
楚 地 了 解 系统 复杂 的 动力 学 .从 图 2-21(a) 中 可 以 看 到 .整个 参数 平面 被 分 为 
四 个 部 分 ,每 一 部 分 的 动力 学 行为 都 不 相同 .图 的 左上 和 角 一 大 片区 域 是 锁 相 区 
(同步 区 ) ,这 部 分 区 域 中 系统 振子 达到 全 局 同步 ,系统 有 稳定 不 动 点 ,R >0. 由 
于 系统 是 旋转 对 称 的 ,因此 ¢ 是 任意 的 .图 的 右 下 角 一 大 片区 域 称 为 非 相 干 区 
( 非 同步 区 ), 在 这 片区 域 中 ,每 个 振子 都 按 各 自 的 自然 频率 旋转 ,半径 均 为 
V1 一 KK ,R(t)=0, 这 两 片区 域 都 是 我 们 前 面 研 究 过 的 .对 于 位 相 振 子 而 言 , 间 
步 区 与 非 同 步 区 之 间 的 边界 非常 简单 ,但 考虑 振子 振幅 后 ,这 二 者 之 间 的 边界 区 
域 就 变 得 非常 复杂 .在 相 图 的 右上 角 称 作 死 亡 区 ,在 这 个 区 域 中 所 有 振子 都 无 振 
GABA = =0 是 稳定 的 ,R =0. 极 限 环 振子 由 于 耦合 而 产生 的 集体 死亡 行为 
是 典型 的 振幅 效应 . 

耦合 引发 振动 死亡 的 行为 可 以 从 N=2 个 振子 的 行为 来 理解 .考虑 下 面 N 
=2 个 相互 作用 的 线性 化 振子 : 

£,=2,(1t+iw,) + K(z;- zi), 


2.3.30 
£j,7 z,(l*io) + K(z, - 22), ) 


为 简便 , 设 o = C t) Lg pe w= — w, =A. 对 上 面 方程 进行 线性 稳定 性 
分 析 可 得 本 征 值 
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图 2-21 在 K-7Y 平 面 上 的 同步 动力 学 相 图 


ài; 7p -Kt /VK'-N. (2.3.31) 
上 面 方程 有 解 zx; = zx, =0, 当 且 仅 当 ,<0 时 稳定 .这 样 我 们 得 到 振子 死亡 的 
稳定 区 域 为 

ue Key (2.3.32) 

若 固定 p UAR A> HK >p 时 ,两 振子 的 振动 就 会 由 于 相互 作用 

而 停止 .从 物理 上 看 ,上 面 的 耦合 给 每 一 振子 带 来 了 额外 的 耗 散 效 应 ,如 果 二 振 

子 自然 频率 相差 较 大 ,每 个 振子 就 不 会 从 另外 振子 得 到 足够 能 量 以 抵消 耗 散 ,从 

而 导致 振动 停止 .这 种 机 制 同样 适用 于 前 面 的 非 线 性 振子 及 多 振子 的 情况 ,因此 
它 是 由 于 相互 作用 而 带 来 的 一 种 集体 效应 . 

在 锁 相 区 与 非 相 干 区 之 间 还 有 一 小 片区 域 ,其 行为 如 图 2 - 200b) Co) F 

R CCS £128 Bos ,表现 为 大 幅 振 荡 , 既 有 规则 的 也 有 非 规 则 的 ,我 们 称 之 为 非 定 

态 区 .如 果 进 一 步 研究 这 个 区 域 的 结构 的 话 , 会 发 现 它 包 含 丰 富 的 结构 ,如 图 2 

-21(b) 所 示 . 首 先 , 当 开 >1 时 , 锁 相 态 会 通过 Hopi 分 贫 失 稳 ,导致 一 个 在 锁 相 

态 附 近 的 小 幅 准 正弦 振荡 ,我 们 称 之 为 Hopf RAK. 4 K «1 时, 锁 相 态 也 可 以 
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通过 鞍 结 分 倪 失 稳 成 为 一 个 大 幅 振 荡 ,R(i) 可 以 在 0 与 一 个 很 大 的 值 之 间 振 
葛 ,我 们 称 此 区 为 大 幅 振 荡 区 .这 个 区 的 振荡 是 周期 的 .大 幅 振 荡 会 继续 通过 
Hopf 分 贫 失 稳 ,从 而 会 增加 非 公 度 的 频率 (可 能 会 有 多 个 ) ,从 而 出 现 准 周期 及 
高 维 准 周期 振荡 .此 区 称 为 准 周期 区 .系统 一 般 可 以 在 此 通过 Ruelle-Takens 道 
路 而 进入 混沌 区 ,如 图 (2 一 21) 所 示 . 系统 也 可 以 通过 亚 临 界 分 倪 方 式 由 非 相 干 
区 过 渡 到 混沌 区 ,二 者 之 间 有 一 个 非常 窗 的 区 域 表 现 为 滞后 行为 ,系统 动力 学 依 
赖 于 初始 条 件 或 处 于 混沌 状态 或 处 于 非 相 干 状 态 . 这 种 多 稳 区 在 非 稳 态 与 别 的 
区 域 交界 处 也 可 以 发 现 . 
定 态 解 如 振动 死亡 、 锁 相 及 非 相 干 区 的 边界 可 通过 解析 近似 方法 求 出 . 令 

z 7 r,e^ ,系统 方程 可 化 为 


0= w- ER sin 0, 
r (2.3.33) 


P—r(1-K-r)*KRcos 0. 
这 里 消去 了 下 标 “7j”. 对 于 振动 死亡 与 锁 相 解 ,系统 的 状态 都 是 不 动 点 ,上 式 有 w 


= SE sin 9,r(r + K - 1) = KRcos 9, 这 样 可 得 到 





( KRsin 9)! =w (1- K + wcot 8). (2.3.34) 
不 动 点 必须 同时 满足 下 面 的 自 洽 方程 : 


R- n rcos Og(w)dw. (2.3.35) 


振动 死亡 的 边界 可 由 xz=r=0 决 定 ,其 他 边界 则 要 困难 一 些 ,具体 的 计算 要 通 
过 解 上 面 方程 并 对 方程 解 进行 线性 稳定 性 分 析 得 到 .主要 结果 如 下 :振动 死亡 与 


非 相 干 区 之 间 的 边界 为 K=1(7>5), 它 与 锁 AMEZAA an ( X.) = 


cq , 锁 相 区 与 非 定 态 之 间 边 界 为 y= Ei Ee (5-&)e ] oc. 





6 36 64 
是 相位 模型 边界 结果 y= TK ep. 3p ds ts dE ds I M POR S 


(0) g(v)do " _ 、 
Oro Bode, cim AR K = m MIRI GR 


些 解 析 结 果 都 与 数值 模拟 符合 得 很 好 .总 之 ,在 考虑 振子 的 振幅 效应 后 RR R 
统 的 同步 动力 学 会 更 复杂 ,也 值得 进一步 探索 .上 面 的 模型 可 推广 到 其 他 形式 的 


振子 , 非 线 性 耦合 .近邻 耦合 ,其 他 自然 频率 分 布 情况 ,这 些 问题 大 部 分 都 不 太 清 
1. 
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2.4 BAREA AGEA 


我 们 在 前 面 花 大 笔墨 讨论 了 耦合 周期 振子 的 同步 行为 .一 个 主要 原因 是 虽 
然 这 方面 的 研究 时 间 很 长 ,但 却 没有 一 本 中 文 专著 进行 详细 系统 的 讨论 .而 男 一 
个 原因 ,如 我 们 下 面 看 到 的 ,混沌 同步 在 很 多 方面 与 周期 振子 同步 根本 不 同 , 但 
有 一 些 方面 则 有 相似 性 .通过 前 面 的 讨论 ,耦合 周期 振子 系统 可 以 表现 出 高 度 合 
作 的 有 序 行为 ,也 可 以 表现 出 复杂 的 动力 学 .在 前 面 我 们 看 到 了 同步 过 程 中 的 混 
沌 行为 ,可 以 认为 这 是 混沌 同步 的 一 种 表现 形式 .但 下 面 的 讨论 并 不 着 眼 于 这 种 
形式 的 混沌 同步 .我 们 所 关心 的 耦合 系统 的 个 体 是 混沌 系统 .我 们 将 探讨 当 这 些 
本 身 会 表现 出 复杂 的 无 规则 运动 的 振子 有 相互 作用 后 会 表现 出 什么 样 的 行为 . 
我 们 将 会 看 到 ,混沌 系统 同步 的 内 容 要 比 周期 振子 丰富 得 多 . 

早期 对 混沌 同步 的 研究 与 控制 问题 有 关 . 这 里 我 们 把 混沌 同步 问题 纳入 到 
同步 问题 本 身 的 大 框架 中 ,这 在 理论 上 更 有 意义 ,因为 本 身 混沌 同步 问题 就 是 传 
统 的 同步 研究 的 发 展 .混沌 同步 研究 可 以 借鉴 周期 运动 同步 的 一 些 理论 和 思想 
方法 ,但 由 于 其 自身 的 特殊 性 ,因此 必须 发 展 新 的 理论 ,对 其 进行 重新 认识 ,包括 
两 条 混沌 轨道 同步 的 可 能 性 、 条件 及 类 型 等 . 自 本 节 以 后 的 几 节 我 们 将 阐述 混沌 
系统 的 完全 同步 (精确 同步 ) 广义 同步 、. 相 同步、 滞后 (延迟 ) 同 步 及 测度 同步 等 ， 
揭示 在 耦合 混沌 系统 中 的 不 同 程度 同步 的 分 盆 . 


2.4.1 两 个 相互 作用 混沌 系统 的 同步 


一 、 替 代 信 号 驱动 混沌 同步 

下 面 我 们 考虑 两 个 完全 相同 的 混沌 系统 的 同步 问题 "”"* .由 于 混沌 运动 
众所周知 的 蝴蝶 效应 (混沌 运动 的 初 值 敏感 性 , 即 任何 两 条 相 邻 轨道 指数 分 离 )， 
即使 两 个 完全 相同 系统 从 完全 相同 的 初始 条 件 出 发 ,其 同步 轨道 也 是 十 分 脆弱 
的 ,一 个 极 小 的 扰动 即 可 破坏 这 种 同步 性 ,从 而 使 人 们 很 长 时 间 以 来 回避 对 混沌 
同步 的 研究 .1990 年 ,Pecora 5j Carroll 研究 了 有 相互 作用 的 两 个 混沌 系统 ,其 方 
案 是 用 一 个 系统 的 输出 驱动 另 一 系统 , 即 用 一 个 驱动 系统 


MEM (2.4.1) 
y= f(r,y) 
的 混沌 信号 y(1) 去 驱动 一 个 形式 与 参数 完全 相同 的 响应 系统 
yy) (2.4.2) 
Y= f,(X, Y), 


其 中 xz=(xi s =X yy) Y= (Y, 7, Y,) E 
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然 对 于 响应 系统 而 言 ,X(t1)= z(t),Y(1)= y(t) 为 一 个 解 ; 称 为 同步 混沌 解 . 
一 个 关键 问题 是 这 个 解 能 否 稳 定 . 我 们 可 以 在 同步 混沌 解 (x(1),y(i)) 附 近 对 
响应 系统 方程 线性 化 . 令 OX = X(t) 7 xlt), OY= Y(t) -y(t) 代 和 人 响应 系统 
方程 并 取 线 性 项 ,可 得 到 








af (X,y) 
$6) -"()- IX XC) = a(t) 
droy òY AT XC) p ox ES x= zt) OY | 
Yi -» YG) = 90) 
(2.4.3) 


SER AE (c(t), y(t) BRERA IF DS E ET EE M 的 本 征 值 为 负 ,我 们 称 
这 些 本 征 值 为 条 件 李 雅 普 诺 夫 指数 .因此 上 面 的 驱动 -~ 响应 替代 信和 号 系统 同步 
的 充 要 条 件 为 其 条 件 李 指数 全 部 为 负 , 系 统 达到 的 同步 由 于 轨道 完全 相同 ,因而 
称 为 完全 同步 (或 精确 同步 ) ,下 面 我 们 以 Lorenz 系统 为 例 , 即 用 驱动 系统 为 





t=ol(y--x), 
| (2.4.4a) 
¿= ry- bz 
的 信号 z(t) 来 驱动 响应 系统 : 
X-2c(Y-X), 
[i are (2.4.4b) 
Z=xY — bZ. 
模拟 中 我 们 取 参 数 vc=10,2 =8/3,o=40. 为 测量 同步 程度 Rie CEB 
D(t)=[((X-2) *(Y-y? *(Z-z)]^. (2.4.5) 


在 图 2- 22 中 我 们 计算 了 D(z) 的 演化 .可 以 看 到 D(z) 随 时 间 很 快 趋 于 
零 , 说 明 系 统 到 达 同 步 . 
60 


40 


20 


& 2-22 D(z) 随 时 间 的 演化 
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二 、 反 馈 驱 动 混沌 同步 
考虑 一 个 混沌 系统 


£=f(x), zxz-—(x 75.) (2.4.62) 
用 其 产生 的 混沌 信号 x(i) 反 馈 到 另 一 完全 相同 的 响应 系统 上 : 
y7f(y)-G(y-x), y= (ysy), (2.4.6b) 


其 中 G 为 n Xn 反馈 矩阵 . 当 适 当 调节 G 矩阵 的 参数 时 ,此 驱动 -响应 系统 也 
可 以 达到 完全 同步 状态 y (GO) = x(i). 对 这 样 的 驱动 响应 系统 ,我 们 仍 可 计算 响 
应 系统 沿 同步 混沌 轨道 的 条 件 李 指数 . 当 调 节 参 数 使 得 所 有 条 件 李 指数 变 为 负 
时 ,系统 即 可 达到 完全 同步 . 

仍 以 Lorenz 振子 为 例 , 驱 动 振 子 与 前 面相 同 , 设 对 响应 系统 的 Y 分 量 施加 


反馈 : 
X=e(Y-X), 
Y--XZ-peX-Y-e(Y- y). (2.4.7) 
Z-XY- b, 
其 中 e 为 可 调 参 数 . 
25 
20 (b) 
20 
15 人 
9 30 
10 
5 
一 20 
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图 2-23 D(z) 的 演化 


图 2-23(a) 给 出 了 D(z) 的 长 时 间 平 均 (DD) 随 参数 。 的 变化 ( 暂 态 过 程 去 
Pi) AT LAS SID) BA e 增加 逐渐 减 小 , 当 ss2.95 时 ,《D) 习 0, 说明 驱 动 响应 系 
统 通 过 反馈 达到 同步 .图 (b) 画 出 的 是 在 e=4 时 的 X(t1)~~z(1) 图 ,可 以 看 到 所 
有 点 均 处 于 对 角 线 X= x 上 ,也 反映 出 响应 系统 与 驱动 信号 同步 . 

反馈 信号 混沌 能 否 达 到 不 仅 取决 于 反馈 的 强度 ,也 取决 于 G RR EE BU EC 
适当 地 选取 G 可 以 使 系统 同步 ,否则 难以 达到 . 

上 面 讨论 的 两 种 完全 同步 方式 实际 上 与 混沌 控制 有 密切 关系 .对 比 混沌 控 
制 方法 ,我 们 可 以 看 到 同步 化 实际 是 一 种 广义 的 混沌 控制 ,即将 系统 控制 到 同步 
轨道 上 .我 们 可 以 把 混沌 控制 的 有 关 方 法 移植 到 混沌 的 同步 化 问题 中 来 .但 由 于 
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我 们 的 讨论 不 以 控制 为 目的 ,而 在 于 了 解 耦合 混沌 系统 内 部 的 同步 分 岔 ,因此 后 
面 讨 论 不 再 涉及 如 何 使 系统 达到 同步 化 . 
三 、 相 互 耦合 混沌 系统 的 完全 同步 
下 面 考虑 两 个 相同 振子 之 间 相 互 耦合 的 情况 . 设 系统 的 动力 学 为 
Ec—f(x)tsG(y-x), 
y2f(y)*eG(x- y), 
L= (E1, Ea, La) Y5 (Y1 Y2 Yn) 

SE e =0 时 ,两 个 振子 沿 各 自 的 轨道 演化 ,尽管 它们 具有 相同 的 吸 
引子 ,但 初始 条 件 不 同 ,因此 其 运动 不 相同 .小 的 耦合 强度 不 能 使 其 运动 相同 . 24 
耦合 强度 到 达 一 定 程度 时 ,如 果 G 矩阵 选 得 好 ,两 条 不 同 轨道 就 会 被 “吸引 ”到 
一 起 来 ,从 而 达到 完全 同步 . 

显然 上 述 耦 合 系统 具有 同步 解 x(1) = y GO ,在 此 解 附近 将 方程 线性 化 ,我 
们 可 以 得 到 


(2.4.8) 





§=[Dp(2(2))- Ga, (2.4.9) 
à f, 
B= al) -yE Gi ose arty 94) (DI = BS |. 
(2.4.9b) 


根据 线性 化 方程 我 们 同样 可 计算 沿 同步 流 形 zx(:)= y(t) 的 李 指 数 (横向 
李 指 数 ) .同样 地 , 当 且 仅 当 最 大 横向 李 指 数 为 负 ,完全 同步 解 是 稳定 的 . 
我 们 以 两 个 相同 的 耦合 Lorenz 振子 为 例 , 其 动力 系统 方程 为 
之 =a(y 一 工 )， 
y7-zxuxztgr-yts(y- Y), 
£-zzxy-bz, 
X-c(Y-X), 
Y--XZ*pX-Y*e(Y- y), 
Z-XY- bz. 
在 图 2 - 24 中 我 们 计算 了 最 大 横向 李 指 数 随 e 的 变化 情况 .可 以 看 到 当 e 
—2.5 时 A 由 正 变 负 , 说 明 这 是 同步 的 转变 点 . 


(2.4.10) 


0.1 


0 1| 2 3 4 5 


图 2-24 最 大 横向 李 指 数 随 c 的 变化 情况 
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一 个 没有 讨论 的 问题 在 同步 点 附近 的 临界 情况 .由 于 系统 运动 的 混沌 性 ,在 
同步 临界 点 附近 会 有 以 同步 流 形 为 “ 关 " 态 的 开关 阵 发 行为 ,这 里 不 再 讨论 . 


2.4.2 多 个 耦合 混沌 振子 系统 的 完全 同步 


下 面 我 们 讨论 多 个 线性 耦合 混沌 振子 完全 同步 的 可 能 性 及 其 失 稳 分 盆 . 原 
则 上 说 多 个 振子 同步 的 问题 比较 复杂 ,但 对 于 最 近邻 耦合 的 情况 现在 已 经 有 了 
一 套 处 理 办 法 . 


一 、 混沌 同步 态 的 稳定 性 分 析 
我 们 考虑 下 面 的 N SMART BBA MER ERE OO: 
a, = f(uj) t ePCu,,,-2u, + ug), (2.4.11) 
j=0,1,, N- l,uys.xs)- u(t). 
这 里 a = f(u) 描 述 的 单个 振子 的 动力 学 ,wu ER" ,f:R" 一 R" 为 非 线性 函数 矢 
量 .e 为 耦合 强度 , 为 一 ” 维 的 对 角 矩 阵 ,对 角 元 为 yi ,7Y,,… Y, ,并 且 所 有 的 
和 矩阵 元 都 处 于 0 到 1 28], y, € [0,1]. 
很 显然 同步 流 形 解 








ug = uum uy aU = S(t) (2.4.12) 
为 系统 的 一 个 解 .我 们 将 考察 同步 解 流 形 M= luum uu mo muy = SC 的 
稳定 性 及 其 失 稳 后 的 分 岔 .容易 看 出 同步 流 形 具有 与 单个 振子 完全 相同 的 维 数 . 
为 分 析 稳 定性 , 令 wu (1)= S(t)+ (1), 代 入 上 述 方 程 并 对 其 线性 化 可 以 得 到 
& - DfG)8 * c(5., 726 + E1), (2.4.13) 
这 里 Df(s) 是 f RMR BUB ISI RUE S(z) 的 雅 可 比 . 上 述 的 线性 化 矩阵 是 循环 
三 对 角 和 抢 阵 (由 于 周期 边 条 ,在 左下 与 右上 角 分 别 有 非 零 失 阵 元 ). 我 们 可 以 把 
E 按 空间 Fourier 模 展 开 而 对 角 化 . 即 把 





EG) = Dn ISIN (2.4.14) 
代 和 人 线性 化 方程 , 则 可 以 得 到 
in = [ p(s) - 4esi (Sn n. (2.4.15) 


k-0,1,7,N-1. 
这 种 对 角 化 实际 上 是 使 得 各 种 模 解 耦 ,从 而 得 到 上 面 模 的 独立 方程 .由 于 
Rely) 5 Im(  ) 满 足 同 样 的 方程 ,因此 在 考察 同步 态 的 稳定 性 只 需 考察 = 0， 


ly ,分 模式 方程 即 可 . 这 些 模式 中 ,最 大 波 数 的 模 (对 应 最 短波 长 ) 对 应 于 Ru 


= N[2,k =0 的 模 决定 着 在 同步 流 形 上 的 运动 (sin 等 =0) ,此 模 有 个 李 指 
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数 , 之 区 之 … 宇 49, 对 应 于 原 振子 的 李 指 数 . 当 i520 时 ,同步 态 则 为 混沌 的 ， 
RAO 的 所 有 模式 代表 同步 流 形 的 横向 变化 . 对 第 & 个 模式 ,我 们 可 以 类 似 定义 
横向 李 指 数 (TLE) a> Se ub deck B To E AR (SUUS 
的 & 尖 0 模 的 最 大 TLE 小 于 0, 即 对 <0. 当 了 为 单位 矩阵 时 ,很 容易 看 出 所 有 k 
>0 的 模式 的 TLE 都 与 上 =0 模 的 李 指 数 有 如 下 的 关系 


_ . kx 
A = 2) = hesin (57). (2.4.16) 


xx XR | To X 886 398 «C0 LER IC A <a.. AE E RA RE. s, 所 有 k 
0 的 at 都 可 能 小 于 零 ,这 样 系统 的 同步 态 总 是 可 能 稳定 的 .这 个 结论 对 DON 
单位 矩阵 是 适用 的 . 

如 果 工 不 是 单位 矩阵 , 则 上 面 的 关系 不 成 立 ,同步 混沌 态 就 不 一 定 稳定 . 尽 
管 我 们 找 不 到 上 面 的 简单 关系 ,但 从 (2.4.16) 可 看 出 ,各 种 模 及 不 同 N 的 TLE 


之 间 存 在 一 定 关系 .特别 地 ,对 给 定 的 荆 , 所 有 有 TLE 可 以 由 N=2 个 振子 的 
=1 8) TLE 得 出 : 


A GN) = ai (esin (等 ),2) (2.4.17) 
ED N 个 振子 系统 在 e 看 合 强 度 下 k 模 的 第 ; 个 李 指 数 等 于 2 个 振子 在 耦合 强度 
esi? (ST) Fe = 1 模 的 第 ; 个 李 指 数 .这 个 关系 使 得 计算 大 为 简化 .特别 指出 的 
是 ,我 们 考察 同步 态 的 稳定 性 时 只 需 考察 最 大 的 TLE, 这 样 只 需 计 算 A1(e ,2) 即 
可 .下 面 我 们 考察 下 面 的 系统 i 
t=- (axt Byte), 
| (2.4.18) 
£-g(x)-z, 
0,24 x*3, 


p" 13, 对 (1B,8,p)=(0.05,0.5,0.133,15), 上 面 系统 的 


其 中 go | 


运动 是 混沌 的 .在 图 2- 25$(a) 中 给 出 了 当 N-2XEÀXTDT- 


0 0 0 
1 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 1 
A Ce 2) BH e 的 变化 ,可 以 看 到 xy 及 矢量 耦合 都 会 有 Ai(e,2)<0, 而 > RE 
总 有 Ai(e,2)>0, 说 明 前 者 的 同步 态 可 以 稳定 ,而 后 者 同步 态 永远 不 稳定 . 

二 、 短 波长 分 岔 与 尺寸 不 稳定 性 


(x RS), 





1 0 
0 0 
0 0 


coc 





0 0 0 1 0 0 


(y A), (z 耦合 ) 及 (RERE, Vector) it K 
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图 2-25 (a) Ai (e,2) Bie 的 变化 ;(b) 中 N=4 的 同步 态 失 稳 ; 
(c) N=16 时 几 个 模 的 最 大 TLE 随 e 的 变化 


下 面 考察 x 耦合 的 情况 .从 图 2-25(a) 可 以 看 到 同步 态 在 e= e, — 0.945 
时 又 会 失 稳 . 在 图 2-25(b) 中 我 们 画 出 N =4 的 情况 .很 显然 根据 上 面 的 关系 
我 们 总 有 AN? (e,N)= Xi(e,2), 因 此 ,4?(e,4)= Xi(s ,2), 我 们 看 到 对 =1 和 
2 的 两 个 模式 , 当 在 同步 态 稳定 后 继续 增加 s ,首先 是 有 =2 的 模 先 失 稳 , 导 致 同 
(SWB) .这 种 行为 在 数值 计算 与 实验 中 均 观 察 到 . s 

当 振 子 随 尺寸 N 增 大 时 ,TLE 曲线 的 行为 也 有 改变 . 当 N 足够 大 时 ,我 们 
在 改变 e 时 总 会 发 现 有 的 模式 的 最 大 TLE 大 于 零 ,在 这 种 情况 下 总 有 不 稳定 的 
横向 模 ,同步 混沌 态 就 不 会 稳定 存在 .我 们 称 这 种 同步 混沌 态 的 不 稳定 为 尺寸 不 
稳定 性 .在 图 2-25(c) 中 给 出 N = 16 时 几 个 模 的 最 大 TLE BERE 98 HERO EO 
关系 .可 以 看 到 有 =1 的 模 的 最 大 TLE 改变 最 慢 ,而 模式 8 的 最 大 TLE 在 变 为 
负 后 又 变 正 ,其 失 稳 点 与 模 1 的 稳定 点 几乎 重合 RERNE e 的 整个 区 域 中 都 
不 再 看 到 稳定 的 同步 混沌 态 . 

利用 TLE 的 标 度 关系 (2.4.17) 我 们 可 以 算出 同步 态 稳定 存在 的 临界 尺寸 
NS BIER A1 (6, N) 2 A (e, N) 2 0. 6 F AT (e, N) =A, (e,2),N/2 ER 
TLE XE c=., 由 负 穿 零 , 即 a1(6,,2) 20, 4€ AL (e, NA EFF, Bll ai Ce, N) 
=0, 利 用 标 度 关系 可 知 Ai1(e,,N)= Al (essin? (x/ N),2) - 0, Am £, = esin? (x/ 
N) iF 


2.4 耦合 混沌 系统 的 完全 同步 93 








T 
int l (2.4.19) 


这 一 结果 与 数值 观察 相符 得 很 好 . 
上 面 我 们 讨论 了 同步 混沌 流 形 的 稳定 性 分 析 与 失 稳 后 的 分 岔 问题 .上 面 提 
到 的 短波 长 分 岔 与 由 于 尺寸 不 稳定 性 而 引起 的 同步 流 形 失 稳 都 揭示 了 在 时 空 混 
沌 内 部 镶 般 的 定性 变化 ,而 这 种 变化 仅 从 表现 上 不 易 观 察 , 必 须 作 进一步 的 分 
pr. 
三 、 单 向 耦合 混沌 振子 环 的 快 波 分 贫 
Matias 等 人 于 1997 年 用 耦合 电路 实验 及 数值 模拟 了 单 向 耦合 的 振子 构成 
的 环 上 出 现 的 集体 周期 态 ,这 个 集体 周期 态 对 时 间 斥 度 上 比 单 个 振子 要 快 2 一 3 
个 数量 级 "2 . 他们 模拟 的 是 耦合 的 Chau 氏 电路 ,动力 学 方程 可 写 为 : 
zr =aly;- z; -f(z)], 
= 2; yt zs Dp = Xjcy 4a = Be (2.4.20) 
2; = By — Yz;, 
XH a =C,/C,,B=C,/LG’, y=C,r,/LG, P C 表示 电容 , 工 表示 电感 ,ro 
表示 电阻 . f(x) 为 一 分 段 线性 函数 : 


fG)7 [5x * T 6) $107 12-10]. (2.4.21) 


图 2- 26 中 画 出 了 其 中 一 个 Chau 氏 振 子 (在 电路 中 由 系列 元 件 构成 ) 中 的 
电容 C, 两 端的 电位 差 随时 间 的 演化 ,(a) 为 无 耦合 的 情形 ,(b) 为 有 耦合 (四 个 
蔡氏 振子 ) 时 电位 差 的 演化 .注意 两 图 中 的 时 间 尺 度 不 同 ( 前 面 用 的 是 毫秒 ,后 面 
用 的 是 微 秒 ) .可 以 看 到 启动 契合 时 ,原来 的 混沌 振荡 变 为 (b) 的 快速 振荡 (几乎 
是 周期 的 ) .两 振子 信号 之 间 相 位 相差 x/2. 以 上 面 动 力学 方程 的 数值 模拟 虽然 
没有 看 到 实验 上 的 周期 振荡 (与 实验 仪器 与 参数 等 复杂 因素 有 关 ) ,但 仍 可 以 观 
察 到 快速 的 振荡 行为 . 

另外 用 其 他 单 向 耦合 振子 模型 (如 Lorenz 振子 ) 也 可 以 看 到 类 似 的 观察 .这 
个 快速 振荡 相当 于 引入 了 一 新 的 频率 ,因此 属于 同步 态 失 稳 后 Hopf 的 分 岔 . 我 
de en ERANT: 
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图 2-26 单 向 耦合 Chau 氏 振子 电位 差 的 演化 , (a) 无 耦合 的 情形 ;(b) 有 耦合 的 情形 
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四 、 混 沌 同步 态 稳定 性 的 本 征 值 分 析 
前 面 讨 论 了 扩散 耦合 与 单 向 耦合 时 同步 混沌 态 的 失 稳 分 岔 .虽然 给 出 了 一 
些 结果 ,但 没有 系统 的 方法 .另外 前 面 观 察 到 的 尺寸 不 稳定 性 .短波 长 分 岔 与 快 
波 分 盆 在 讨论 上 基本 是 独立 进行 的 .因此 需要 有 系统 的 手段 对 这 些 分 岔 有 一 个 
更 深入 的 认识 .1998 年 杨 俊 忠 、 胡 岗 等 人 提出 一 种 本 征 值 分 析 方 法 ,不 仅 可 以 很 
容易 分 析 上 述 分 贫 ,还 给 出 了 更 为 丰富 的 分 岔 行为 "661 . 
我 们 考虑 如 下 的 N 个 相同 的 线性 耦合 的 混沌 振子 体系 : 
à,— f(u) * > [Cer 7 Y, Cuse u) t Ce * Y,0 T Cu; u), 
j21,2,,N. (2.4.22) 
单个 振子 的 相 空间 u ER" ,yj 为 非 线 性 函数 矢量 ,mm 为 耦合 距离 ,ss y, 为 扩散 
RU Ej p HE TELA DOM n X n 常数 矩阵 .讨论 中 采用 周期 边 条 ,ww =u, ERY 
程 所 包含 非 近邻 耦合 ,也 包含 非 对 称 的 梯度 耦合 ,因此 完全 包含 前 面 讨 论 的 情 
况 ,同时 又 有 很 多 新 的 扩展 ,在 指导 工作 控制 大 空间 尺度 混沌 同步 方面 起 到 积极 
BERI. 
我 们 仍然 分 析 同 步 混 沌 态 u (0 = u(t)=…= ult) m s(t) RE. al 
前 面 类 似 , 令 u (1)=s(1)+ (1), 代 入 上 面 方程 并 线性 化 可 得 到 
5-7 [DfG)1 * Br)n, (2.4.23) 
这 里 
(BI'n), = >; Me — YDE Cher Z 9) t Ce, * Y,20T (5.7 WI 


(2.4.24) 

其 中 Df(s) 是 f 在 同步 流 形 s(:) 上 的 雅 可 比 ,9= Gn moro gw) ,1 代表 NN x 
N 的 单位 矩阵 ,B 为 N x N 的 耦合 矩阵 ,可 以 将 其 对 角 化 : 

Bó,-A$, v=0,1,…,N-1. (2.4.25) 


$, . A, 为 本 征 和 撩 和 本 征 值 .将 m FO, | es 9 2i v, (ti) 由 ,可 得 到 复 系 数 
v, (WA: 
v,(t)=(Df(s) +a ]v, (t), v=0,1, 0, N- 1. (2.4.26) 
这 样 上 述 的 耦合 就 可 以 全 部 解 耦 成 各 个 本 征 模 的 演化 方程 .同步 混沌 稳定 的 条 
件 , 所 有 vw(z) 都 稳定 , 即 v, 0. 
上 述 的 讨论 表明 ,我 们 可 以 将 同步 混沌 的 稳定 性 问题 分 解 为 两 个 独立 的 问 
题 .一 是 分 析 (2.4.26) 的 稳定 区 域 .这 个 问题 不 依赖 于 耦合 矩阵 B 和 系统 的 尺 
寸 N, 只 依赖 于 单 振子 的 参数 (如 (ti),DF(z) 及 事先 给 定 的 工 和 矩阵 ). 这 里 惟一 
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改变 的 就 是 复 参数 4, ,改变 它 我 们 就 可 以 在 复 平面 上 找到 w(z) 收 敛 的 区 域 , 这 
个 区 域 的 临界 线 只 取决 于 械 矩阵 及 单 振子 参量 . 另 一 个 独立 处 理 的 问题 是 分 析 
线性 耦合 矩阵 B 的 本 征 值 4, 在 4 复 平面 上 的 分 布 , 即 解 本 征 方程 (2.4.25).B 
AB BE 3 3 Gr e, y, 和 系统 尺寸 N 有 关 ,而 与 非 线性 振子 的 内 部 动力 学 无 关 . 最 后 
看 如 矩阵 本 征 值 的 分 布 落 在 本 征 模 稳 定 区 内 外 的 情况 作 一 比较 , 即 可 确定 同步 
流 形 的 稳定 性 .这 样 我 们 把 一 个 耦合 的 问题 分 解 为 内 部 与 外 部 两 个 独立 的 子 问 
题 ,而 且 每 一 个 问题 解决 起 来 都 相对 原 问 题 容易 得 多 . 

图 2- 27 给 出 了 Lorenz 振子 在 不 同 械 矩阵 时 临界 线 的 情况 ,图 中 的 S 表 
1 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


示 稳 定 区 , U 表示 不 稳定 区 .对 工 = 的 情况 ,临界 线 是 M 形 ;对 工 = 








Re(-4) 





235 715 (95 0051 1.5 225 


ImW) 


图 2 - 27 Lorenz 振子 在 不 同 了 和 矩阵 情况 下 的 临界 线 
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0 0 0 0 0 0 
1 0 0| 临 界线 是 V 形 ;对 了 和 =|0 0 0| 临 界线 则 是 椭圆 形 . 在 图 2 - 28 中 
0 0 0 0 0 1 
我 们 画 出 了 Rossler 系统 
z=—(0.5r+0.05y+ z), 
$7rtay, 
2.4.27 
Hu 15(x-3)-z,(x«3.0), ( ) 
—- z,(x23.0). 
^[s 0.25 
3.5 
3 0.2 
35 0.15 
x 
& 1.5 0.1 
1 
05 0.05 
aaa 0 





-5-4-3-2-10 123 4 5 
Im(4) 


ImQ) 





J915-01 -0.05 0 005 0.1 0.15 


Im(A) 


E] 2-28  Róssler 系统 在 不 同 Tr 矩阵 情况 下 的 临界 线 


相应 与 上 面 三 种 荆 情 况 的 临界 线 .可 以 看 到 随 着 D 的 不 同 , 系 统 的 临界 线 有 很 
大 的 差别 . 

另 一 件 事情 就 是 研究 耦合 矩阵 B. 的 本 征 值 分 布 .这 里 的 B 矩阵 是 一 个 一 阶 
循环 矩阵 ,其 本 征 值 可 以 容易 解 出 : 


à, 7 -2 S e * SIC; tr)e c (e; — rj)e ?""].. (2.4.28) 
j=l j=l 
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TR AR A, — ALL 24 r0 BELA, 均 为 实 的 .梯度 耦合 使 得 本 征 值 成 为 复 的 .本 
征 值 分 布 与 e,r 及 系统 尺寸 N 均 有 关 . 改 变 耦 合 系数 和 N 可 以 使 本 征 值 的 分 
布 发 生 改 变 ,就 有 可 能 改变 系统 同步 态 的 稳定 性 .一 个 有 意思 的 问题 是 前 面 讨论 
的 均匀 最 近邻 耦合 (es e,r =r ,m=1), 本 征 值 的 分 布 都 在 下 面 的 椭圆 上 : 


ES [ma] -1 
€ 





(2.4.29) 


此 椭圆 与 系统 尺寸 N 无 关 , N 的 增加 只 会 使 本 征 值 在 椭圆 上 的 分 布 越 来 越 密 
集 . 

用 上 述 方法 可 以 对 前 面 的 几 类 同步 失 稳 分 岔 有 更 清晰 的 认识 .同步 态 稳定 
的 条 件 是 除 A =0( 沿 同步 流 型 的 本 征 值 ) 外 的 所 有 A, 均 分 布 于 稳定 区 . 当 改 变 
TA EXON ,系统 的 4 分 布 发 生 相 应 的 改变 . 当 有 一 个 a 穿 过 临界 线 进入 不 稳定 
区 时 ,同步 态 就 会 失 稳 .在 复 平面 Re A - Im LA, 穿 过 临界 线 的 方式 多 种 多 
样 ,这 就 决定 了 同步 态 失 稳 可 以 有 不 同 的 类 型 . 

1. 尺寸 不 稳定 性 :前 面 我 们 看 到 当 增 加 系统 尺寸 N 时 ,同步 混沌 态 会 失 
稳 . 在 图 2-29 中 ,我 们 计算 了 耦合 Lorenz 系统 在 m =1,e =4,r=2 时 不 同 尺 
十 N=4,S 的 本 征 值 分 布 . 当 N=4 时 , 除 和 =0 在 不 稳定 区 外 ,其 他 所 有 均 在 
稳定 区 ,说 明 此 时 同步 态 是 稳定 的 ; N — 5 时 ,有 两 个 非 零 本 征 值 移动 到 不 稳定 
区 . 辐 步 态 失 稳 . 这 种 尺寸 不 稳定 性 很 容易 理解 .因为 增加 N 使 体系 本 征 值 分 布 
越 来 越 密 集 ,因此 总 存在 临界 的 N,,, 使 一 个 非 零 的 本 征 值 处 于 不 稳 区 而 导致 失 
稳 . 从 图 中 看 ,首先 是 Re à 较 小 的 模 失 稳 ,因此 这 是 一 种 长 波长 失 稳 . 

















015 一 10 -5 


Imá) Im(@) 


图 2-29 尺寸 不 稳定 性 :耦合 Lorenz 系统 不 同 尺 寸 N=4,5 的 本 征 值 分 布 


2. 短波 长 分 岔 :我 们 讨论 r =0 的 情况 ,此 时 所 有 的 本 征 值 分 布 于 实 轴 上 . 
在 图 2 - 30 中 我 们 给 出 了 N = 4 个 Lorenz 振子 在 m = 1 时 改变 e 本 征 值 分 布 . 
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可 以 看 到 e = 1.5 时 同步 态 稳定 ,而 当 e=1.7 时 ,同步 态 失 稳 (有 一 个 非 零 本 征 
态 移动 出 稳定 区 ) .这 种 现象 是 由 于 当 增加 e 时 ,本 征 值 分 布 向 上 移动 ,第 一 个 冲 
出 稳定 区 的 是 N/2 的 本 征 值 vs. 由 于 “= N/2 的 模 是 同步 态 切 空间 最 短 (X 最 
大 ) 的 模 ,因此 这 就 是 短波 分 贫 ， 


7 @) 7 2 © 
6 6 
5 5 
= 4 = 4 
m3 m3 
2 2 
1 1 
isis -05 005115225 isis C05 051152 25 
Im) Im(4) 


图 2-30 短波 长 分 岔 :4 个 Lorenz 振子 在 m = 1 时 改变 e 本 征 值 的 分 布 


3. TR DEAD AE :这 实际 上 是 在 改变 梯度 的 耦合 时 系统 的 对 称 性 破坏 的 结果 . 
在 图 2-31 中 ,我 们 计算 N=4 个 Lorenz 振子 在 mm =1,e=5 MAE > 的 本 征 
值 分 布 .r =0 时 ,所 有 本 征 值 在 实 轴 上 , 且 非 零 本 征 值 均 位 于 稳定 区 .~ 天 0 时 ， 
本 征 值 有 的 变 为 复 的 ,离开 了 实 轴 . 增 加 n 使 复 本 征 值 向 下 移动 .r=4 时 ,由 图 
可 见 到 有 一 对 共 罗 复 本 征 值 穿 过 临界 线 ,导致 同步 态 失 稳 . 此 时 出 现 的 新 的 快 波 
振荡 频率 即 由 穿 过 临界 线 的 那 一 对 本 征 值 的 虚 部 给 出 (实际 上 , 它 与 同步 态 的 时 
间 尺 度 并 没有 太 大 的 关系 ). 图 中 的 失 稳 是 一 种 长 波长 失 稳 . 


25 25 
20 20 
= 15 ni 15 
- 10 à 10 6 
5 5 
00 -3 0 5 10 Sig  -5 5 10 
Im(À) Im(4) 


图 2-31 N=4 个 Lorenz 振子 在 m — 1,e - 5 时 改变 r 的 本 征 值 分 布 
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这 里 的 本 征 值 分 析 不 仅 可 以 很 好 的 解释 以 前 观察 过 的 现象 ,还 可 以 给 出 同 
步 态 失 稳 时 其 不 稳定 流 型 的 维 数 . 同步 态 的 正 李 指 数 数目 M 可 以 通过 统计 
矩阵 本 征 值 落 入 不 稳定 区 的 个 数 得 到 .另外 ,用 这 种 方法 ,可 以 对 大 尺寸 (因为 
N 很 大 时 同步 态 常 常 不 稳定 ) 系 统 的 同步 的 控制 进行 更 深入 地 分 析 , 从 而 可 以 
设计 出 更 合理 的 方案 ,有 关 讨 论 见 相关 文献 "” 1% 


2.5 广义 混沌 同步 


前 面 我 们 探讨 了 耦合 相同 混沌 振子 之 间 的 同步 行为 ,在 足够 强 的 耦合 强度 
下 振子 之 间 可 达到 完全 同步 (精确 同步 ) .要 达到 完全 同步 ,就 要 求 振子 的 动力 学 
特征 完全 相同 , 即 它们 是 有 相同 的 非 线性 函数 形式 ,相同 的 相 空 间 维 数 及 相同 的 
参数 .实际 中 ,要 想 达 到 完全 相同 的 动力 学 特征 很 困难 ,特别 是 它们 之 间 的 参数 
会 失 配 ,有 时 候 非 线 性 函数 都 根本 不 同 或 者 相 空 间 维 数 不 同 .这 样 原则 上 完全 同 
步 很 难 实现 .但 这 并 不 说 明 振子 之 间 就 不 会 出 现 其 他 形式 的 有 序 行为 .从 本 节 开 
始 我 们 将 讨论 几 类 其 他 形式 的 混沌 同步 ,这 些 形式 的 同步 揭示 了 耦合 混沌 振子 
系统 内 部 的 有 序 行为 .我 们 首先 讨论 广义 混沌 同步 , 它 是 完全 同步 形式 上 的 推 
po U70~ 1881 . 


2.5.1 广义 混沌 同步 的 稳定 性 及 判定 
现在 我 们 讨论 驱动 - 响应 混沌 系统 . 设 驱 动 系统 的 动力 学 方程 为 


下 = f(x), c=(2,,225°",2,)5 (2.5.12) 
fmR'—R'. 
用 输出 信号 z(t) 驱 动 另 一 响应 系统 
y7*gG,x).y-io xo»): (2.5.1b) 


g/R'XR"—R". 

在 z(1) 的 驱动 下 ,响应 系统 的 演化 不 仅 受 到 驱动 信号 的 影响 ,而 且 还 取决 
于 响应 系统 的 初 值 .有 的 情况 下 响应 系统 的 演化 y(1) 即 使 在 有 z(t) 驱 动 时 对 
取 初 值 仍 很 敏感 (指数 敏感 性 ) .此 时 ye) ARSE x(1) 控 制 ,我 们 说 响应 系统 与 驱 
动 信号 不 同步 . 当 响应 系统 的 演化 不 对 自身 初 值 敏感 , 即 在 (7) 的 邻 域 改变 响 
应 系统 的 初 值 , 响 应 系统 都 会 趋 于 同一 个 解 y(1) 时 ,我 们 就 可 以 认为 y GO 5 
z(1) 之 间 存 在 某 种 依赖 关系 .这 种 依赖 关系 不 是 y(t) = z(1) ,它们 之 间 通 常 有 
较 复杂 的 依赖 关系 ,甚至 可 以 具有 完全 不 同 的 维 数 ,因此 我 们 称 响应 系统 与 驱动 
系统 之 间 达 到 了 广义 同步， 

在 广义 同步 情况 下 ,响应 系统 演化 y(:) 由 驱动 信号 z(1) 惟 一 确定 ,说 明 二 
者 之 间 存 在 一 个 泛 函 关系 : 
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y= (x), (2.5.2) 
其 性 质 我 们 将 在 后 面 加 以 讨论 .需要 指出 的 是 这 个 关系 是 在 长 时 间 后 (去 掉 暂 态 
过 程 ) 二 者 建立 的 ,与 时 间 无 关 . 
一 种 判定 响应 与 驱动 信号 实现 稳定 广义 同步 与 否 的 简单 方法 是 辅助 响应 系 
统 , 即 建立 一 个 与 原 响 应 系统 完全 相同 的 辅助 响应 系统 ( 初 态 不 同 ) ,用 同样 的 信 
号 x(t) RK: 
$ =g(y st). (2.5.3) 
MR y(0)5 y (0) 位 于 同一 吸引 域内 , 则 当 y 与 x 建立 广义 同步 时 ,y (0) 
虽然 与 y(1) 初 始 条 件 不 同 ,但 它们 在 长 时 间 之 后 就 可 以 趋 于 完全 相同 的 解 , 即 
y (1)= y(t). (2.5.4) 
这 个 条 件 是 必要 的 ,也 是 充分 的 . 它 体 现 了 前 面 所 谈 到 的 响应 系统 初始 不 敏 
感性 .由 此 我 们 也 可 以 引入 沿 广义 同步 流 形 的 条 件 李 指 数 .广义 同步 的 实现 要 求 
所 有 的 条 件 李 指数 (通常 只 需 计算 最 大 条 件 李 指数 ) 为 负 . 
我 们 以 驱动 — 响应 的 Lorenz-Róssler 系统 为 例 . 驱动 Lorenz 振子 运动 方程 


£,=0(y,- m), 
Yı Z p£ T ZZi 7 yis (2.5.5a) 


ż 5 zy, 7 Beis 


这 里 c=10,o=28,8=8/3. 用 输出 的 y, (ti) 驱 动 一 个 R6ssler 振子 : 


为 


d= yT £5 

€—— (2.5.5b) 
ż,=0.2+ z,(x,-5.7). 

在 图 2- 32(a) 中 我 们 计算 驱动 - 响应 系统 的 最 大 条 件 李 指 数 AO BERT OR 

BE e 的 变化 情况 .可 以 看 到 当 耦 合 强度 较 小 时 ,响应 系统 不 受 驱 动 系统 的 支配 ,4 

>0, 系 统 存在 一 个 临界 耦合 强度 c M ede, 时 ,4 由 正 穿 零 变 负 , 说 明 响 应 





E yf) 


图 2-32 (a) 驱动 - 响应 Ressler 系统 的 A 随 e 的 变化 ;(b) 24 eo eL 时 的 yo y 关系 
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Rassler 系统 与 Lorenz 系统 达到 了 广义 同步 ,响应 系统 不 再 对 自身 的 初始 值 敏 

感 ,在 图 中 e. 守 0.22. 利 用 辅助 响应 系统 的 方法 也 可 以 看 到 同样 的 结果 ,图 

2 一 32(b) 中 画 出 的 是 当 e e, 时 辅助 系统 (x',,y,,z’;) 与 原 响应 系统 的 y, - 
y: 关系 ( 暂 态 过 程 已 经 去 掉 ) ,可 以 看 到 y ,(1) - y(t) 轨道 完全 处 在 对 角 线 上 ， 
ya) = y CO ,说明 此 时 系统 存在 同步 . 


2.5.2 广义 混沌 同步 荔 数 关系 的 连续 性 和 可 微 性 


驱动 - 响应 混沌 系统 存在 广义 同步 的 充分 必要 条 件 就 是 沾 数 关系 y = 
2(z) 的 建立 .这 一 函数 关系 性 质 的 研究 是 人 们 需要 进一步 探讨 的 课题 .研究 表 
BH ,函数 o 是 连续 的 ,但 不 一 定 可 微 .我 们 可 以 定义 一 个 Holder 指数 y(r): 

Y (x) = minl1, liminf {log lez *8)- p(x) Il Nog | lli}, (2.5.6) 
ll: || 表示 矢量 的 模 ,inf 取 所 有 8 取向 中 的 极 小 值 .利用 Holder 指数 可 以 制定 : 
1° 如 果 y(xz)>0, 则 函数 o (xk x 点 连续 ; 

2° 如 果 y(z)<1, 则 函数 p(z) 在 点 工 不 可 微 . 

从 上 面 可 以 看 到 , 当 驱 动 系统 在 整个 混沌 吸引 子 上 都 有 7y(z)>0 时 ,p(z) 
在 整个 同步 混沌 态 连续 ; 当 驱 动 系统 在 整个 吸引 子 上 y(z)<1 时 ,2(z) 在 整个 
同步 混沌 态 都 不 可 微 .对 于 临界 的 yx(z)=0 的 情况 ,其 连续 性 (可 微 性 ) 需 要 进 
一 步 分 析 . 

从 系统 的 动力 学 性 质 出 发 ,可 以 计算 Holder 指数 y (x). Z6 IRE BH ,对 混沌 
吸引 子 的 任意 点 x 都 有 7y(z)>0, 说 明 广 义 同步 函数 p 是 连续 的 .p(z) 可 以 是 
一 阶 可 微 的 ,也 可 以 是 不 可 微 的 . 当 wp(z) 不 可 微 时 ,> 通常 比 x 有 更 高 的 信息 
维 数 ,p(z) 可 能 会 很 奇异 和 野性 .下 面 我 们 用 驱动 响应 映像 来 说 明 p(z) 的 性 
质 . 

我 们 考虑 下 面 的 驱动 -响应 系统 : 


(r,), 
| bi (2.5.7) 
Ynti = g(x, syn). 


这 里 r, y 均 为 矢量 ( 即 可 能 为 高 维 映像 ). 类 似 于 时 间 连 续 系统 ,映像 系统 的 广 
义 同 步 也 是 当 响 应 系统 的 v, 完全 由 驱动 系统 e, 态 决定 , 即 存 在 从 x 到 y 的 一 
一 映射 : 

y=H(x), (2.5.8) 
MERMA ya RE y, By. = A(z, ) 时 ,这 个 函数 关系 更 易于 找到 ,因为 z, 
yy 通过 yy， = g(x,，,y,) 而 直接 相关 .如果 uuu, = f(x,) 是 可 道 的 , 则 y,,, = 
HG, ) 给 出 的 关系 与 y, = Hx, ) 完 全 一 样 .这 种 技术 在 实际 中 常常 采用 . 


102 


$25 耦合 非 线性 系统 的 同步 





上 面 的 函数 关系 可 以 是 连续 可 微 (平滑 ) 的 ,也 可 能 是 连续 但 不 可 微 ( 非 平 
滑 ) 的 .我 们 考虑 下 面 的 二 维 广义 Baker 变换 : 














Br, 
1 


a^^ 


B*(1- B)z, 


(y, Sa, 





(2.5.92) 


+My a, 





1 
(oe 


z, X € [01] ,a<>,B< T ap. 


这 一 映射 为 混沌 映射 ,混沌 吸引 子 的 Hausdorff 维 数 为 D, =2, 吸 引子 在 y 
方向 具有 连续 均匀 的 分 布 ,而 在 zx 方向 则 处 处 不 连续 .我 们 用 其 中 的 zx, 来 驱动 


一 个 线性 映射 : 


Zeti = Yz, + cos(2nz, ). 


(2.5.9b) 


在 图 2-33 中 ,我 们 给 出 了 < =0.1,8=0.2 时 在 不 同 y 值 下 的 关系 z, = 
万 (x, ). 可 以 看 到 , 当 y=0.8 时 函数 关系 是 分 数 维 的 ,明显 的 连续 但 处 处 不 可 
微 ; 当 y=0.6 时 ,不 可 微 的 点 减少 ,曲线 在 平均 意义 上 可 微 ; 当 y 减少 到 0.1 
时 ,曲线 不 仅 连续 而 且 可 微 .注意 这 三 种 情况 系统 均 达到 广义 同步 . 
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图 2-33 二 维 广义 Baker 变换 驱动 线性 映射 在 不 同 y HC AER x. = HG) 
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2.5.3 广义 同步 中 不 稳定 周期 轨道 的 作用 


混沌 吸引 子 中 灸 揪 着 大 量 周期 轨道 ,但 它们 都 不 稳定 .我 们 可 以 通过 引 人 和 人 时 
间 向 前 与 向 后 李 指 数 来 考察 混沌 吸引 子 上 的 点 .给 定 吸 引子 上 一 点 x(t), RN 
可 沿 轨道 回溯 至 1 一 工时 刻 , 然 后 在 1 一 本 到 t 这 段 时 间 内 计算 这 段 轨道 的 李 指 
数 谱 , 称 为 向 后 李 指 数 谱 ;同样 ,车 计算 c 到 :+ 本 时 间 内 的 李 指 数 谱 , 则 称 为 


系统 的 向 前 与 向 后 李 指 数 谱 . 混沌 吸引 上 的 绝 大 部 分 点 的 向 前 与 向 后 李 指 数 相 
等 , 且 不 依赖 x ,这 些 点 在 吸引 了 上 的 测度 为 1, 称 为 典型 点 . 另 有 一 些 点 如 不 稳 
定 周期 轨道 上 的 点 ,周期 轨道 的 稳定 与 不 稳定 流 形 上 的 点 ,它们 称 为 非典 型 点 ， 
在 吸引 子 上 所 占 的 测度 为 零 .它们 的 向 前 与 向 后 李 指 数 有 着 典型 点 完全 不 同 的 
性 质 .例如 ,周期 轨道 上 的 点 向 前 与 向 后 李 指 数 谱 相同 ,但 不 同 周期 轨道 的 李 指 
数 谱 不 同 ; 周 期 轨道 的 不 稳定 流 形 上 的 点 的 向 前 与 向 后 李 指 数 不 相 等 ,向 前 李 指 
数 等 于 典型 点 的 李 指 数 , 向 后 李 指 数 则 等 于 相应 的 周期 轨道 的 李 指 数 ; 稳 定 流 形 
则 有 相反 的 特征 .尽管 这 些 非典 型 点 占 吸 引子 的 测度 为 零 ,但 它们 构成 了 混沌 吸 
引子 的 骨架 ,因此 常常 起 着 重要 的 作用 . 

对 不 稳定 周期 轨道 的 研究 是 混沌 动力 学 研究 的 一 个 重要 方面 .最 近 的 研究 
表明 ,不 稳定 周期 轨道 是 系统 在 有 噪声 或 其 他 扰动 时 阵 发 地 破坏 系统 同步 的 可 
能 原因 (80 757. 对 于 和 鲁 棒 的 高 质量 同步 来 说 ,任何 驱动 系统 的 不 稳定 周期 轨道 都 
会 产生 响应 系统 的 一 个 稳定 同步 周期 轨道 .如 果 对 于 弱 艳 合 这 种 产生 不 能 实现 ， 
那么 系统 的 同步 态 就 会 被 很 小 的 扰动 破坏 .同样 ,响应 系统 中 的 不 稳定 周期 轨道 
经 常会 使 得 原先 的 稳定 响应 周期 轨道 失 稳 ,导致 倍 周期 分 岔 ,产生 出 新 的 周期 2 
响应 ( 主 谐 同 步 ) .由 周期 比 TS: T, — 1: p 描述 ,这 个 p HEK, To Ti 分 别 
代表 驱动 不 稳定 周期 轨道 与 稳定 响应 周期 轨道 的 周期 .因此 ,高 质量 同步 与 亚 谐 
同步 有 密切 的 关系 .下 面 我 们 可 以 看 到 ,广义 同步 中 也 会 产生 亚 谐 同步 ,这 种 亚 
谐 同 步 对 广义 同步 也 有 重要 影响 . 

我 们 考虑 前 面 讲义 过 的 广义 Baker 变换 (2.5.9a), 用 它 来 驱动 一 个 一 维系 
8: 

z,,,^arctan(—cz,) * 2,4, * d, (2.5.10) 
这 里 a-0.1,8-0.15,c-40,d4 - 1. 2- 34 MHT z, 与 x, 的 关系 .可 以 看 
到 这 个 图 由 两 支 组 成 .我 们 可 以 讨论 驱动 系统 的 一 些 不 稳定 体 周期 轨道 的 响应 . 
这 个 广义 Baker 映射 有 两 个 不 动 点 (z+,y) = (0,0),(1,1). 如果 用 (0,0) 作 为 驱 
动 来 作用 到 响应 系统 上 ,响应 系统 的 响应 轨道 为 (…, 一 0.560 9,2.526 2,…)， 
为 周期 2 轨道 (可 直接 由 图 中 看 到 ). 如 果 我 们 用 驱动 系统 的 不 稳定 周期 2 轨道 
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图 2-34 z, 5r, 的 关系 曲线 


T licgü- pcd] li-xG-3» 1735 REPRE 
我 们 则 可 得 到 1:1 的 响应 .另外 还 可 看 到 周期 3 不 稳定 轨道 驱动 得 到 周期 6 响 
应 轨道 的 结果 (1:2). 对 于 1:1 的 响应 ,我 们 可 以 得 到 一 个 很 好 的 函数 关系 ,但 对 
于 p>1, 响 应 与 驱动 之 间 则 无 法 建立 一 种 函数 关系 .这 一 点 从 图 中 可 以 反映 出 
来 .在 连续 时 间 混 沌 系统 中 我 们 也 可 以 看 到 这 种 现象 ,以 耦合 Ressler 为 例 : 





i =2+ z, (2:74), ay, =2+ yi Cy. - 4), 
iJ 二 一 XI 2X3; a, = Ty T» (2.5.11) 
ta = x, t br, ay; = ya t bys + c(£3 — ys), 


其 中 a=2,c 为 耦合 系数 . 

在 图 2-35 中 ,我 们 分 别 给 出 了 驱动 系统 与 响应 系统 的 吸引 子 图 .图 中 灰色 
实 线 为 混沌 吸引 子 的 驱动 及 响应 .黑色 实 线 相 对 应 ,虚线 相对 应 ;表示 不 稳定 驱 
动 周 期 轨道 与 稳定 的 响应 周期 轨道 .黑色 实 线 的 不 稳定 轨道 与 响应 轨道 是 1:1 的 
锁定 (详细 见 图 (c) 的 两 条 演化 轨迹 ) ,而 虚线 的 锁定 则 为 1:2. 

在 讨论 混沌 广义 同步 时 ,历史 上 人 们 给 出 几 种 不 同 的 定义 .一 种 比较 普遍 的 
是 如 果 响 应 系统 的 行为 完全 由 驱动 系统 决定 , 则 称 为 广义 同步 . 准确 一 点 说 , 即 
对 于 单 向 耦合 系统 守 = fr(z),y=g(y,z),zER",yER' ,如 果 存 在 一 个 开 的 
同步 吸引 贫 BCR” xR’, X F B 中 的 任意 (zu, yio), Zos Yw) AA lim l y(t, 
Lasy) ylt, Tosya) | =O, y 5 x J XI. K -个 关于 广义 同步 的 意 
LEET y 与 x 之 间 泛 函 关系 H:R"—R' ,使 得 ,lim | HCGr COD) 7 y(t) || 20 
(和 更 严格 的 一 个 定义 还 要 求 H 是 同 胚 ). 从 前 面 亚 谐 同 步 的 分 析 可 以 看 出 ,这 两 
个 定义 是 有 差异 的 .前 面 的 1:p 亚 谐 同步 用 第 一 种 定义 是 符合 的 ,但 不 符合 第 
二 种 .第 一 种 定义 与 辅助 响应 系统 的 思想 是 一 致 的 , 且 条 件 更 为 宽松 .第 二 种 定 
义 实际 上 存在 着 很 多 复杂 的 情形 ,这 些 复 杂 情 形 都 会 使 得 以 此 来 判断 广义 同步 
更 为 困难 .所 以 ,在 实际 中 人 们 普遍 采用 的 是 第 一 种 定义 方式 . 


2.5 广义 混沌 同步 105 








图 2-35 (a),(b) :驱动 与 响应 系统 的 吸引 子 图 ;(c)、(d):z 的 演化 轨迹 


值得 注意 的 是 , 亚 谐 同 步 可 以 保证 完全 同步 的 稳定 性 ,但 对 广义 同步 则 未 
必 . 虽 然 亚 谐 同步 可 以 与 广义 混沌 同步 同时 存在 ,但 在 有 亚 谐 同 步 存 在 时 ,广义 
混沌 同步 仍然 可 能 被 破坏 .因此 亚 谐 同 步 对 广义 同步 的 影响 仍然 不 是 非常 清楚 . 


2.5.4 相互 耦合 混沌 振子 系统 的 广义 同步 


前 面 我 们 在 讨论 广义 同步 时 ,采取 的 模型 总 是 驱动 响应 系统 .这 样 做 的 优点 
是 对 驱动 系统 没有 反馈 作用 ,易于 探讨 函数 关系 .而 实际 上 我 们 遇 到 更 多 的 是 相 
互 之 间 有 作用 的 振子 系统 ,特别 是 当 振子 都 不 相同 时 ,我 们 无 法 找到 类 似 于 完全 
同步 那样 的 流 形 ,因此 振子 之 间 能 否 建立 某 种 程度 的 同步 以 及 如 何 建立 都 是 不 
太 清 楚 的 问题 . 本 节 我 们 试图 研究 有 相互 耦合 的 混沌 振子 之 间 的 广义 同步 问 
题 "8 . 

考虑 相互 耦合 的 系统 ,我们 仍 可 采用 前 面 的 辅助 响应 系统 方法 .由 于 耦合 是 
双向 的 ,因此 每 一 个 振子 既是 驱动 系统 又 是 响应 系统 .这 样 就 需要 建立 多 个 辅助 
响应 系统 .如 图 2 - 36 所 示 ,对 两 个 振子 系统 ,我们 需要 对 1 和 2 分 别 引入 辅助 
系统 1 和 2 .考虑 两 个 相互 耦合 振子 

tiam Fl EET FO RE Olea 23335 (2.5.12) 
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图 2-36 双向 耦合 的 振子 系统 广义 同步 的 辅助 响应 系统 方法 示意 图 


其 中 zx;(i) 代 表单 个 振子 在 相 空 间 的 流 ,F, ,为 非 线性 函数 矢量 , P, ,为 振子 的 
参数 ,D 为 耦合 矩阵 ,e 代表 耦合 强度 .相应 的 辅助 系统 的 动力 学 方程 为 
ti = Fis(Pissr 12) + eD(x ^ = zin), (2.5.13) 
当 对 于 某 一 s ,我 们 对 不 同 的 初始 条 件 2 (0) 1, (OREK A 
lim || e, (2) =x, (2) || =O, lim CO 2202 =0, (2.5.14) 
则 认为 整个 系统 达到 了 广义 同步 . 
以 c BE AIT Lorenz 系统 为 例 , 取 o 10,6 — F, ria = 40,35. 我 们 可 以 
定义 第 i 个 振子 与 其 辅助 系统 的 距离 为 
D (D= lx G-zx.Gl2VG5,-zY»t(G.-»)*(G.,-zY. 
(2.5.15) 
在 图 2- 37 中 ,我 们 给 出 了 Du CO EAR TREES Gr REF BLEU. E (a) RC) 
中 ,se=7.0, 可 以 看 到 DD,,(1) 随 时 间 无 规则 地 振荡 ,说 明 此 时 振子 之 间 关 联 很 
弱 . 增 加 e, 当 e=10.0 时 ,可 以 发 现 D,(1) 一 0, 而 D1(1) 仍 然 是 强烈 振荡 的 .这 
说 明 在 振子 1 的 驱动 下 ,2’ 与 2 达到 同步 ,表明 振子 2 可 以 跟随 EDA 
0 说 明 此 时 1 振子 并 未 受到 2 的 指挥 .从 这 里 可 以 看 出 ,对 相互 耦合 的 两 个 不 同 
振子 ,两 个 耦合 方向 是 不 等 同 的 , 即 两 个 方向 并 不 在 同一 耦合 强度 上 同时 同步 . 
当 继续 增加 s 时 ,我 们 看 到 不 仅 D,(1) 一 0, Di(z) 也 趋 于 零 , 即 此 时 不 仅 1 可 以 
“指挥 ”2,2 也 可 以 反 过 来 “指挥 "1. 此 时 我 们 认为 系统 达到 了 全 局 的 广义 同步 
态 . 在 图 2- 38 中 ,我 们 画 出 相应 系统 的 Di;(1) 长 时 间 平 均 与 最 大 条 件 李 指数 
Bae 的 变化 关系 ,可 以 看 到 在 第 一 个 闭 值 点 61298.4, D; 2 0, AL 有 一 个 由 正 穿 
零 恋 负 ;在 e= e22213.4 时 ,系统 达到 全 局 广义 同步 . 
对 于 NN >2 个 振子 
z=F,(P,,zx)teD(z,i— 7x)- D(z - xi-1), (2.5.16) 
讨论 的 方法 类 似 , 即 同样 引入 N 个 辅助 子 系统 : 
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2-37 Di:(:) 在 不 同 耦 合 强度 下 的 演化 











图 2-38 Dis(t) 长 时 间 平 均 与 最 大 条 件 李 指数 随 e 的 变化 关系 


# = FUP ce + De, — 2 J els = Hag) (2.5.17) 
例如 ,在 图 2-39(a) 中 ,我 们 给 出 了 N=3 个 振子 的 辅助 系统 图 . 以 Lorenz 振子 
为 例 ,我 们 讨论 ri = 50,55,60 的 情况 ,同样 计算 D, ,和 最 大 条 件 李 指数 ,我 
们 可 以 看 到 随 着 es 的 增加 ,振子 一 个 一 个 地 被 同步 ,通过 部 分 广义 同步 而 达到 整 
体 广义 同步 ,如 图 (b),(c) 所 示 . 
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图 2-39 (a):N=3 个 振子 的 辅助 系统 图 ;(b) Cc): Diaa f 
最 大 条 件 李 指数 随 e 的 变化 


2.6 混沌 系统 的 相同 步 


我 们 在 讨论 极限 环 系统 的 同步 问题 时 , 曾 花 大 量 笔墨 讨论 其 相位 的 动力 学 
与 同步 行为 .一 个 重要 原因 是 相位 的 概念 在 极限 环 (周期 振荡 ) 中 非常 关键 ,在 同 
步 过 程 中 起 着 决定 性 的 作用 .对 混沌 运动 来 说 , 它 也 是 一 种 振荡 ,但 要 复杂 得 多 . 
另外 ,对 混沌 系统 的 同步 分 析 大 量 地 集中 于 轨道 ,而 对 其 中 部 分 自由 度 则 很 少 讨 
论 . 本 节 中 我 们 将 探讨 混沌 系统 的 相位 动力 学 与 同步 .由 于 这 种 同步 与 人 们 传统 
的 极限 环 同步 非常 相似 ,因此 一 经 提出 就 引起 了 研究 者 的 兴趣 ,特别 是 研究 化 学 
反应 .生物 .医学 工程 的 科学 家 们 在 不 同方 面 的 讨论 大 大 丰富 了 这 一 课题 的 内 


Z7 


F. 
2.6.1 混沌 振子 的 “相位 ” 


传统 的 关于 非 线 性 振动 混沌 动力 学 的 研究 中 ,人 们 更 多 关心 的 是 吸引 子 的 
初 值 敏感 性 ,这 由 李 指 数 和 KS RAE A A h , E SCR T REBEL Ue SB 
胀 或 收缩 性 质 .对 一 个 n 维系 统 ,我 们 有 n 个 李 指 数 , 称 为 李 指 数 谱 ,混沌 运动 
是 局 限于 相 空间 的 有 限 范围 的 (吸引 子 的 回归 性 质 ). 因 此 混沌 吸引 子 除 了 拉 伸 
效应 (由 李 指 数 描述 ) ,还 必须 有 折合 效应 .而 折 又 效应 即 反 映 出 旋转 的 性 质 , 它 
体现 在 计算 李 指 数 谱 的 切 空间 中 .这 种 折合 效应 长 期 以 来 被 人 们 忽略 ,最 近 引 起 
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了 人 们 的 关注 .通过 这 方面 的 研究 ,人 们 搞 清楚 了 一 些 以 前 尚 不 清楚 的 混沌 内 部 
ARUS .关于 这 方面 的 讨论 可 参考 有 关 文 献 ,我 们 这 里 不 准备 对 此 进行 详细 
讨论 .下 面 关 于 混沌 的 相位 动力 学 的 讨论 集中 于 轨道 本 身 的 旋转 性 质 (回归 性 
质 ) 而 非 切 空间 的 旋转 性 质 .在 自治 系统 的 混沌 运动 中 , 它 代表 的 是 零 李 指数 的 
旋转 性 质 . 

尽管 大 家 迄今 为 止 一 直 认 为 混沌 运动 的 旋转 性 质 非常 重要 ,但 “相位 ”本 身 
的 定义 问题 长 期 以 来 一 直 没 有 讨论 得 非常 清楚 ,尤其 是 当 混 沌 吸引 子 是 高 维 的 
时 候 .下 面 的 讨论 则 基本 上 反映 了 目前 为 止 对 混沌 系统 相位 动力 学 的 认识 . 

1. 振荡 极 值 法 

选取 系统 的 某 一 变量 的 时 间 序 列 x (r) ,记录 x (1) 每 次 达到 极 大 值 的 时 间 
it 再 以 此 定义 混沌 轨道 的 相位 为 : 


Tt 
p(t) =2n- = +2nn, (2.6.1) 
n+l n 


这 里 1 取 z, ic, ZTE ASME RI RER PE IO A IA EX B 2an 则 代表 相位 转 
过 的 圈 数 ,这 种 定义 得 到 的 pg(1) 是 分 段 线性 的 , 它 不 考虑 相 邻 极 大 值 之 间 的 相 
位 涨 落 . 我 们 在 后 面 讨论 的 可 激发 系统 即 是 采用 这 种 定义 相位 的 方式 . 

2. 轨道 投影 法 

对 高 维 轨道 我 们 可 设法 将 其 投影 到 低 维 空间 ,特别 是 对 三 维 的 情况 ,我 们 可 
将 其 投影 到 一 个 二 维 平面 上 .如 果 在 平面 上 的 投影 有 较 好 的 旋转 性 (都 围绕 一 个 
中 心 旋 转 ) , 则 可 采用 类 似 周期 转子 的 相位 定义 : 





tan ọ(t)= ylz. (2.6.2) 
以 Rössler 系统 为 例 ,其 运动 方程 为 : 
Éi-—--—-woy-z, 
inue (2.6.3) 
£-otz(r-c), 








4 @=0.165,0=0.2,c=10,Hv=1.0M Œ z- y 平 面 振子 具有 极 好 的 相干 旋 
转 性 质 ,此 时 的 相位 就 可 以 用 上 面 的 定义 . 
对 少数 相 空间 有 很 好 对 称 性 的 混沌 吸引 子 来 说 ,可 以 通过 适当 变换 使 上 面 
的 定义 仍 可 使 用 .一 个 典型 的 例子 就 是 Lorenz 系统 . 它 有 两 个 旋转 中 心 ,但 它们 
是 关于 (z,y) 反 射 对 称 的 ((z,y) 一 (- a,- y), Lorenz 运动 方程 形式 不 变 ). 因 
此 我 们 可 以 采取 如 下 变换 : 
Z-z-(r-1,Y-2Vx' +y -V2b(r-D, (2.6.4) 
使 得 双 吸 引子 变 为 单个 相干 性 极 好 的 旋转 .此 时 相位 可 方便 地 引入 : 
$(1) = arctan( Y/Z). (2.6.5) 
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3. Hilbert 变换 构造 复 变 量 法 
考虑 一 标 度 实时 间 序 列 x(t) ,构造 其 复 空间 : 
V(t)-zx(t)tiz(12) 2 ACOe?, (2.6.6) 
Z(t) h z(t) Hilbert 变换 得 到 : 
zao) PvE, zar], (2.6.7) 


这 里 P. V. RERA Cauchy 主 值 . 由 此 就 可 将 复 变量 更 (:) 的 辐 角 和 模 直接 


给 出 ,其 中 $8(1) 妈 我 们 所 引入 的 相位 . Hilbert 变换 可 视 为 xz(0) 与 二 的 卷 积 . 因 
此 z COR) Fourier 谱 等 于 x(1) 与 二 谱 的 乘积 .对 物理 上 重要 的 w>0,i(iw)= 
-is(io) Bl z (2) 5j a CO BIBLE n2. 
有 了 相位 变量 之 后 ,我 们 就 可 以 讨论 混沌 振子 的 相位 动力 学 .根据 相位 ,我 
们 可 以 定义 混沌 轨道 的 旋转 频率 ; 
w(t1)}=d$(t) /dt, (2.6.8) 
在 许多 情况 下 ,我 们 还 比较 关心 其 长 时 间 平 均 效应 , 即 平均 旋转 数 


a(t) = lim. | w(t)dt. (2.6.9) 


上 面 三 种 引入 相位 的 方式 有 如 下 特点 :@ 它们 本 质 上 都 是 高 维 空间 混沌 在 
低 维 投影 的 定义 ,因此 选择 不 同 的 投影 子 空间 可 能 会 导致 不 同 的 相位 演化 方式 ; 
© 相位 的 定义 与 混沌 轨道 的 旋转 特性 有 很 大 的 关系 ,如果 轨道 在 相 空间 中 有 多 
个 旋转 中 心 上 面 的 所 有 定义 则 无 法 运用 .在 图 2- 40 中 画 出 了 两 种 轨道 旋转 方 
式 . 对 第 一 种 所 有 轨道 都 不 得 围绕 同一 中 心 旋转 ,此 时 的 相位 可 由 上 面 的 任 一 种 
方法 引入 ,而 且 结 果 基本 一 致 ;对 第 二 种 轨道 演化 ,可 以 看 到 轨道 在 有 大 圈 旋 转 
外 ,还 有 若干 小 图 , 且 它 们 不 在 同一 中 心 ,此 时 用 前 面 的 方法 都 无 法 反映 轨道 的 
真实 旋转 ,必须 考虑 新 的 定义 相位 的 方法 .另外 ,对 Lorenz 振子 而 言 ,尽管 通过 
变换 可 以 得 到 一 个 旋转 中 心 ,但 其 中 丢掉 了 许多 信息 ,比如 轨道 在 两 个 旋转 叶 之 





(a) 





图 2-40 两 种 不 同 的 轨道 旋转 方式 
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间 的 路 迁就 根本 没有 反映 出 来 . 

4. 主 模 分 解法 

混沌 轨道 的 多 中 心 旋转 显然 反映 了 用 单一 相位 来 描述 是 不 完全 的 ,需要 考 
虑 引入 其 他 相位 来 描述 .一 种 简单 有 效 的 方法 是 Yalcinkaya 与 赖 英 诚 于 1997 年 
REKO ,其 基本 思想 就 是 通过 一 定 方式 将 多 中 心 旋转 模式 分 解 为 多 个 独立 
的 单 中 心 旋转 模式 . 对 单 中 心 旋转 模式 ( 称 为 恰当 旋转 ) ,其 时 间 序列 的 极 大 值 数 
目 与 穿 零 ( 取 截面 ) 数 目 是 相同 的 .因此 我 们 只 需要 分 析 一 个 时 间 序 列 , 将 其 分 解 
成 独立 的 恰当 旋转 模式 就 可 以 较 准 确 反映 出 混沌 轨道 的 旋转 性 质 n" -9 . 时间 
序列 的 主 模 分 解法 即 是 如 此 ,其 基本 步骤 如 下 : 

(D 对 时 间 序列 x(1) ,构造 两 条 平滑 线 2 (053 au GO ,它们 分 别 连接 所 
有 的 x(1) 的 极 大 值 与 极 小 值 ; 


O WM Arl) = r(t) GO tru Gs 
O 将 Ax COfEOR x(t), MGM ROMO, CRI Ae CO XERE TA OE 


@ 将 Az(i) 定 为 ABRAR ER, C O) Arlt); 

© x(t) = x(G) - C,0) 对 zi() 作 中 一 四 的 分 析 , 得 到 第 二 个 模 Cz(z); 

© 重复 上 面 步骤 以 得 到 其 他 模 C,00,C, 00,5, BE Cx (i) 没有 明显 的 
变化 为 止 (上 面 的 所 有 模式 中 C, (i) 是 最 快 的 ,其 他 振荡 依次 减 慢 ). 


这 样 我 们 看 到 一 个 x (1) 可 以 分 解 为 若干 的 恰当 旋转 , 即 (e) = >, C(t). 


BY DJ E B] x tty Sg e EMS ULE AE iT Je dB E sr B7. 
这 样 对 每 一 个 主 模 C(t), RIA Hilbert 变换 构造 其 复 平面 v) = 
A Cr)e5/? ,就 可 以 自然 而 然 引 入 M 个 独立 的 相位 (72) ,gz) Put), A 
而 也 可 计算 出 其 旋转 数 ©, 02,7, Wy 

以 Lorenz 振子 为 例 , 参 数 取 o — 10,0 — 8/3,r 228, ÆR 2 - A1 (a) PRIA 
出 了 y(G) 5X Hilbert 变换 3(1) 平 面 上 的 轨迹 ,可 以 看 到 不 止 一 个 旋转 中 心 . 
采用 上 面 的 主 模 分 解法 ,在 图 (b) 中 我 们 给 出 了 C0 —- C, CO SEE TRE BO 
迹 . 可 以 看 到 尽管 运动 复杂 ,但 都 围绕 同一 中 心 旋转 ,此 时 C,(:) 的 相位 可 以 方 
便 地 给 出 . 

通常 ,对 一 个 混沌 系统 来 说 所 需 的 主 模 数目 M 是 很 小 的 ,图 2-42 画 出 了 
Lorenz 系统 不 同 模式 的 相位 (1) 的 演化 ,斜率 最 大 的 是 C, (1) 的 相位 ,然后 随 
斜率 减少 依次 是 $,(1),$，(t),… 可 以 看 到 各 个 模 的 旋转 数 wa;( 即 相位 演化 
$(z) 的 斜率 ) 明 显 不 同 ,其 中 o, = 20.68, @,~G,/2,0;~0,/3,0,~0,/5,05~* 
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图 2-41 (a) y(z) 与 3(t) 平 面 上 的 轨迹 ;(b) C1(+) 一 C1(z) 复 平面 上 的 轨迹 


1200 


(20) 
e 
S 


E] 2—42 Lorenz 系 统 不 同 模式 的 相位 $, (7) 的 演化 





@,/10,0@,%@,/14,0,~0,/45, RT IL c, 随 j 的 增加 而 迅速 趋 于 零 .对 Lorenz A 
统 ,大 约 7 个 模 就 足够 描述 系统 的 相位 动力 学 了 . 

可 以 验证 ,相位 加 (1) 演 化 不 是 均匀 的 旋转 .一 般 情况 下 8, (7) 的 演化 可 以 
写 为 


$GO)-attEJ[AoG]1,;j721,2,77, M. (2.6.10) 


由 于 系统 的 混沌 性 ,在 c, WIERE E A (1) 本 质 上 是 随机 变量 ,因此 第 
二 项 实际 是 随机 项 . BORE $ (1) 围 绕 均匀 旋转 wt 就 是 一 种 布朗 运动 . 引入 
A$, (1), (t) - atc F,LA CO]. ÆR 2 - A3 (8) rP A Ha De Ag (zi) 的 演化 ， 
有 些 像 分 数 布朗 运动 .这 可 以 由 分 析 AS, CO BO EC IH E TR. r 的 分 布 p(r) 得 
以 验证 . 对 分 数 布朗 运动 来 说 ,o(r) 遵 守 下 面 的 寡 律 : 


gc) c (2.6.11) 


其 中 有 H 称 为 Hurst 指数 025 .图 (b) 画 出 了 o(c)-c 关系 ( 双 对 数 ). 可 以 看 到 
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IRA HIRIE, H. Hurst 指数 H 00.74. SHER T E fi K dE d . 
(a) 


150 slope-— 1.26 





500 1000 1500 2000 — 
t 


log ot 


图 2-43 (a) Ad, (ti) 的 演化 ;(b) o(r) 一 rz 关系 ( 双 对 数 ) 


在 后 面 讨论 中 ,我 们 将 集中 于 混沌 系统 的 相位 对 外 来 驱动 的 响应 以 及 振子 
之 间 相 位 的 协调 (相同 步 ). 为 方便 ,我 们 仍 集中 讨论 具有 较 好 恰当 旋转 性 质 的 振 
子 系统 .这 一 方面 可 以 避免 相位 定义 本 身 的 问题 , 另 一 方面 可 以 揭示 混沌 振子 之 
间 的 相同 步 与 周期 振子 同步 之 间 的 相似 性 与 差异 ,利用 主 模 分 解 方法 讨论 相同 
步 至 今 仍 是 一 个 不 清楚 的 课题 ,值得 深入 研究 . 


2.6.2 驱动 混沌 振子 的 相同 步 


当 我 们 用 外 力 驱 动 一 个 混沌 振子 时 ,混沌 振子 会 对 驱动 作出 一 定 的 响应 .前 
面 讨 论 的 完全 同步 ,广义 同步 都 涉及 这 方面 的 内 容 . 现 在 我 们 问 一 个 问题 :振子 
的 “相位 ”会 对 外 力 驱 动作 出 什么 样 的 响应 ?对 于 周期 驱动 的 非 线性 周期 振子 我 
们 通过 标准 映射 和 圆 映射 得 出 了 丰富 的 结果 ,并 在 许多 实验 和 实际 观察 中 得 到 
验证 .利用 外 力 驱 动 一 个 混沌 振子 主要 有 两 种 方式 :一 种 是 类 似 周 期 振子 ,加 上 
一 个 周期 外 力 , 另 一 种 是 用 另外 一 个 混沌 信号 来 驱动 .我 们 下 面 主要 讨论 这 两 类 
驱动 . 我 们 关心 的 是 当 混 沌 振子 本 身 仍 保持 混沌 状态 时 其 相位 的 响应 情 
Yop 9672041 

一 、 周 期 驱动 混沌 振子 的 相同 步 :1:1 同步 

在 讨论 这 种 同步 之 前 ,我 们 先 简单 介绍 一 下 这 方面 的 一 些 实际 观察 手段 , 它 
们 在 后 面 都 会 用 到 . 

一 个 最 常 考察 的 量 是 振动 的 旋转 数 , 它 可 以 由 定义 的 相位 %(z) 直 接 给 出 . 
在 实际 计算 中 ,可 以 采用 更 简单 的 办 法 : 


a= lim2n ^, (2.6.12) 


这 里 N, 是 在 t 时 间 内 观察 到 的 信号 x(z) 的 穿 零 次 数 ,也 可 以 是 xz(z) 的 极 大 值 
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(或 极 小 值 ) 个 数 .考察 振子 的 平均 频率 可 以 直接 观察 它 与 外 力 频 率 之 间 的 关系 . 

另 一 个 可 以 考察 的 是 相位 $(1) 的 分 布 po(g) .一 个 自治 的 混沌 系统 ,其 相位 
分 布 ob, ) 是 近乎 均匀 地 在 0~2x 内 的 分 布 ; 当 加 上 外 力 出 现 同步 时 ,在 每 一 时 
刻 相位 分 布 oe($,t) 都 是 非 均 匀 的 ,通常 是 一 个 单 峰 分 布 ,分 布 的 尖锐 程度 反映 
出 同步 的 程度 . 

另 一 个 与 相位 分 布 函数 相关 的 技术 就 是 所 谓 的 闪 频 技术 ,以 外 力 周 期 T = 
2n/w, 为 间隔 ,每 隔 工时 间 记 录 史 ,我 们 可 以 看 到 i$, 1 的 分 布 情况 .同步 的 出 现 
意味 着 这 些 点 密集 地 分 布 于 0~2x 的 一 个 小 区 间 . 

另 一 个 间接 的 技术 是 可 以 分 析 信 号 z(i) 的 功率 谱 . 当 混沌 振子 与 外 力 锁 相 
时 ,动力 学 过 程 就 会 有 很 强 的 关联 .定义 zx(1) 与 z+ nT 的 关联 C(r)= 
《zx(1)x(t+r)), 可 以 看 到 C(r) 在 r 一 吕 时 有 一 个 周期 性 的 尾巴 ,在 r= nT 
有 极 大 值 .这 意味 着 在 外 力 频率 w。 及 其 谐 频 no, 处 对 应 于 功率 谱 的 尖峰 . 功率 
谱 与 关联 函数 有 如 下 关系 : 


$= lim t f C(r)dr, (2.6.13) 
r 0 


+o É 


S(w,) 在 发 生 同 步 时 会 表现 出 共振 峰 . 这 些 量 的 好 处 是 不 必 考 察 相位 ,因此 与 相 
位 的 引入 方式 无 关 . 

还 可 以 计算 系统 的 李 指数 .同步 的 发 生意 味 着 内 部 分 岔 的 出 现 , 它 必然 反映 
在 系统 的 动力 学 上 .考察 李 指数 在 同步 前 后 的 变化 可 使 我 们 对 相同 步 的 形成 有 
更 深刻 的 理解 . 

下 面 我 们 以 周期 驱动 的 Ressler 振子 为 例 来 分 析 相 同步 .我 们 把 驱动 加 在 x 
变量 的 方程 上 : 

£= -—y-ztAcoswyt,y=xt0.15y,2=0.4+ z(x -8.5). 


(2.6.14) 
在 图 2- 44 中 ,我 们 画 出 了 Rassler 振子 的 旋转 数 w/w ERA A 下 与 mn 
的 关系 .可 以 看 到 在 w 的 一 个 相当 宽 的 范围 内 | o, =1 ,表明 Rossler 振子 与 外 


力 发 生 相 同步 ( 锁 相 ) .对 一 些 A 的 值 ,我 们 还 可 以 看 到 ,5/w。= AM 2 ,说 明 除 


f 1:1 的 同步 外 ,其 他 比例 的 锁 相 行为 仍然 可 以 看 到 .在 图 2-45 中 ,我 们 给 出 
频 闪 图 .可 以 看 到 在 A =0.6,0, =1.025 时 频 闪 的 位 置 分 布 非 常 集中 ,说 明 此 时 
振子 相位 与 外 力 之 间 有 很 好 的 相干 性 ,发 生 了 同步 ; 当 A=0.6,owo=1.05 时 , 频 
闪 的 分 布 分 散 于 吸引 子 的 各 处 ,说 明 此 时 的 相干 性 很 差 ,振子 与 外 力 尚 未 达到 同 
步 .此 外 ,通过 频 闪 图 我 们 还 可 看 到 1:2 共振 , 即 在 频 闪 图 中 可 看 到 所 有 的 频 闪 
点 落 在 两 个 相对 集中 的 区 域 . 
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x(t) 


图 2-45 NE 


如 果 我 们 观察 系统 最 大 李 指数 ,如 图 2 - 46 所 示 , 可 以 看 到 除了 一 些 周期 窗 
口外 ,最 大 李 指 数 会 一 直 保 持 为 正 ,说 明 即 使 振子 与 外 力 发 生 了 相同 步 , 系 统 仍 
然 保 持 混沌 的 特性 ,因此 相同 步 仍 是 混沌 意义 下 的 同步 , 它 揭 示 的 是 混沌 系统 内 
部 的 自由 度 与 外 力 的 协作 行为 .尤其 有 意义 的 是 系统 的 第 二 个 李 指数 ,系统 未 发 
生 同 步 时 它 一 直 为 零 ,而 当 相 同步 发 生 时 ,第 二 个 李 指 数 由 零 变 负 ,说 明 相 同步 
的 发 生意 味 着 吸引 子 发 生 了 拓扑 性 质 的 变化 ,这 一 变化 使 得 我 们 联想 起 前 面 对 
周期 振子 同步 时 的 拓扑 变化 .说 明 混 沌 相同 步 与 周期 振子 同步 有 相似 性 . 

二 、 周 期 驱动 混沌 振子 的 相同 步 :交替 锁 相 行为 

上 面 讨论 的 稳定 1:1 同步 发 生 在 有 和 较 好 相干 性 的 混沌 振子 系统 (具有 恰当 
转动 性 质 ) 中 .这 类 系统 由 于 相干 性 而 具有 相对 较 窄 的 内 部 时 间 尺 度 范 围 : 当 混 
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图 2-46 周期 驱动 Rossler 系统 的 李 指 数 谱 


沌 振子 的 相干 性 较 差 时 ,就 具有 较 宽 的 时 间 尺 度 ,此 时 其 相位 较 难 以 "驯服 .人 
们 进行 过 人 的 呼吸 心跳 同步 的 研究 ,发 现 呼吸 节律 与 心跳 之 闻 可 以 发 生 各 种 比 
例 的 锁 相 , 随 着 时 间 的 推移 ,人 的 生理 状态 也 会 发 生 相应 改变 ,此 时 锁 相 就 在 各 
种 不 同比 例 之 间 来 回转 换 * .心脏 动力 学 的 混沌 性 质 大 家 早已 熟知 ,因此 用 周 
期 驱动 的 混沌 振子 来 描述 或 许 也 会 揭示 类 似 现象 . 

下 面 以 周期 驱动 的 Lorenz 振子 为 例 加 以 讨论 : 


t=oly-x),ġ=rx-y-zrz,ż=x—bz+Ecos(t), (2.6.15) 


这 里 a=10,r=28,b=8/3. 我 们 此 处 仍 采 用 前 面 定义 相位 $(t) 的 方式 ,这 样 可 
计算 Lorenz 振子 的 旋转 数 w. 当 系统 取 上 述 参 数 且 =6 时 ,我 们 画 出 w% 一 0 与 
Q 的 关系 图 ,如 图 2-47 所 示 ( 实 线 ). 可 以 看 到 ,在 0298.25 8.4 之 间 有 一 个 
“EE” ,但 这 个 “平台 ”并 不 平 ,而 且 它 没有 位 于 ww 0-0 E. 24 r 很 大 时 ,自治 
Lorenz 方程 不 包含 鞍点 ,此 时 相位 具有 很 好 的 相干 性 ,可 以 有 好 的 相同 步 .为 与 
小 "对 比 ,图 中 国 出 了 当 r=210,E=3.0 时 的 ed 曲线 (虚线 ) ,可 以 看 
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到 一 个 w= Q 很 长 的 平台 .因此 对 小 > 来 说 ,周期 驱动 不 能 使 Lorenz 振子 具有 
很 好 的 相同 步 , 那 么 这 里 面 究 竟 发 生 了 什么 呢 ? 
图 2-48 中 我 们 画 出 Q =8.29,E=6 时 A#$(1)= $8(1) 一 Qt 的 演化 情况 . 


A$(t) 





0 2000 4000 6000 8000 
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图 2-48 A$(:)-9(0 - Qt 的 演化 情况 


可 看 到 时 间 序 列 由 AS 保持 固定 的 长 片段 及 其 短促 的 相 跃 迁 组 成 ,跃迁 幅度 主 
要 是 2x, 但 也 有 更 长 的 如 4x. 显然 在 一 段 时 间 内 的 平台 表示 Lorenz 振子 相位 与 
外 力 锁定 ,但 由 于 不 严格 的 1:1 锁 相 ,这 个 锁 相 过 一 段 时 间 会 打破 .小 图 中 我 们 
把 局 部 的 跃迁 放大 ,可 看 到 相位 差 的 变化 是 均匀 的 ,说 明 虽 然 此 处 1:1 锁 相 失 
稳 , 但 它 可 能 是 其 他 比例 的 锁 相 . 通 过 引入 广义 相位 差 : 
Ag (t) = mb(t) - n0t, (2.6.16) 
我 们 可 以 确认 每 两 个 1:1 片段 之 间 是 否 存在 m in (m An) BU. ERAT HP 
这 可 以 通过 改变 m,n 直至 看 到 Ap, , (1) 在 跃迁 时 间 段 内 是 一 个 平台 为 止 .在 
实际 观察 中 的 确 观察 到 m:n(m 关 nn) 的 同步 片段 .这 说 明 Lorenz 振子 与 外 力 的 
非 完 美 相 同步 实际 上 是 1:1 与 其 他 比例 m:n(m 关 nn) 的 交替 同步 . 
这 种 非 完 美 相 同步 的 机 制 可 用 不 稳定 周期 轨道 来 解释 .我 们 知道 ,混沌 吸引 
子 中 存在 无 数 的 不 稳定 轨道 ,它们 构成 整个 吸引 子 的 骨架 . 当 对 混沌 系统 施加 一 
个 小 的 周期 外 力 时 ,每 个 周期 态 都 可 看 作 一 个 周期 驱动 振子 . 令 周 期 态 的 旋转 数 
为 w .在 参数 空间 锁 相 区 ( 即 Arnold 舌头 ) 对 应 于 周期 力 频率 A 与 周期 轨道 转 
Bow, 的 有 理 数 比 率 . 一 般 情况 下 ,2=w 即 1:1 的 效应 最 强 . 如 果 一 些 周 期 轨道 
的 co, 相互 间 较 为 接近 , 则 这 些 轨 道 锁 相 的 主 Arnold 舌头 会 重合 . 当 这 些 舌 涉 有 
共同 的 重 全 区 时 , 则 在 此 参数 区 我 们 就 可 以 看 到 好 的 相同 步 .在 这 个 重 伙 区 之 
外 ,同步 运动 会 被 一 种 称 为 “小 孔 ” 的 阵 发 所 打 断 .特别 是 如 果 在 参数 区 找 不 到 所 
有 这 些 Arnold 舌头 的 共同 重合 区 时 ,系统 就 会 表现 为 非 完 美的 相同 步 ,1:1 与 
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在 图 2 - 49 中 给 出 了 一 些 周期 轨道 在 周期 外 力作 用 下 的 锁 相 区 域 . 实 线 画 
出 的 是 周期 7 轨道 的 锁 相 舌头 ,为 1:1 锁 相 . 短 划 线 是 周期 15 轨道 的 Arnold & 
头 , 为 14:15 锁 相 ;点 状 线 为 周期 20 的 锁 相 区 ,为 18:20 锁 相 .可 以 看 到 这 些 舌 
头 没有 完全 重合 (还 有 其 他 舌头 ,没有 画 出 ). 因此 在 部 分 重合 的 参数 区 ,我 们 可 
以 看 到 交替 相同 步 . 





图 2- 49 一 些 周期 轨道 在 周期 外 力作 用 下 的 锁 相 区 域 


=. 驱动 响 应 系统 的 混沌 相同 步 

当 我 们 不 用 周期 外 力 而 改 用 另 一 个 混沌 信号 来 驱动 一 个 混沌 振子 (通常 这 
两 个 振子 是 同类 型 的 ,但 参数 有 失 配 ) 时 ,类 似 地 可 以 讨论 锁 相 行为 .这 时 我 们 需 
要 同时 计算 驱动 与 响应 振子 的 旋转 数 .以 Ressler 振子 为 例 ,我 们 用 一 个 振子 来 
驱动 另 一 个 振子 : 

y= way zi =O, 2, tay. 2, Sotz (z oc), 

N = wo yy — zz telz, ~ £) 925 wX t ay, £y 2 0 * zy (x5 — c). 

(2.6.17) 

我 们 国定 w = 1,a 70.165,60 70.2, c - 10, REHE o, 与 0, 8,77, . 当 我 们 
取 s=0.2 时 ,在 图 2- S0(a) 中 我 们 画 出 6, 与 o, 的 变化 关系 .可 以 看 到 在 大 部 
分 区 域 有 o~a, ,但 在 wo, 与 v, 差别 较 少 处 可 以 看 到 ,虽然 w 改变 ,但 天, = 
Go, 不 随 之 改变 ,这 个 平台 对 应 的 即 为 相同 步 区 .此 时 如 果 考 察 两 个 振子 振 
幅 之 闻 关 系 的 话 , 二 者 之 间 几 乎 没有 关联 , 且 系 统 仍 保持 混沌 .这 一 点 可 由 计算 
响应 系统 的 李 指数 看 到 ,如 图 2- $0(b) 所 示 . 在 相同 步 区 ,aA; >0. 另 外 ,与 我 们 
前 面 看 到 的 周期 驱动 相同 步 类 似 ,第 二 个 李 指 数 在 相同 步 时 由 零 变 负 . 当 w 与 
o: 差别 很 大 时 ,我 们 还 可 以 看 到 一 系列 其 他 的 锁 相 平台 : mae, = no; ,这 里 不 再 
详细 讨论 . 

驱动 混沌 振子 的 相同 步 仍 有 许多 问题 值得 探讨 ,例如 同步 内 部 复杂 的 动力 
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Bj2-50 (a) 6, 与 wz 的 变化 关系 ;(b) UE DEI FC 


学 变化 ,噪声 的 影响 等 等 ,以 及 相同 步 与 其 他 的 关系 问题 ,我 们 将 在 后 面 涉及 部 
分 课题 . 


2.6.3 两 个 而 合 振子 系统 的 要 同步 


一 、 相 同步 的 发 生 与 动力 学 表现 
我 们 考 虑 两 个 相互 耦合 的 R6ssler 振子 ,它们 的 参数 之 间 有 失 配 : 
E= wy Eia tg xia 7 X13). 
-— ayia (2.6.18) 
£j = ft zazie), 
a=0.15,f=0.5,c=10,wiz 1.0 £ A, A 为 参数 失 配 幅度 ,e 为 耦合 强度 .两 个 
Róssler 振子 和 的 相位 由 :(t) 与 平均 频率 0, , 均 与 前 面 定义 一 样 .在 图 2 - 51(a) 
中 我 们 给 出 了 A=0.015 时 在 不 同 看 合 强度 下 两 振子 相位 差 $,00 - $, CO BI 
化 . 当 。=0.01 时 ,两 振子 的 相位 显然 完全 没有 同步 ,相位 差 随 时 间 的 变化 近乎 
为 一 直线 ,其 斜率 即 为 平均 频率 差 .增加 se 到 0.027 时 ,可 以 看 到 相位 差 的 变化 
为 2x 的 跳跃 ,在 每 一 个 平台 办 与 由 可 以 暂时 锁定 ,但 由 于 相同 步 仍 未 达到 , 暂 
时 的 同步 会 失 稳 ,出 现 相 跃 迁 . 4 e = 0.035 时 ,可 以 看 到 $, 一世 不 再 出 现 相 跳 
跃 ( 至 少 在 计算 的 观察 时 间 内 ) ,说 明 两 振子 之 间 相 位 达到 同步 .为 考察 两 振子 其 
他 自由 度 的 相干 情况 ,图 (b) 画 出 了 e = 0.035 时 的 A, xit yi 5$ A: = 


Vx + 湾 的 关系 图 ,最 然 它们 的 演化 是 混沌 的 ,相互 之 闻 几 乎 没有 关联 .因此 ， 
可 同步 的 发 生意 味 着 在 混沌 内 部 发 生 了 动力 学 分 岔 . 
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图 2-51 (a) 不 同 耦合 强度 下 6, (2) 一 加 (zi) 的 演化 ; 
(b) e=0.035 时 的 A, 5 A, 的 关系 图 


ERK 2-52 中 ,我 们 画 出 了 相应 参数 下 AQ = N - Q,B& e 的 变化 情况 ( 圆 
点 线 ). 可 以 看 到 随 着 。 的 增加 ,两 个 旋转 数 逐 渐 靠 近 . 当 ss0.029 S 时 ,AQ = 
0,0, 5 0, 两 支 融 为 一 体 ,说明 此 时 系统 发 生 了 相同 步 205 TU, 
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图 2-52 AQ= 0 一 02;( 圆 点 线 ) 和 李 指 数 谱 
(四 条 线 ) 随 。 的 变化 情况 


这 种 动力 学 分 岔 可 以 从 系统 的 李 指数 谱 反映 出 来 .如 图 2 - 52 所 示 ,我 们 给 
出 耦合 的 前 4 个 李 指数 . 当 e 很 小 时 ,系统 的 ,和 ;为 正 ,1 和 》, 为 零 , 说 明 混 
沌 运动 局 限于 一 个 超 混沌 的 二 维 环 面 上 . e 接近 相同 步 的 阔 值 时 ,AO-~0 意 
味 着 相同 步 , 两 个 零 李 指数 的 简 并 被 破坏 , 4, 由 零 变 为 负 , 说 明 由 于 相同 步 的 发 
生 而 使 得 混沌 吸引 子 的 维 数 降低 . 这 个 现象 与 我 们 前 面 观察 到 的 耦合 极限 环 系 
统 同 步 时 的 拓扑 性 质变 化 一 致 . 

上 面 的 相同 步 可 以 近似 地 计算 .利用 A, = 2? y; tan g; = y, /x; HERB 
合 系统 变换 到 极 坐标 系 ,可 以 得 到 s 
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A 


2 = aA, sin $, 3 — z,5cos $i + e( A;4cos 9$,,cos $ia — Acos $i), 


$ia = 045 + asin $i 005 $15 + 


E12 . Ay, . . 
Asin 风 ,一 e (etes $sin $i — cos $,,sin b,a) 
1,2 1,2 


£12 5f cz tA z,5c0s $5. (2.6.19) 
WA, AIRC 9,18 48 E ,我 们 利用 绝热 消去 法 (A, :=0) ,可 以 得 到 相位 $ 的 方 


程 . 令 $ 方 程 中 的 于 sin LIRC 的 变化 是 脉冲 的 ,大 部 分 时 间 > 很 小 , = /A 





ico, -6,)-25- S ae t sins ~ 6), (2.6.20) 
这 是 过 阻尼 的 单 摆 方 程 , 当 
4AA Lu 


上 上 述 方程 有 不 动 点 解 , 确 合 系统 发 生 相 同步 对 应 前 面 的 参数 , 当 A=0.015 AY, 
由 于 人 A 很 小 ,两 振子 的 振幅 几乎 没有 差别 ,可 以 认为 AsA; ,此 时 6,5224 — 0.3, 
与 数值 结果 0.029 5 非常 接近 . 

二 、 大 失 配 时 的 相同 步 与 倍 周 期 分 贫 

上 面 的 研究 表明 在 两 振子 参数 失 配 很 小 时 混沌 系统 的 相同 步行 为 与 耦合 极 
限 环 系统 的 同步 非常 相近 . 有些 情况 下 ,两 个 振子 之 间 可 能 会 有 较 大 的 参数 失 
配 , 因 此 也 有 必要 进行 研究 2 

在 图 2 一 53(a) .(b) 中 ,我 们 给 出 了 在 不 同 参数 失 配 下 的 同步 分 侈 树 . 当 A 
很 小 时 ,两 振子 的 旋转 数 曲 线 平滑 地 靠近 融合 . 随 着 A 的 增 大 ,可 以 观察 到 其 中 
一 个 振子 的 旋转 数 ( 较 大 的 ) 仍 以 连续 的 方式 改变 .而 另 一 个 振子 的 旋转 数 则 在 
某 一 耦合 强度 时 突然 有 一 个 跳跃 ,以 不 连续 的 方式 发 生 相 同步 .如 果 研 究 振子 的 
振幅 A, = V zx? + 时 ,就 会 发 现 相同 步 前 后 旋转 数 小 的 以 小 幅 振 荡 , 而 旋转 数 
大 的 振子 则 以 大 幅 振荡 .如 果 将 轨道 想像 成 粒子 的 轨迹 时 ,就 不 难 理解 上 面 的 突 
变 . 前 者 具有 小 的 角 动 量 , 而 后 者 具有 大 的 角 动 量 ,因此 小 旋转 数 的 振动 更 易 被 
影响 而 发 生 不 连续 的 变化 . 

如 果 观 察 系统 的 李 指 数 就 会 发 现 , 当 A 很 大 时 ,最 大 李 指 数 不 再 总 保持 为 
IE. A 越 大 ,最 大 李 指 数 沉降 越 厉害 , 当 A 大 到 一 定 程 度 时 ,就 会 出 现 一 个 有 限 的 
€ XA, 20 甚至 小 于 零 .对 于 大 的 。 ,系统 又 会 恢复 到 混沌 状态 ,而 且 是 以 倍 周 
期 分 倪 的 方式 进行 的 .图 2 一 53(c) 给 出 了 当 A=0.1 时 的 动力 学 分 岔 图 .系统 在 
e =0.152 时 发 生 相 同步 ,而 后 相同 步 一 直 保持 ,但 系统 运动 状态 变 为 周期 运动 ， 
随 着 。 增加 ,运动 会 出 现 一 系列 倍 周期 分 岔 .这 种 分 岔 是 由 耦合 引起 的 ,有 很 强 
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Æ 2-53 (a) ^-0.02,(b) A=0.1 的 同步 分 岔 树 ;(c) 当 A=0.1 时 的 动力 学 分 岔 


的 非 线性 因素 ,解析 上 不 易 分 析 . 另 外 当 入 更 大 时 ,系统 首先 达到 相同 步 , 而 后 
迅速 进入 不 动 点 状态 (<0) ,这 就 是 我 们 在 前 面 耦 合 周 期 振子 系统 中 所 看 到 
的 “振动 死亡 "现象 . 
=. 耦合 混沌 系统 的 交替 相同 步 
我 们 在 前 面 的 讨论 中 以 R6ssler 振子 为 基本 模型 . 它 反 映 了 许多 与 周期 振子 
相似 的 同步 行为 .但 在 实际 中 尚 有 许多 混沌 系统 无 法 有 好 的 相位 描述 的 .对 于 这 
类 系统 一 个 处 理 方 法 就 是 利用 主 模 分 解 方法 引入 相位 ,但 这 在 操作 比较 困难 .这 
里 我 们 选用 耦合 Lorenz 系统 , 它 既 可 用 主 模 分 解 方法 ,也 可 用 对 称 折合 引 入 相 
位 方法 来 处 理 , 我 们 采用 后 者 . 
我 们 所 研究 系统 的 运动 方程 为 : 
ža olha a) T E dig = X42); 
dus = fy Eua 7 Mis Xni (2.6.22) 
£157 —bz,5 t Xi yi3» 
这 里 c=10,5=8/3,r 7 ru £A, ro 737.5,^ 22.5. ER 2 - 54 (a) P Rit 
算 了 两 个 振子 的 旋转 数 Q Bi e 的 变化 关系 .与 Rossler 振子 锁 相 过 程 非常 不 
同 ,一 方面 2, ,曲线 本 身 随 。 有 复杂 的 变化 , 先 下 降 再 上 升 , 更 重要 的 是 二 者 的 
同步 方式 与 Rossler 振子 非常 不 同 . 在 临界 点 e。， 
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(a) 








图 2- S$4 (a) Lorenz 振子 的 旋转 数 N. 
Bü e 的 变化 ;(b) 李 指 数 谱 的 变化 


|a- Q,]oc(e,—- eD^, (2.6.23) 
对 Rassler 振子 系统 来 说 B^2172 ,但 对 Lorenz 系统 B>1. 二 者 的 不 同 还 不 仅 于 
此 , 李 指 数 谱 的 变化 也 完全 不 同 ,如 图 2- 54(b) Bas. Xt Lorenz 系统 而 言 ,我 们 
没有 看 到 同步 点 零 指 数 变 负 的 现象 , 几 个 李 指 数 突变 的 地 方 在 同步 分 岔 树 上 完 
全 没有 对 应 .这 些 都 说 明 对 于 一 般 耦 合 混沌 系统 而 言 ,相同 步 并 非 都 同 Rossler 
振子 那样 简单 . 

在 图 2 一 55(a) 中 ,我 们 画 出 了 =0.2 时 相位 差 的 演化 .可 以 看 到 除了 许多 
平台 之 外 , 尚 有 一 些 较 缓 的 相位 跳跃 .我 们 仔细 观察 这 些 跳跃 过 程 .定义 
min 相差 : 

Pn: (DO 9 [nS (0) — m$; CE) ]Zmaxdi m n! , (2.6.24) 
m,n 为 正 整 数 ,显然 m — n — YET 1:1 情况 , 即 图 (a) 中 的 一 系列 平台 .在 跳 
路 过程 ,我 们 可 以 调整 m,n 以 观察 $na (1). 当 它 在 一 段 时 间 内 对 选 定 的 m,n 
是 一 个 平台 , 则 说 明 在 这 段 时 间 内 系统 处 于 m:n 的 锁 相 片段 .在 图 (b) - 
(e) P, Few TEA (Ca) FP SIS [E BERR ER min 的 锁 相 过 程 ,我 们 可 以 看 
到 诸如 10:9,50:43,25:22,5:4 等 不 同 锁 相 片段 ,这 些 我 们 都 标 于 图 上 .可 以 看 
到 两 个 振子 在 未 完全 相同 步 之 前 是 处 于 交替 相同 步 阶段 ,这 在 前 面 的 周期 驱动 
情况 非常 一 致 ,理论 上 也 可 以 用 不 稳定 周期 轨道 理论 来 解释 .每 一 个 周期 轨道 可 
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图 2-55 (a) e=0.2 时 相位 差 的 演化 ;(b) - (e) Ala) "PAR IR] BERKET ELE min UH 


看 作 一 个 极限 环 ,我 们 就 可 以 考察 两 个 极限 环 的 同步 过 程 . 这 里 不 再 详 
Rte . 

在 图 2- 56 中 ,我 们 计算 了 一 段 时 间 ( 通 常 很 长 )T 内 m:n 片段 的 个 数 .由 
于 mán 的 片段 统计 上 比较 困难 ,我 们 只 画 出 出 现 较 多 的 10:9 片段 .可 以 看 到 
在 se 时 ,系统 会 出 现 交替 相同 步 , 随 着 s 增加 ,1:1 与 m:n(m 关 nn) 片 段 数 
目 都 在 增加 , 当 ee? 时 达到 最 高 峰 , 然 后 片段 个 数 都 下 降 .1:1 片段 逐渐 融合 
(因而 个 数 下 降 , 但 平均 长 度 增加 ) ,10:9 片段 个 数 迅 速 减少 ,在 ee 时 几乎 消 
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BEi2-56 很 长 一 段 时 间 内 min 片段 的 个 数 统计 ;(b) 同步 相 图 
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失 .1:1 片段 在 ese 关 ec 时 全 部 融合 成 一 个 (无 相位 跳跃 ), 系 统 进 入 完全 的 
1:1 相同 步 .很 有 意思 的 是 上 面 的 几 个 临界 点 在 李 指 数 谱 上 有 对 应 ,如 es. 对 应 于 
一 个 李 指 数 变 负 ,ee 对 应 于 另 一 个 李 指 数 变 负 . 对 应 于 图 (a) ,我 们 画 出 了 一 张 
系统 的 相 图 ,如 图 (b) 所 示 . 


2.6.4 耦合 混沌 振子 链 的 相同 步 


一 、 多 个 振子 的 同步 分 岔 树 
当 系 统 由 多 个 振子 构成 时 ,考察 它们 相位 之 间 的 关系 是 很 有 意义 的 课题 . 同 
步 分 倪 树 此 时 自然 作为 一 个 重要 的 观察 工具 反映 出 随 着 看 合 强 度 变化 系统 的 内 
部 分 岔 .另外 ,由 前 面 N —2 的 讨论 可 以 看 到 ,相同 步 意味 着 耦合 系统 相 空间 维 
数 的 减少 ,因此 从 相同 步 的 角度 来 考察 混沌 的 内 部 变化 是 有 理论 意义 的 . 
我 们 仍 以 耦合 Ressler 系统 为 例 : 
t= -—w.y,—2,+ €(2,4, 72x + x1), 
oes (2.6.25) 
£j—ftzx-c). 
这 里 a=0.165, f=0.2,c=10,i=1,2,…,NN, w; =m tA AHBAR, 
A,E[ 一 A,A],e 为 耦合 强度 ,上 面 为 最 近邻 耦合 .后 面部 分 结果 我 们 还 会 讨论 y 
耦合 的 ,但 是 基本 结果 几乎 没有 影响 . 
在 图 2- 57(a) 中 ,我们 画 出 N =3 个 Ressler 振子 的 Q, -ee 图 (同步 分 贫 


, 





图 2-57 3 个 和 5 个 R6ssler fif BB o] 4b 53 AR 
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树 ) ,wu=1.0,A;= -0.012,A, 20, ^, =0.006. 可 以 看 到 当 e 很 小 时 ,各 Q.D 
不 相等 . 随 着 e 的 增 大 ,相互 之 间 比 较 接近 的 1 和 2 振子 发 生 相 同步 .然后 这 个 
集团 再 与 第 二 个 振子 相同 步 . 这 一 图 像 与 周期 振子 的 同步 分 岔 是 非常 相似 . 对 于 
图 2-57(b) 中 N=5 的 情况 我 们 也 可 看 到 通过 集团 化 到 达 整 体 相同 步 的 道路 . 
所 有 这 些 同 步 分 岔 都 非常 清晰 ,反映 了 振子 之 间 通 过 耦合 有 序 的 自我 组 织 ， 

对 更 多 的 六 , 当 A, 以 随机 方式 给 定时 ,其 分 岔 树 则 要 复杂 得 多 . 它 同 样 反 映 
出 振子 之 间 的 固有 频率 差距 与 空间 二 者 之 间 的 竞争 .我 们 在 耦合 周期 振子 系统 
中 也 看 到 类 似 的 图 像 .我 们 还 可 以 观察 到 非 局 域 相同 步 , 这 个 问题 我 们 将 在 后 面 
进一步 讨论 . 

二 、 从 高 维 超 混沌 到 低 维 超 混沌 

我 们 还 需要 进一步 考察 耦合 系统 在 相同 步 过程 中 的 动力 学 变化 .在 图 2 - 
58 中 我 们 画 出 了 N=3 和 5 个 振子 (与 前 面 参 数 相同 ) 的 头 2N 个 李 指 数 随 e 的 
变化 情况 .可 以 看 到 N 个 李 指 数 在 相同 步 过 程 中 始终 保持 为 正 , 而 小 s 时 (无 相 
同步 ) 另 N 个 李 指 数 均 为 零 . 若 动力 学 系统 的 李 指数 谱 中 有 超过 一 个 大 于 零 .我 
们 将 其 称 为 超 混沌 运动 , 它 比 一 般 的 混沌 (一 个 正 李 指数 ) 运 动 要 更 为 混乱 .因此 
耦合 系统 与 相同 步 的 过 程 中 始终 保持 为 超 混沌 运动 ,相同 步 分 岔 的 动力 学 转变 
在 零 李 指数 上 .对 应 于 每 一 次 相同 步 分 岔 , 零 李 指 数 中 都 有 一 个 变 负 , 零 指 数 的 
简 并 度 下 降 . 零 指数 个 数 越 多 ,说 明 运 动 在 维 数 越 高 的 超 混沌 环 面 上 进行 .如 果 
我 们 把 分 岔 过 程 反 过 来 看 (耦合 强度 逐渐 降低 ,在 时 空 系统 中 等 效 于 增加 系统 尺 
E) , 则 可 以 看 到 从 低 维 超 混沌 向 高 维 超 混沌 的 转变 .而 这 种 动力 学 转变 的 机 制 
则 是 系统 的 各 级 去 同步 ,从 而 使 吸引 子 维 数 不 断 增加 .这 一 机 制 可 用 来 探讨 时 空 





0.1 





图 2-58 N=3 和 5 个 振子 的 头 2N 个 李 指 数 随 e 的 变化 
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系统 从 低 维 混沌 向 高 维 混沌 的 转变 . 

当 耦 合 系统 的 振子 个 数 比 较 多 时 ,如果 它 们 的 固有 频率 相差 不 大 , 则 上 面 的 
由 高 维 超 混沌 向 低 维 超 混 沌 的 变化 仍 可 以 反映 出 来 .在 图 2 — 59 (a) PRAT BE HH 
了 20 个 振子 (y A) 自然 频率 以 w = w + 6G 一 1) 方 式 分 布 的 旋转 数 在 不 同 
耦合 强度 下 的 情况 .8S=2xl10 ,ol=1.0,se=0.003 和 0.006 时 系统 在 耦合 链 
两 头 出 现 同 步 集团 ,集团 不 断 增 大 ,在 s=0.009 时 形成 一 个 整体 的 同步 集团 .图 
2 一 59(b) 给 出 了 相应 参数 下 李 指 数 谱 ( 前 40 个 ) 的 分 布 情况 . 正 李 指数 的 个 数 在 
系统 形成 整体 相同 步 时 仍 可 保持 为 N 个 .另外 N 个 简 并 的 李 指 数 随 着 e 的 增 
加 不 断 沉降 ,一 直到 整体 同步 时 N -1 个 零 指数 变 为 负 . 





图 2-59 (a) 20 个 振子 (y FA) Bede CEP Fed 
耦合 强度 下 的 情况 ;(b) 李 指 数 谱 的 分 布 
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三 、 大 频率 失 配 下 的 混沌 抑制 

振子 之 间 的 参数 失 配 较 大 时 ,混沌 会 受到 抑制 .这 在 前 面 N=2 的 情况 可 以 
看 到 .对 于 大 NN 的 情况 , 当 e 增加 时 ,系统 的 正 李 指数 数目 会 逐渐 减少 .我 们 仍 
考虑 自然 频率 w= 0, + 6(j 一 1) 的 情况 ,但 6 较 大 .这 时 系统 的 相同 步 集团 化 
与 小 6 不同 ,不 是 只 在 两 端 形成 两 个 同步 集团 ,而 是 分 成 许多 个 小 的 同步 集团 . 
Q,; 的 分 布 图 也 成 为 阶梯 状 , 阶 梯 之 间 的 变化 是 不 连续 的 (注意 小 6 时 的 2 曲线 
是 比较 平滑 的 ). 

在 图 2 一 60(a) 中 ,我 们 给 出 了 系统 时 空 演化 行为 .在 所 有 图 中 最 小 值 由 白 
色 区 域 给 出 ,黑色 表示 最 大 值 .各 图 中 左边 是 sin $, = y, /A 的 演化 ,中 间 的 给 出 
了 相差 S, = sin'[($, 一 ,1)/2] 的 演化 .右边 的 则 是 振幅 A, 的 演化 .在 图 中 我 们 
可 以 看 到 一 些 白色 的 点 (A, 演 化) 或 黑色 的 点 (S, 的 演化 ) 规 则 地 出 现在 格 点 的 
一 些 位 置 上 .这 些 都 是 缺陷 振子 ,它们 处 于 两 个 同步 集团 的 边界 处 .因此 各 集团 
之 间 的 边界 是 不 平滑 的 .两 个 同步 集团 的 频率 差 等 于 缺陷 点 出 现 的 频率 . 当 改 变 
e 出 现 同步 集团 的 改变 时 ,处 于 边缘 的 缺陷 的 演化 就 不 是 周期 的 而 是 混沌 的 . 
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El 2-60 (a) 相同 步 的 系统 时 空 演化 行为 ;(b) 振动 抑制 现象 


当 参 数 失 配 更 大 时 ,振子 系统 会 出 现 振动 死亡 的 现象 .这 种 现象 在 大 数目 振子 
系统 中 表现 为 部 分 振子 的 振动 振幅 很 小 (有 的 A ~0, 但 有 的 不 为 零 ). 在 图 2- 
60(b) 中 给 出 了 线性 分 布 w 的 S=1.5x10 7,0, 2 1.0 8E N=50 个 振子 在 。 
=0.75 时 的 时 空 动 力学 .可 以 看 到 振动 抑制 的 现象 . 这 种 现象 的 机 制 是 耦合 e 
带 来 的 额外 阻尼 ,从 而 使 一 些 振子 的 耗 散 增加 的 结果 ””. 

四 、 非 局 域 相 同步 

我 们 研究 的 耦合 振子 系统 在 很 多 情况 下 考虑 最 近 耦 合 方式 .在 研究 耦合 周 
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期 振子 同步 时 我 们 曾 看 到 不 相 邻 振子 之 间 的 锁 相 行为 .那么 ,这 种 非 局 域 的 同步 
是 否 具有 普遍 性 呢 ? 其 背后 的 机 制 是 什么 呢 ? 下 面 我 们 讨论 耦合 混沌 振子 系统 
的 非 局 域 相同 步 现象 就 是 这 种 类 型 ”1 .我 们 将 会 看 到 ,空间 位 置 比较 邻近 的 振 
子 并 不 形成 相同 步 ,相反 空间 位 置 比较 远 ,参数 比较 相近 的 振子 反倒 可 以 形成 相 
同步 . 

我 们 先 构造 下 面 的 耦合 系统 , 它 由 两 个 不 同 自然 频率 的 R6ssler 振子 构成 ， 
其 中 第 二 个 振子 受到 一 个 周期 外 力 的 驱动 : 

t=- way oz ter — zr) =o, 2, +0. 15 y, ,£, =0.2+ zy (x, — 10), 

E =— wy — z elx, — £2) 3) = e x; ^ 0.15y, + Asin At,£, 20.2 z, x, — 10). 


(2.6.26) 
我 们 想 考 察 是 否 有 这 样 的 情况 :振子 二 在 周期 力 驱动 下 不 会 形成 锁 相 ,而 第 


一 个 振子 不 直接 受到 周期 力作 用 却 会 发 生 相 同步 . 
ER 2-61 中 我 们 画 出 了 w=1.0,w;=0.65,A=1.0,e=0.1 时 0Q1,/A 
与 A 的 变化 关系 .我 们 很 清楚 地 看 到 第 一 个 振子 被 外 来 驱动 同步 (曲线 的 平台 








Q/A 





图 2-61 Q,,/7A S A 的 变化 关系 
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部 分 ) ,虽然 外 力 并 没有 直接 作用 .与 此 形成 对 照 的 是 ,直接 被 作用 的 第 二 个 振子 
却 没有 与 外 力 形成 相同 步 . 

为 考察 这 种 非 局 域 相同 步 的 动力 学 根源 ,我 们 可 以 对 各 振子 的 信号 进行 频 
谱 分 析 . 图 2- 62 中 给 出 了 这 样 的 频谱 图 .图 (a) 是 处 于 非 局 域 相同 步 状态 下 (A 
三 1.0)zi(z) 的 功率 谱 .可 以 看 到 它 在 A =2xf 处 有 一 尖峰 ,说 明 第 一 个 振子 被 
外 力 同步 .图 中 的 记 为 无 外 力 驱 动 时 的 峰 , 说 明 两 振子 的 耦合 在 非 局 域 相同 步 
中 起 了 重要 作用 .图 (b) 中 的 z;(z) 功 率 谱 也 有 一 个 峰 , 但 其 位 置 远离 f= A /2x， 
说 明 外 力 与 它 并 未 形成 同步 .但 在 / 处 有 一 个 小 的 尖峰 . 正 是 这 一 小 的 频率 成 
分 对 非 局 域 相 同步 起 到 了 信和 号 传递 的 作用 , 它 通 过 振子 间 耦 合 传递 给 第 一 个 振 
子 , 从 而 实现 了 非 局 域 相同 步 .这 一 机 制 对 多 个 振子 的 非 局 域 相同 步 也 是 有 效 
的 .考虑 由 方程 (2.6.26) 描 述 的 N 个 Rassler 系统 .在 图 2-63 中 我 们 给 出 了 N 
=5 个 振子 的 同步 分 岔 树 . 可 以 看 到 在 sE(0.04,0.05) 之 间 时 , 非 局 域 相同 步 发 
生 在 集团 (2.3) 与 5 之 间 . 我 们 在 图 2 — 64 中 分 别 给 出 不 同 耦 合 强度 下 (e = 0.01, 
0.03,0.045,0.1) 五 个 振子 的 频谱 ,其 中 s=0.045 对 应 于 (2,3) 与 5 的 非 局 
域 相 同步 .从 图 中 我 们 发 现 , 当 e 很 小 时 ,振子 的 峰 位 置 均 不 同 , 说 明 没 有 同步 ; 
随 着 e 的 增加 ,一 些 具 有 相近 自然 频率 、 位 置 近邻 的 振子 开始 出 现 相 同步 , 且 形 
成 集团 (最 高 峰 位 于 相同 位 置 ) .在 图 (c) 中 可 以 发 现 振 子 2,3 和 5 的 最 高 峰 位 相 
同 ,说 明 非 局 域 相同 步 形成 .在 图 (c) 中 还 可 以 看 到 处 于 非 相 同步 状态 的 振子 (如 
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图 2-62 非 局 域 相 同步 状态 下 的 功率 谱 
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振子 1) ,虽然 其 主峰 与 (2,3,5) 主 峰 不 同 , 但 在 (2,3,5) 主 峰 位 置 仍 可 看 到 一 个 
小 的 次 峰 . 正 是 这 一 小 的 同步 频率 部 分 对 非 局 域 相同 步 的 形成 起 着 至 关 重 要 的 
作用 ,通过 振子 1 的 信号 传递 作用 使 得 非 局 域 同步 得 以 实现 . 
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图 2-64 不 同 耦合 强度 下 五 个 振子 的 频谱 


对 于 大 的 。, 所 有 振子 的 主峰 位 置 相同 ,因而 系统 达到 整体 相同 步 . 更 大 尺 
寸 的 耦合 系统 中 也 同样 可 以 看 到 非 局 域 相同 步 现 象 ,而 且 出 现 的 机 会 更 为 频繁 . 
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五 、 相 同步 的 加 强 效 应 

看 合 系统 的 同步 化 在 实际 应 用 中 有 重要 意义 .同步 化 在 耦合 激光 器 件 . 输 运 
过 程 中 可 以 大 大 提高 系统 的 输 运 效率 .因此 ,如何 将 同步 进行 优化 是 值得 探讨 的 
间 题 .从 前 面 的 相同 步 讨论 可 以 看 出 ,相位 是 混沌 运动 中 相对 容易 驾驭 的 自由 
度 . 下 面 我 们 通过 讨论 揭示 相同 步 可 以 通过 对 系统 加 上 一 个 非 对 称 耦合 而 大 大 
加 强 (总 的 看 合 大 小 不 改变 )*”" .这 个 加 强 效 应 的 机 制 是 非 对 称 耦 合 导致 的 “ 同 
步 波 "以 及 非 局 域 相 同步 . 

我 们 先 考察 下 面 的 非 对 称 耦 合 的 Rossler 振子 系统 : 

b= — wx, T z t+ (R+ 8) (a4, —-x)-(k-80)(x, 7 x), 
人 z,(z,-¢c),7=1,2,-",N, 





(2.6.27) 
Km a-20.165,£—-0.2,c 2 10, 5,6 分 别 为 扩散 与 梯度 看 合 强 度 . w;=1.0+ 
A, ,A; 是 在 -人 A 与 A 之 间 分 布 的 随机 数 , 当 6 =0 时 ,系统 就 是 我 们 前 面 讨论 的 
最 近邻 耦合 链 . 其 相同 步 我 们 已 作 了 分 析 , 当 很 大 时 ,系统 就 可 以 达到 整体 对 
称 相同 步 . 当 ON 很 大 时 ,通常 需要 上 有 很 大 才 会 保证 系统 整体 同步 ,那么 我 们 是 否 
可 以 在 & 不 大 时 通过 其 他 方式 使 系统 达到 整体 同步 呢 ? 
RATS E OO 的 情况 .在 图 2 - 65 中 我 们 计算 了 N = 100 个 振子 系统 在 A 
=0.1,k=0.6 时 改变 6 的 旋转 数 0; 的 分 布 . 当 5=0 时 ,由 图 (a) 可 以 看 到 系统 
有 许多 小 的 同步 集团 ,但 它们 彼此 不 同 ,说明 系 统 远 没有 达到 整体 同步 .在 图 (c) 
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图 2-65 N=100 个 振子 系统 改变 6 时 人 ,和 最 大 振幅 A”” 的 分 布 
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中 我 们 画 出 了 振子 的 最 大 振幅 AD = max| / 2 + yi | 的 分 布 ,可 以 看 到 振子 的 
振幅 非常 不 均匀 ,有 的 很 大 ,有 的 几乎 为 零 ,此 即 前 面 看 到 的 振荡 抑制 现象 . 当 我 
们 加 上 一 个 非 对 称 的 梯度 耦合 ,$ 和 0, 系 统 的 同步 行为 有 很 大 变化 .图 (b) 给 出 
的 是 $=0.3 时 的 Q, 分 布 ,可 以 看 到 旋转 数 分 布 已 成 为 一 个 平台 ,所 有 振子 已 达 
到 整体 相同 步 . 当 我 们 观察 A”™ 的 分 布 时 ,我 们 惊讶 地 发 现 此 时 所 有 振子 的 振 
荡 幅 度 已 经 几乎 相同 .通过 非 对 称 耦合 ,我 们 不 仅 实现 了 系统 的 整体 相同 步 化 ， 
还 消除 了 振荡 抑制 的 现象. 
为 更 好 地 观察 这 种 同步 加 强 效应 ,我们 可 以 引入 旋转 数 差 : 





N 
an- | Y *(0,- 0», (2.6.28) 
izl 


这 里 O S BUE HR Wee CH I, = LS A,R 2- 66 中 我 们 分 别 给 出 
了 A=0.3 和 0.5( 比 上 面 的 自然 频 差异 更 大 ) 时 在 不 同 扩散 耦合 &A 下 AQ 随 6 
的 变化 曲线 .AQ 在 某 一 6 会 突然 下 降 到 零 ,表明 改变 3 可 以 实现 系统 的 整体 相 
同步 化 . 

















图 2-66 A=0.3 和 0.5 时 不 同 扩散 耦合 下 AQ 随 6 的 变化 曲线 


为 揭示 这 种 转变 的 机 制 ,我 们 考虑 上 面 的 Rossler 系统 .不 同 的 是 ,首先 ,所 
有 振子 的 w = w 都 相同 ;其 次 ,我 们 对 第 一 个 振子 的 x 变量 施加 一 个 周期 驱动 : 
= —wox,—-z,t(ktO)(x,— x) = kl x, = 10sin(c 2)], (2.6.29) 
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这 里 w=1.2,owy=1.0,&=0.9. 在 图 2-67(a) 中 ,我 们 给 出 了 N= S0 i} 0,4 
ARS 的 分 布 . 当 8=0 时 ,可 看 到 只 有 与 周期 驱动 邻近 的 格 点 会 与 其 同步 ,此 时 
我 们 认为 简 谐 波 是 局 域 的 , 它 只 能 传播 有 限 距离 . 当 5250 时 ,我 们 可 以 观察 到 
越 来 越 多 的 振子 被 周期 力 同步 ,这 反映 出 简 谐 波 的 非 局 域 化 .在 8,520.55 时 ,所 
有 振子 都 被 简 谐 波 同步 ,此 时 “同步 波 "可 在 整个 链 上 传播 .在 图 (b) 中 ,我 们 给 
每 个 振子 的 wo 频率 成 分 的 强度 : 


P; (ay) = fF. x(t) dt 





， (2.6.30) 


可 以 看 到 当 8=0 时 ,对 于 ;>4,P(oo)《P (9,20, £A P. 8, P, (o7 
P, (wo ) 关 0 的 格 点 也 不 断 增加 ;在 8,240.55 时 同步 波 可 传记 整个 系统 . 
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图 2-67 (a) N=50 时 0; 在 不 同 6 的 分 布 ;(b) 振子 的 wo 频率 成 分 的 强度 分 布 


上 面 的 机 制 虽然 是 对 于 周期 驱动 讨论 的 , 它 对 于 混沌 驱动 也 适用 .因此 可 以 
说 ,我 们 所 看 到 的 相同 步 加 强行 为 是 同步 波 非 局 域 化 转变 的 结果 .这 一 同步 波 会 
引起 格 点 中 频率 相近 的 振子 形成 同步 集团 ,这 些 振子 在 空间 上 可 以 不 相 邻 ,这 就 
造成 了 前 面 所 讨论 的 非 局 域 相 同步 .这 些小 集团 反 过 来 又 会 影响 附近 振子 ,从 而 
形成 更 大 集团 .这 种 机 制 不 依赖 于 具体 系统 .在 图 2-68 中 ,我 们 给 出 N= 100 
个 x 耦合 的 Lorenz 振子 的 2, 分布 ,其 方程 为 : 
5 -o(y-x)*t(kt8) (x. 7x27 G8); 7 mi). (2.6.31) 

Mp = DET Y T XZ = T bz; t Liy 

$3850 10,5 28/3, r, =40+A,, A; E[-10,10],k =50, TUBB 8 =0 Rf N, 
分 布 几乎 没有 同步 集团 . 当 加 上 6 时 ,系统 会 逐渐 形成 三 大 集团 ( 见 图 (b),(c)); 


2.6 混沌 系统 的 相同 步 135 





12] ————————————À 122—— — 


9, wi VY war NM of | | | | | | | l 
| | Ww “| | 





8 









































图 2-68 N=100 ^ x HAM Lorenz 振子 的 OQ, 分布 
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合 可 以 加 强 相 同步 .由 此 可 见 ,这 一 机 制 有 其 普遍 性 . 
六 、 看 合 相 同 混沌 振子 的 相位 有 序 现象 
对 振子 相同 步 的 讨论 大 多 集中 于 不 同 振子 的 情况 .人 们 一 个 直觉 是 耦合 的 
相同 振子 的 相位 动力 学 应 该 非常 简单 ,因为 振子 的 振动 频率 已 经 相同 . 另 一 个 人 
们 通常 的 印象 是 小 耦合 通常 只 会 导致 小 的 系统 的 时 空 行为 ,特别 是 振子 都 是 混 
沌 的 情况 .只 有 耦合 较 大 时 才 会 对 系统 动力 学 构成 大 的 影响 .很 多 情况 下 这 种 观 
念 是 对 的 ,但 并 不 尽 然 ,混沌 系统 内 部 存在 无 数 的 周期 轨道 ,它们 都 不 稳定 ,但 相 
互 作用 会 使 得 系统 的 轨道 之 间 发 生 共振 ,这 个 小 的 共振 可 能 使 得 周期 轨道 稳定 
化 ,从 而 可 能 观察 到 系统 的 有 序 现象 ””“* .下 面 的 一 个 现象 是 2001 年 占 萌 等 
ABR?” ,他 们 通过 对 耦合 的 Rossler 系统 的 研究 发 现 一 种 广义 扩展 相 (gen- 
eralized splay state, GSS) :在 很 小 的 耦合 强度 下 ,所 有 振子 的 运动 都 在 相同 的 周 
期 轨道 上 ,但 振子 之 间 有 不 同 的 相位 .这 种 在 弱 耦 合 下 出 现 的 有 序 现 象 来 源 于 系 
统 内 部 的 共振 . 
研究 的 系统 是 近邻 克 合 的 相同 Rossler 振子 : 
t=- wy T z telz 27+r,-1), 
| = wr, +0.165y,, (2.6.32) 
£,70.2* z (x; -10),j 7 1,2,7, N, 
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数值 模拟 中 w 取 0.99 ,单个 Rassler 系统 的 运动 是 混沌 的 .在 图 2- 69 中 我 们 给 
HI r-yXii -N-24120 个 振子 在 e=3x 10 “(<e.,e. 为 系统 发 生 完全 同 


6,16,18 — 1,4,11,14,17 


(b) 
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图 2-69 小 耦合 下 过 -yy 平面 上 2 和 20 个 振子 在 任 一 时 刻 的 位 置 图 


步 的 闽 值 ) 时 振子 在 任 一 时 刻 的 位 置 图 . 为 方便 观察 ,在 图 (c) 中 我 们 现 出 w=0.99 
时 单个 振子 的 周期 与 轨道 (注意 ,s=0 时 这 个 轨道 是 不 稳定 的 !), 它 在 e=0 
EBS eH FECA) 的 混沌 吸引 子 中 . 当 我 们 用 前 面相 位 的 定义 g, = arctan ( y, /z, ) 
时 ,会 发 现 这 些 振 子 大 约 处 于 相同 的 相位 ,似乎 不 奇怪 .但 如 果 我 们 仔细 观察 这 
些 振子 的 分 布 时 ,会 惊奇 地 发 现 , 它 们 均 处 于 周期 5 轨道 上 (不 管 N=2 或 20), 
但 处 于 不 同位 置 上 ,因此 相互 之 间 有 一 个 时 间 延 迟 , N 较 大 时 若干 振子 会 形成 
一 个 集团 ,这 种 状态 被 称 为 广义 扩展 态 .在 小 e 的 一 个 范围 内 我 们 都 会 看 到 这 种 
有 序 行为 . 

这 种 扩展 态 说 明 在 弱 相 互 作 用 下 ,耦合 虽然 不 会 改变 单个 振子 的 吸引 子 结 
构 ,但 却 会 改变 其 稳定 性 ,使 得 原先 不 稳定 的 观察 不 到 的 东西 可 以 看 到 了 .由 于 
耦合 非常 弱 ,能 出 现 这 样 的 有 序 结构 的 机 制 只 有 通过 共振 来 实现 .为 了 证 实 这 一 
点 ,并 且 更 深入 理解 这 种 结构 ,下 面 计算 受 驱动 单个 振子 : 


4,9 = wy — & Fe[ (E — 5,24 D(t—c.)—2zl. 
J; = wx; t0.165y;, (2.6.33) 


£, 70.2* z; (x; - 10), 
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B(1) 为 图 2 一 69(c) 的 周期 5 信和 号 .在 图 2 一 70(a) 中 ,我 们 画 出 了 A;= zt 一 ti 
与 0=ri-r ,1Ee-3Xx10 “的 关系 图 .可 以 看 到 对 一 个 固定 0, ,7t; 有 多 重 响 
应 分 支 .我 们 再 把 N —2 与 20 的 振子 相位 分 布 情况 画 在 分 支 图 上 ,可 以 看 到 它 


们 都 分 布 在 图 中 画 出 的 线性 的 交点 上 . 这 些 线 是 共振 线 :Ai ,0 = "Lon c1 


2,…,5, 其 中 工 是 周期 5 轨道 的 周期 (人 
之 30.98) .这 使 得 我 们 对 扩展 态 的 有 序 结 | OT Des) 








= 
也 


构 有 进一步 的 理解 : 它 的 确 是 系统 共振 的 | LLLA Clemo] | 
结果 . 至 于 系统 为 什么 选择 了 周期 5 轨 a, | 
道 ,可 以 从 单个 Rsssler 系统 的 回归 统计 eal E 
看 出 来 ,如 图 2- 70(b) 所 示 .P(T) 在 TS o0 | 
30.98 时 有 最 高 峰 , 这 个 峰 的 位 置 恰好 是 0.0 62 124 18.6 248 310 
周期 5 轨道 的 周期 .这 说 明 ,对 Rossler 振 êi 

子 来 说 ,运动 最 有 可 能 在 周期 5 PUT, 

进行 ,因而 会 以 其 发 生 共振 效应 . 一 般 情 ©) 
况 P(T)oce OT A(T) XAMA T ots 

的 不 稳定 周期 轨道 对 应 的 最 大 李 指 数 . £02 


值得 指出 的 是 ,这 种 广义 扩展 相位 态 01 
在 其 他 耦合 系统 如 Chau's 电路 ,Lorenz fix 
子 ,Hindmarsh-Rose 神经 元 模型 中 都 可 以 MT 20 — 40 " 60 80 100 
看 到 ,因此 在 弱 耦 合 下 ,通过 共振 出 现 有 
序 结构 有 其 普遍 性 . 胡 岗 、 张 英 等 研究 了 图 2-70 (0 AH Athe 的 关系 图 ， 
类 似 的 模型 ,发 现 了 更 复杂 的 结构 ,以 及 (b) 单个 Rassler 系统 的 回归 统计 
从 完全 同步 态 到 部 分 同步 混沌 态 .周期 态 、 准 周期 态 等 各 种 分 岔 ?2” .限于 篇 
幅 在 此 不 一 一 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 后 面 的 文献 


2.6.5 相同 步 与 广义 同步 的 关系 


对 耦合 混沌 系统 来 说 ,其 同步 行为 由 于 系统 动力 学 的 复杂 性 而 有 不 同 程度 
的 表现 .迄今 为 止 ,我 们 已 观察 到 诸如 完全 同步 (精确 同步 ) 广义 同步 ,相同 步 等 
不 同形 式 的 同步 .这 些 同步 由 于 是 在 不 同系 统 中 发 现 ,它们 之 间 的 关系 (后 面 会 
提 到 ) 就 是 非常 重要 的 问题 .通常 ,完全 同步 被 认为 是 最 强 的 一 种 , 它 要 求 振子 之 
间 的 轨道 演化 在 长 时 间 后 完全 相同 .广义 同步 为 稍 弱 的 一 种 , 它 是 针对 不 同 振子 
而 言 的 .因为 振子 不 同 ,自然 无 法 要 求 轨道 完全 相同 ,但 可 以 要 求 两 轨道 演化 之 
间 形成 某 种 泛 函 关系 .从 这 个 意义 上 讲 , 完 全 同步 是 广义 同步 的 特殊 形式 .相同 
步 是 指 两 振子 之 间 的 相位 之 间 锁 定 , 但 其 振幅 可 以 无 关联 .通常 认为 广义 同步 为 
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稍 强 的 同步 ,相同 步 稍 弱 *”! .但 下 面 我 们 会 看 到 ,二 者 之 间 的 强 弱 关 系 是 依赖 
具体 情况 的 ,有 了 时 系统 会 先 达到 相同 步 而 未 达到 广义 同步 23391. 
我 们 考虑 下 面 的 驱动 - 响应 Róssler 系统 : 
i = — Waya 7 Za s Xa = Wyte *0.15y,, 2$, 20.2 * zy (x, - 10), 


t,=-w,y,-2,tel(x,-27,),9,=0,0,+0.15y,,¢,=0.2+ z, (x, — 10), 


(2.6.34) 
这 里 的 下 标 dr 分 别 代表 驱动 振子 与 响应 振子 ,e 为 耦合 强度 . ov ,通常 不 相 
等 .对 于 系统 的 相同 步 ,我 们 用 Q = 0, 确 定 ;对 于 广义 同步 ,我 们 用 响应 系统 的 
最 大 条 件 李 指数 4! 由 正 变 负 来 确定 . 

在 图 2- 71 中 ,我 们 画 出 了 在 (wow ) = (0.98, 1.0) K(w,.0,) = (0.8, 
1.0) 两 种 情况 下 的 Q, MALM ww 与 w 相差 较 小 时 ,响应 系统 可 以 与 驱动 系统 
在 较 小 的 耦合 强度 下 发 生 相 同步 . 例如 ,在 (a) 中 ,系统 可 以 在 sz0.08 相同 步 . 
而 此 时 我 们 计算 最 大 条 件 李 指数 发 现 ,在 ss:0.18 时 ,外 由 正 变 负 , 系 统 进 入 广 
义 同步 状态 ,这 一 结果 与 我 们 的 预期 相符 .但 当 驱 动 系统 与 响应 系统 的 参数 失 配 
增 大 时 ,广义 同步 的 阐 值 没有 大 的 变化 ,而 相同 步 需要 的 阔 值 增 大 ,这 样 就 有 可 
能 出 现 这 样 的 情况 :改变 耦合 强度 ,系统 首先 进入 广义 同步 ,然后 才 进 入 相同 步 
状态 .在 图 (c) ,(d) 我 们 画 出 参数 失 配 较 大 的 情况 ,可 以 发 现 ,系统 在 ssz0.13 进 
入 广义 同步 ,而 此 时 0 与 0, 还 远 没 有 融合 ,说 明 此 时 相同 步 还 未 达到 、 
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图 2-71 (o,,«,)- (0.98,1.0)X (o, .w,) = (0.8, 1. 0 RJE Qu, A, 
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为 更 清楚 地 看 到 这 种 顺序 的 转变 ,我 们 在 图 2- 72 中 给 出 了 系统 的 相 图 ,其 
中 人 描述 w,, 0, 8928 88:4, — 1.0 — A, w, — 1.0 * A. FE "P IS RIE RR TR I] 2b 
的 临界 线 ,方块 线 表 示 广 义 同步 的 临界 线 .在 每 一 条 线 上 方 都 是 同步 的 区 域 . 从 
图 中 我 们 可 以 看 出 , 当 和 很 小 时 ,广义 同步 线 始 终 在 相同 步 的 上 方 , 说 明 相 同步 
比 广义 相同 步 要 弱 . 当 As:0.028 时 ,可 以 看 到 广义 同步 线 下 降 , 与 上 升 的 相同 
步 线 融合 .在 0.028 A«0.035 之 间 ,两 条 线 几 乎 完全 重合 ,说 明 此 时 两 种 同步 
可 以 同时 到 达 . 当 A 宇 0.035 时 ,广义 同步 的 线 几 乎 没有 变化 ,而 相同 步 线 一 直 
上 升 超越 广义 同步 线 ,此 时 相同 步 成 为 更 强 的 同步 ,需要 更 强 的 耦合 才能 达到 . 
为 方便 分 析 ,我 们 用 圆 点 线 给 出 了 2: = 0 的 线 , 由 于 ):=0 变 负 意 味 着 吸引 子 发 
生 了 拓扑 性 质 的 变化 .我 们 称 其 为 拓扑 线 .可 以 看 到 当 A 小 的 时 候 , 拓 扑 线 与 相 
同步 线 完全 重合 .这 与 我 们 对 小 参数 失 配 时 相同 步 的 动力 学 变化 一 致 (系统 的 一 
个 零 李 指数 变 负 ). 4 020.02 时 ,系统 发 生 第 一 个 分 岔 ,拓扑 线 与 相同 步 线 分 
开 . 这 一 分 贫 导 致 了 广义 同步 线 由 原先 较为 平坦 变 为 开始 下 降 , 一 直到 A0. 028 
与 相同 步 线 重合 (第 二 个 分 岔 ) . 当 系统 的 第 三 个 分 岔 (相同 步 线 与 广义 同步 
线 分 离 ) 发 生 时 ,拓扑 线 不 再 有 明显 变化 .因此 可 以 看 出 ,广义 同步 与 相同 步 强 弱 
关系 的 转变 是 由 于 改变 参数 失 配 而 导致 的 系统 拓扑 性 质 的 变化 . 











图 2-72 A- e 相 图 , 棱 形 线 表 示 相 同步 的 临界 线 ,方块 线 表示 广义 同步 的 临界 线 


我 们 在 驱动 响应 的 Lorenz 系统 中 也 可 以 看 到 这 种 强 弱 关系 的 转变 .因此 广 
义 同步 与 相同 步 的 关系 不 是 固定 的 强 弱 关系 . 当 驱 动 振子 与 响应 振子 有 很 大 的 
差异 时 ,相位 则 成 为 较 难以 同步 的 自由 度 ,而 轨道 之 间 形 成 某 种 泛 函 关系 则 相对 
较 容易 .只 有 驱动 与 响应 系统 差异 很 小 时 , 才 会 有 相同 步 先 于 广义 同步 的 情况 发 
生 . 
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2.7 其 他 形式 的 混沌 同步 


混沌 系统 由 于 其 复杂 性 而 存在 不 同 程度 的 同步 .其 中 ,完全 同步 .广义 同步 、 
相同 步 都 是 其 中 具有 代表 性 的 类 型 ,因而 得 到 了 充分 的 研究 .人 们 在 研究 过 程 中 
还 提出 过 其 他 一 些 类 型 的 同步 ,下 面 主要 介绍 滞后 同步 和 测度 同步 . 
2.7.1 滞后 同步 


对 于 两 个 相互 作用 的 混沌 系统 c, = F(z) 与 +z, =F, (x, (HP ni 
(rio Tio ,X12)), 若 建立 了 如 下 的 关系 : 
Xi(t+ ro)= oc). (2.7.1) 
则 称 两 个 系统 建立 了 滞后 同步 2 2 ,其 中 ro 为 滞后 时 间 
我 们 仍 讨 论 两 个 相互 作用 的 Ressler 振子 : 
tia = ~ WM 7 X12 * € x14 7 2135), 
— (2.7.2) 
ži = f+ zi2( xi -0), 
参数 仍然 取 a =0.165,f=0.2,c=10, wi: = w £A. ÆW P w 70.97, ^ 
0.02 ,我们 改变 e 来 观察 系统 的 同步 行为 .对 于 这 样 同样 的 系统 ,我 们 曾 讨论 过 
其 相同 步 . 由 于 A 较 小 ,相同 步 可 以 在 小 。 时 达到 .为 研究 滞后 同步 ,可 以 引入 
所 谓 的 滞后 函数 ( 亦 称 为 相似 函数 ) : 
[za(t+r)- z(t) 
V xi(t)) GS Q» 


其 中 (:) 是 信号 沿 轨道 的 时 间 平均 :《/(1)) = lim TS P(e) de. SER ER EAB 


S’(r)= 





(2.7.3) 





号 x,(1) 与 x1(1) 关 联 函 数 的 一 种 变形 ,因此 测量 的 是 二 者 的 相关 强度 .很 显然 
当 zx1(1) 与 x;(1) 互 不 相关 时 ,S(r)aW2~o(1). 当 x (008 x，(1) 完 全 相等 
时 ,S(t) 在 +=0 处 会 有 最 小 值 0; 如 果 二 者 有 一 个 时 间 延 迟 ro, 即 x, (2 n) 
=xi(t), 则 S(t。)=0, 即 在 z= to 处 有 最 小 值 0. 当 zx1(1) 与 z(t) 有 一 定 关 联 
时 ,SCr) 一 般 是 在 0 与 /2 之 间 振 荡 .S(r) 的 极 小 值 c= min,S(r) 反 映 了 信和 号 之 
间 存 在 的 某 种 锁 相关 系 . 

在 图 2- 73 中 我 们 画 出 不 同 耦 合 强度 的 S(r). 当 e 很 小 时 ,S(r) 在 所 画 的 
时 间 范 围 内 是 减 函数 ,但 实际 是 仍然 是 振 葛 的 (大 的 r 部 分 没有 画 出 ), 是 在 V2 
附近 的 振荡 ,表明 此 时 e (2) 53 zz(t) 之 间 关 联 很 弱 ; 增 大 e, 可 以 看 到 S(z) 的 
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2-73 不 同 耦合 强度 的 S(7) 


最 小 值 也 随 之 下 降 , 当 s=0.15 和 0.2 时 ,可 以 发 现 SCc) TE — ro 几乎 降 到 O, 
说 明 此 时 2, (2) 5 zx(i) 之 间 已 经 形成 了 很 好 的 延迟 关系 :zz(Ct+ro)sziCt). 
对 其 他 自由 度 y. (05 z1,(1) 也 可 看 到 类 似 的 情况 ,因此 两 个 R6ssler 系统 之 
间 达 到 了 滞后 同步 .在 图 2-74 中 给 出 的 是 xz1(1) - zz() 的 关系 图 ;可 以 看 到 
在 s=0.2 时 (已 达到 滞后 同步 r (OHS x,(1) 之 间 还 是 较 混乱 的 关系 .如 果 我 
们 画 出 z, (E to) 一 zx;(1) 的 关系 图 (其 中 ro 为 SCr) 的 最 小 值 时 的 = 值 ), 则 可 
以 看 到 在 滞后 同步 达到 时 所 有 的 点 都 落 到 对 角 线 上 ,说 明 zz (t+ ro) = 
ty Che 











(d) 





—15 0 15 =15 0 15 
x(t) x(t) 


图 2-74 2x,(t)-22.(4)M 2,(tt+7)-2.()WKRA 
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在 图 2-75 中 我 们 分 别 给 出 了 二 振子 的 旋转 数 差 `.S(r) 的 最 小 值 和 李 指 数 
谱 ( 前 4 T )B8 e 的 变化 情况 .在 s=ev 时 ,02, -0 一 0, 系 统 达 到 相同 步 . 可 看 到 
李 指 数 谱 中 有 一 个 零 指 数 在 e, 处 沉降 为 负 ,这 与 我 们 前 面 的 结果 一 样 . 当 s=ei 
时 ,可 以 看 到 o 降 为 零 ( 小 突起 是 周期 窗口 ) ,说 明 系 统 达到 了 滞后 同步 . 当 我 们 
观察 李 指 数 谱 时 ,在 | 附近 田 一 个 零 指数 变 负 , 一 个 正 指 数 降 为 零 , 这 说 明 系 统 
达到 滞后 同步 伴随 着 耦合 系统 吸引 子 维 数 的 变化 .由 于 Ct n0 m x OD 
统 的 吸引 子 收缩 到 一 个 Rossler 振子 的 情况 ,只 不 过 有 一 个 时 间 延 迟 ro( 从 李 指 
数 谱 中 一 个 正 指数 可 以 看 出 来 ). 








0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 
E 


图 2-75 二 振子 的 旋转 数 差 .S(r) 的 最 小 值 和 李 指 数 谱 随 。 的 变化 

上 面 的 延迟 时 间 可 以 估算 出 来 .在 前 面 分 析 相 同步 时 我 们 用 极 坐标 变量 变 

4^A, A; 
换 和 绝热 消去 得 到 了 两 振子 相同 步 后 的 相差 为 6 - 0: = in| Par ey DAE 
Xt FH Je; BE e] D] PA 
1,7 (0,- 0,)/0, (2.7.4) 

0-0, - 2, HAA e 时 的 旋转 数 . 若 人 很 小 , toarcsin(2A/e)/Q. 当 A=0.02， 
€ 20.15 800.2 Hj , r~arcsin(0.04/e) /0.97220.28 和 0.21, 这 一 结果 与 图 2 一 
73 中 S(z) 最 小 值 的 位 置 相符 得 很 好 . 

在 前 面 s, 的 位 置 与 第 二 个 零 李 指数 变 负 的 位 置 不 是 很 一 致 ,其 原因 在 于 灌 
后 流 形 由 于 系统 的 混沌 性 而 对 微 扰 比较 敏感 .在 大 部 分 时 间 内 系统 可 以 处 于 同 
步 流 形 上 ,但 会 被 阵 发 打 断 . 
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2.7.2 测度 同步 


对 于 哈密 顿 系 统 的 合作 行为 的 研究 大 多 数 局 限于 统计 物理 的 范畴 ,从 非 线 
性 动力 学 角度 进行 的 探讨 很 少 . 对 于 哈密 顿 系统 而 言 ,不 可 能 出 现 像 前 面 所 研究 
的 同步 形式 .对 于 哈密 顿 系统 , 相 空间 体积 的 守恒 使 得 系统 中 不 可 能 出 现 吸引 性 
质 的 不 动 点 或 轨道 , 刘 维 定理 决定 了 轨道 不 可 能 塌 缩 .下 面 讨论 的 一 种 哈密 顿 系 
统 的 合作 现象 一 一 测度 同步 是 从 更 广义 (统计 ) 的 意义 下 的 一 种 同步 形式 ,与 前 
面 的 轨道 同步 有 本 质 的 不 同 ”” . 
测度 同步 指 的 是 这 样 的 现象 :考虑 两 个 相互 作用 的 哈密 顿 系统 (总 体 仍 保持 
哈密 顿 )(xz;(z),y;(z))(i=1,2). 对 于 不 同 轨道 上 的 不 同 初始 条 件 , 当 相互 作用 
很 小 时 ,两 条 轨道 (zx(t),yiz(z)) 覆 盖 的 区 域 不 相交 , 当 耦 合 强度 增加 时 ,这 
些 区 域 会 逐渐 变 宽 且 相互 接近 .在 某 一 临界 耦合 强度 ,这 两 片区 域 会 突然 融合 成 
一 个 单一 的 区 域 .继续 增加 耦合 ,两 条 轨道 会 总 是 处 于 同一 区 域 .下 面 我 们 考虑 
下 面 的 [0,2x] Xx[0,2x] 上 的 二 维 标准 映射 : 
mie od Ba mod 2x, 


(2.7.5) 


yasi = y, + ASIN L,» mod 27. 





Ki 2-76 测度 同步 :(X,,Y, ) 在 不 同 相互 作用 的 相 图 


144 $28 耦合 非 线 性 系统 的 同步 





a 为 惟一 非 线性 参量 ,对 于 较 大 的 a ,标准 映射 系统 既 有 规则 的 准 周期 轨道 ,也 
有 混沌 轨道 .我 们 考虑 N=2 个 由 互 作用 的 标准 映像 .在 图 2-76 PR E 
CX, ,Y', ) 在 不 同 相 互 作用 K 的 情况 .可 以 看 到 当 K =0 时 [图 (a)], 两 个 环 面 区 
相互 不 交叉 ; 当 K =3.1X10 时 [图 (b)], 两 个 环 面 都 变 厚 ,相互 靠近 ;K = 3.4 
x19 ”时 [图 (e)]， 两 个 区 域 突然 融 为 一 体 , 说 明 系 统 进 入 测度 同步 .在 大 天 时 
这 种 同步 仍然 保持 ,但 有 一 些 窗口 ,系统 表现 为 非 同步 化 ,如 图 (d) 所 示 . 这 些 窗 
口 来 自 于 频率 共振 . 
测度 同步 在 1999 年 由 Hampton 和 Zanette 提出 后 至 今 跟 踪 研 究 较 少 ,未 成 
为 一 个 热点 293) .尽管 哈密 顿 系 统 中 存在 测度 同步 ,但 是 一 方面 由 于 以 前 的 
KAM EHD AHE T RAR , 另 一 方面 由 于 实际 中 的 大 多 数 系统 不 是 保守 的 ， 
因此 关于 测度 同步 方面 的 追踪 研究 就 相对 比较 少 .实际 上 ,关于 哈密 顿 系 统合 作 
行为 的 研究 主要 集中 于 其 他 许多 方面 ,包括 扩散 .热传导 等 六- .这 里 提出 的 
测度 同步 概念 来 理解 哈密 顿 系统 的 合作 现象 仍 不 失 为 一 个 新 颖 的 角度 . 


2.8 耦合 时 空 混沌 系统 的 同步 


到 目前 为 止 ,我 们 所 涉及 的 同步 行为 都 仅 限 于 耦合 的 低 自 由 度 系统 .在 实际 

应 用 中 ,我 们 会 遇 到 大 量 的 系统 ,其 子 系统 往往 可 能 具有 较 大 的 自由 度 , 另 外 可 
能 不 仅 包含 时 间 变 量 ,还 有 空间 变量 .其 同步 问题 的 研究 有 重要 的 意义 .对 这 个 
问题 的 研究 大 体 有 几 种 模式 ,一 种 是 将 时 间 空 间 变量 都 离散 化 , 即 研究 耦合 映像 
之 间 的 同步 行为 ; 另 一 种 是 指 将 空间 离散 化 ,其 同步 问题 可 以 通过 研究 耦合 振子 
链 之 间 的 同步 来 达到 .最 直接 的 方法 就 是 研究 两 个 相互 作用 的 偏 微分 系统 .下 面 
我 们 以 耦合 的 一 维 复 Ginzburg-Landau 系统 (CGLE) 来 阐述 耦合 时 空 混 沌 系统 
的 同步 的 研究 现状 .在 此 之 前 ,我 们 先 简 单 回顾 一 下 一 维 CGLE 的 动力 学 行为 . 


2.8.1 —4#£ Ginzburg-Landau 7j f£ ( CGLE) 


一 维 CGLE 可 以 写作 : 


AGED (1 + jg) AO LAGU) (sig) AG Dl AG D) 


(2.8.1) 
其 中 A(zx,1) 为 复 变 量 , 它 是 在 实际 问题 中 经 无 量 纲 化 抽象 出 来 的 序 参 量 . 
CGLE 是 研究 满 流 和 时 空 结 构 的 重要 方程 之 一 . 它 的 普 适 性 在 于 ,任何 时 空 
系统 在 出 现 超 临界 Hopf 分 岔 时 在 分 岔 点 附近 的 序 参 量 方程 都 可 以 写 为 CGLE 
的 形式 ,这 可 由 对 称 性 分 析 得 到 .CGLE 的 动力 学 行为 极其 丰富 ,多 年 来 成 为 人 
们 研究 时 空 混 沌 斑 图 结构 的 重要 模型 系统 之 一 . 
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方程 (2.8.1) 具 有 下 面 的 行 波 解 ( 周 期 边界 条 件 AC + Lot) ACE O,L 
为 系统 尺寸 ): 
A(r,t)- A, e", (2.8.2) 
其 中 波 数 - 1 委 g 委 1 由 边界 条 件 决定 : 
q72nm/L, m-0,t1,t2,-, (2.8.3) 
系数 AVi- 9g. 行 波 的 振荡 频率 为 : 


w= B+(a— Bg’, (2.8.4) 
34] aB« 0 M- q qq HT, ERN F HUE ROB IT Eckhaus 不 稳定 性 失 稳 . 因 
为 当 ag -1 时 ,eq 一 0, 所 有 的 平面 波 在 a — B 参数 空间 中 从 下 面 越过 


aB= -1 (2.8.5) 
的 临界 线 时 都 会 失 稳 ,这 条 临界 线 称 为 Benjamin-Feir( BF) Z& (8X, Newell 线 ) .在 
这 条 线 上 ,系统 表现 为 三 种 不 同 的 满 流 状态 , 即 相 满 流 (PT) 区 ,振幅 消 流 (或 缺 
WA UC) CAT) KLAR PT 与 AT 的 共存 区 (bichaos,BC) .这些 时 空 混沌 行为 近年 
来 得 到 了 深入 的 研究 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 综述 性 文献 和 专著 0444 .29 22 .在 


图 2 一 77 中 ,我 们 给 出 了 a-p 参数 平面 的 相 图 ,其 中 更 复杂 细微 的 结构 没有 画 
H. 





Æ 2-77 £5 Ginzburg-Landau 方程 a 一 8 参数 平面 的 相 图 


由 于 A(x ,1) 是 复 变量 ,因此 它 可 以 写成 模 和 振幅 的 形式 : 
Ax, t) 2 polz, De" ,po(z,t)=|A(zr,1)|, (2.8.6) 
$(z,t) 即 为 时 空 系统 的 相位 ,可 用 来 分 析 CGLE 系统 的 相位 动力 学 . 


人 Le 
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2.8.2 耦合 相同 CGLE 的 时 空 混沌 同步 


我 们 考虑 下 面 的 耦合 CGLE: 


JA,» 
at 








3^A 
— A, t(ltia) E -(1*ig)(IA, 4I" yb br m 


(2.8.7) 
上 述 系 统 可 用 来 描述 非 线 性 光学 系统 中 矢量 横向 斑 图 动力 学 行为 ,此 时 
A, ,代表 一 个 矢量 电场 幅度 的 两 个 独立 圆 极 化 分 量 , y 为 耦合 强度 ,为 一 实数 . 
我 们 下 面 关于 同步 的 讨论 将 在 时 空 阵 发 区 进行 (参见 参数 图 )"””. 
考虑 方程 的 空间 均匀 解 : 
A, slat} =Qy,2"" , (2.8.8) 
这 里 QEA, w=- pQ t Qi ). 当 耦合 yY=0 时 ,Qtz=1. 此 时 上 面 
的 空间 均匀 .时 间 振 荡 解 在 BF 线 1+ aB=0 以 下 是 线性 稳定 的 .但 在 BF 线 下 方 
的 时 空 阵 发 区 内 还 有 与 平面 波 解 共存 的 另外 吸引 子 一 一 时 空 阵 发 混沌 .在 图 2 — 
78 的 最 上 面 ， meal er 7=0. ake Aak BLADE 演化 图 , 横 轴 为 空间 ， 





图 2-78 A (x,t) hnt RE 
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纵向 为 时 间 , 黑 色 表 示 | A, | 的 最 小 值 ,白色 区 为 其 最 大 值 . a =0.2,8= 
-2.0.yY=0 的 行为 与 小 y 的 行为 类 似 , 都 表现 为 图 中 的 时 空 阵 发 行为 ,而 且 相 
互 之 间 近 乎 独立 .我 们 可 以 看 到 时 间 空间 局 部 的 规则 行 波 ,但 由 于 无 序 的 阵 发 ， 
这 些 有 序 时 空 结 构 在 大 尺度 下 被 破坏 . 
当 y 增加 时 ,一 方面 |A, | 与 |1A;| 仍 表现 为 时 空 阵 发 行为 (尽管 在 空间 尺度 
上 变 大 ,在 时 间 尺 度 上 变 慢 ) , 另 一 方面 我 们 发 现 很 有 意思 的 现象 , 即 | A, | 与 
| A, | 的 动力 学 在 时 间 与 空间 上 均 有 了 关联 ,|A, | 的 黑色 (白色 ) 行 波 结构 在 时 
空 图 恰好 对 应 于 | A, | 的 白色 (黑色 ) 结 构 . 即 有 序 的 层 流 相 可 在 |1A,| 和 |A，, | 的 
相同 时 空 区 域 发 生 . 当 y>1 时 ,|A| 与 1A, | 只 表现 为 层 流 区 域 ,不 再 有 行 波 的 
传播 ,| A, | 的 黑色 区 域 与 1A, | 的 白色 区 域 相对 应 ,这 些 层 流 由 上 畴 壁 分 开 . 

上 面 所 观察 到 的 现象 实际 是 一 种 时 空 同步 现 象 .图 2-79 给 出 了 |A，, l, 
|A;| 的 分 布 ,y 值 与 图 2-78 相同 , 当 y «1 时 ,可 以 看 到 分 布 较为 分 散 , 其 中 分 
布 较 多 的 区 域 集 中 于 14A,| -IA,I 2 y) :附近 ,为 层 流 区 . 当 y 增加 且 y 
<1, 点 的 分 布 逐渐 集中 于 曲线 |1A,| + | A, |? =1 这 表明 时 空 结构 的 同步 . |A,| 
与 | A, | 之 间 的 关系 可 认为 是 一 种 反 相 同步 .大 (小 ) 的 |Al| 与 小 (大 ) 的 1A,| 的 
点 对 应 于 局 域 的 行 波 结构 ,在 | A. | = | A | 处 的 分 布 较 大 对 应 于 局 域 结构 附近 
具有 非 零 波 数 的 规则 解 . 当 y 0 1 时 ,点 的 分 布 主要 集中 于 (1A11”,|A,| )= 





图 2-79 振幅 |A,|,|A, | 的 分 布 
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(1,0) 5(0,1). 
在 时 空 阵 发 区 ,我 们 从 上 面 看 到 有 较 强 耦合 时 的 同步 行为 ,这 种 同步 是 通过 
局 域 结 构 的 时 空 同步 实 现 的 .但 过 大 的 耦合 强度 会 使 得 时 空 阵 发 结构 消失 . 


2.8.3 耦合 不 相同 CGLE 的 同步 


下 面 考虑 两 个 


9A;,. 2 
9t 





WEE AY 2 - 0*i8,)lA, aAa to Aa Aa (2.8.9) 


EEE s EN M atii es 
大 参数 失 配 的 情形 .参数 失 配 较 小 时 ,一般 情况 下 两 个 CGLE 会 处 于 a 一 8 参数 
平面 的 同一 区 域 ; 当 失 配 较 大 时 ,就 会 出 现 两 个 系统 处 于 不 同时 空 相 的 情况 . 下 
面 我 们 分 别 讨论 . 

首先 考虑 小 参数 失 配 的 情形 .参数 选 为 = a, =2.1,8,= 1.25, B, = 
一 1.2, 即 两 CGLE 均 处 于 缺陷 庙 流 态 .图 2- 80 中 给 出 了 |A,|,|A,| 的 时 空 演 
化 ,左边 为 |A, | ,右边 为 |A, | , 横 轴 为 空间 , 纵 轴 为 时 间 ,和 暂 态 过 程 已 去 掉 . 从 上 
而 下 是 逐渐 增加 e 的 情况 ,s =0.05,0.09,0.15. 黑 线 表 示 时 空缺 陷 的 位 置 . 可 
以 看 到 随 着 s 的 了 一 人 





图 2-80 小 参数 失 配 时 振幅 |A, | ,| A, | 的 时 空 演化 
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程 .为 探测 同步 行为 ,可 以 引入 下 面 的 平均 量 : 

AA=(|p1 -p21),A$ = (1$, — $,1), (2.8.10) 
4*) 表 示 时 间 及 空间 平均 ,图 2 一 81(a) 给 出 的 即 AA, Ag 随 e 变化 的 情况 .可 以 
看 到 AA ,Ag 随 e 的 变化 平稳 下 降 , 相 同步 与 振幅 同步 几乎 同时 到 达 . 注意 由 于 
两 个 CGLE 参数 不 同 , 因 而 完全 同步 是 达 不 到 的 ,而 且 我 们 从 图 中 也 看 到 AA 并 
ARF SE. 


0.7 





0 0.4 
0.05 01 O15 02 0.25 0 005 01 0.15 02 0.25 
E E 


(a) (b) 


E 2-81 AA( 方 块 线 ) ,Ag( 圆 圈 线 ) 随 e 变化 的 情况 .(a) :小 失 配 ;(b) 大 失 配 


对 小 参数 失 配 的 情况 , 若 两 个 子 系 统 均 处 于 相 满 流 区 ,系统 的 同步 从 定性 看 
与 上 面 类 似 , 但 由 于 在 相 满 流 区 没有 缺陷 ,系统 就 可 以 在 更 小 的 看 合 强度 下 达到 
同步 . 

下 面 看 大 参数 失 配 的 情况 .我 们 可 以 选择 ,al =a, =2.1,8, = 一 1.2,B, = 
-0.83, 这 样 A, 处 于 缺陷 滑 流 区 ,而 A, 处 于 相 满 流 区 .图 2 82 HH T |A, | 
( 左 ),|A,|( 右 ) 的 时 空 演 化 , 自 上 而 下 e —0.09,0.14,0. 19. 24 e 较 小 时 ,可 以 
看 到 两 个 子 系统 各 保持 自己 的 运动 状态 .增加 e, 两 系统 也 同样 经 历 了 由 部 分 同 
步 到 整体 同步 的 过 程 ,整体 同步 的 运动 区 大 致 处 于 相 满 流 区 ,此 时 满 流 的 缺陷 被 
压制 下 去 .在 部 分 同步 时 ,两 系统 则 均 处 于 缺陷 灌流 区 ( 见 中 间 两 图 ). 图 281(b) 
给 出 了 AAS Ad Be 的 变化 曲线 .很 明显 Ag 下 降 更 快 ,说 明 系 统 在 较 小 的 e 
首先 到 达 相 同步 ,而 此 时 振幅 差 还 很 大 .再 增加 e, AA 也 很 快 下 降 , 系 统 逐 渐 达 
到 整体 同步 .由 于 系统 最 终 的 同步 压制 了 缺陷 的 产生 ,在 图 2- 83 中 给 出 了 缺陷 
的 数目 N, 随 e 的 变化 情况 .对 A 来 说 N, 是 逐渐 减 小 的 ,在 某 一 e. 趋 于 零 ,说 明 
缺陷 完全 被 压制 ;对 A, 来 说 ,由 于 s=0 时 它 处 于 相 满 流 区 ,Nu(e=0)=0, 因 此 
NN, 是 先 增加 ,到 达 一 高 峰 后 再 趋 于 零 . 
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(c) (d) 





(e) (f) 


Al2-82 大 参数 失 配 时 振幅 |A, | ( 左 ),|A;|( 右 ) 的 时 空 
演化 , 自 上 而 下 es=0.09,0.14,0.19 


200 


100 





图 2-83 缺陷 的 数目 N, Bi e 的 变化 情况 


2.8.4 耦合 CGLE 的 相同 步 
Junge 与 Parlitz 分 析 了 下 面 的 单 向 耦合 的 CGLE 的 相同 步 问题 ; 
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aA vA 

3r =A, +(1+ia) 3. -(1*i8)lA,l'A,, 

aA vA 

3: =A,+(1+ia) 3. -(1*i8)| Aj! A; * (A; — A). 


(2.8.11) 
他 们 专门 考察 相位 9 (zt 与 加 (zi) 的 关系 .为 方便 讨论 ,还 可 引用 系统 
的 平均 


Q = lim 


tO 


其 中 《* ) ,表示 空间 平均 .相同 步 意味 着 AQ = 0,7 0; 20. iE EP a =2.0,8, = 
— 0.7 Gl im Jib), B, PCR PA 2 — 84 给 出 了 |A#$|= maxi $, - $, | Bie 的 变化 ,其 
中 实 线 为 Bo = — 1.05 GR BE 2 处 于 缺陷 灌流 态 ) ,虚线 为 8, = — 0.9 BRE HAS). 
可 以 看 出 当 两 个 子 系统 均 处 于 相 满 流 态 时 ,系统 可 在 更 小 e 达到 相同 步 . 
1000.0 
100.0 





GG. (2.8.12) 





图 2-84 lA$|- maxi $, — $, |B c 的 变化 ， 
其 中 实 线 为 8, = -1.05( 系 统 2 FRB a YE 
态 ) ,虚线 为 B, = - 0.9 B ri LS) 


上 面 我 们 讨论 了 耦合 CGLE 的 同步 行为 ,这 些 行 为 应 该 说 有 一 定 普遍 性 ， 
它们 在 其 他 系统 也 可 以 观察 到 .由 于 时 空 混沌 本 身 的 复杂 性 ,因此 耦合 时 空 系统 
的 同步 性 及 其 控制 同步 化 还 远 远 未 得 到 深入 研究 , 尚 有 很 多 问题 值得 深入 探讨 . 
另 一 个 问题 是 耦合 系统 的 有 序 行为 与 同步 的 关系 研究 是 一 个 很 有 意义 的 课题 ， 
如 何 利用 同步 的 观点 去 理解 这 些 有 序 现象 及 时 空 斑 图 的 形成 有 待 进一步 深入 . 
可 以 说 ,同步 不 仅仅 是 一 种 现象 , 它 还 是 很 多 现象 的 机 制 .我 们 在 后 面 可 以 看 到 ， 
很 多 有 序 行为 都 与 同步 有 密切 关系 . 


第 B 
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通过 对 耦合 非 线 性 系统 同步 行为 的 分 析 ,我 们 看 到 系统 可 以 通过 单元 间 的 
相互 作用 而 形成 有 序 的 合作 效应 .这 是 振子 之 间 自 组 织 .相互 协调 的 结果 . 振子 
的 同步 行为 一 方面 可以 直接 表现 出 来 ,并 在 实际 中 观察 到 ,如 锁 相 ,共振 阶梯 、 同 
步 振荡 等 ; 男 一 方面 ,更 多 的 由 同步 所 引发 的 现象 在 实际 情况 中 往往 不 会 直接 表 
现 出 来 ,而 是 会 通过 某 种 具体 现象 表现 出 来 ,并 以 单个 振子 无 法 表现 的 方式 进 
行 .这 就 需要 更 深入 的 分 析 才 能 达到 目的 .从 本 章 开始 介绍 的 许多 现象 都 有 类 似 
的 特点 . 

非 线性 系统 一 般 情况 下 不 是 孤立 的 ,除了 系统 之 间 的 相互 作用 之 外 ,还 往往 
受到 外 界 涨 落 因素 的 影响 ,这 种 涨 落 表现 为 随机 力 ( 噪 声 ) .通常 随机 力 会 破坏 系 
统 的 有 序 ,因此 系统 的 有 序 和 无 序 的 竞争 会 表现 出 复杂 的 行为 .值得 注意 的 是 ， 
随机 力 并 不 总 是 起 着 消极 的 作用 .在 非 线性 系统 的 分 岔 点 附近 ,通过 非 线 性 与 随 
机 力 的 作用 ,无 序 的 能 量 可 能 会 转化 为 有 序 的 动力 ,从 而 促进 系统 新 序 的 建立 . 
近年 来 讨论 的 噪声 诱导 相 变 、 随 机 共振 、 相 干 共振 、 分 子 马 达 运动 等 一 系列 现象 
就 是 典型 的 噪声 对 非 线 性 系统 正面 作用 的 例子 .我 们 在 本 章 将 主要 探讨 时 空 非 
线性 系统 的 随机 共振 与 相干 共振 问题 .我 们 可 以 看 到 ,通过 噪声 与 系统 耦合 作用 
MORNA PREN EKEN TERMIT “ 振 要 强 的 效应 ， 我 们 还 将 讨论 由 
典型 的 阔 值 系统 构成 的 介 问题 .噪声 在 波 的 传播 
与 时 空 SSR ae te IE 





3.1 阵列 加 强 的 随机 共振 与 时 空 同步 


3.1.1 阵列 加 强 随 机 共振 
在 第 Y 章 中 ,我 们 简单 介绍 了 随机 共振 现象 .从 信号 处 理 等 应 用 的 角度 来 
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看 ,提高 输出 信号 的 信 噪 比 是 非常 必要 的 .研究 者 研究 了 线性 和 非 线性 全 局 耦合 

的 随机 共振 系统 ,发 现 随机 共振 可 以 通过 耦合 得 到 加 强 呈 -2 .1995 年 ,Lindner 

等 人 通过 研究 局 域 线 性 耦合 的 非 线 性 振子 发 现 ,大 量 相互 耦合 的 振子 形成 的 阵 

列 可 以 大 大 提高 系统 的 随机 共振 效应 (AESR) 7 .这 样 我 们 不 仅 可 以 通过 调节 

噪声 强度 ,还 可 以 通过 调节 耦合 来 使 系统 的 信 噪 比 达到 优化 2 2 ,从 而 为 实际 

应 用 提供 重要 的 理论 依据 . 

研究 随机 共振 一 个 最 常用 的 模型 是 一 个 过 阻尼 的 周期 驱动 的 双 稳 系统 : 

a=kx-k'x? + Foos At+ &(t), (3.1.1) 


这 里 ,k' 均 大 于 零 , 系 统 的 势能 项 V(x)= e tgka DUBIUS 


&(1) 是 强度 为 2D 的 高 斯 白 噪 声 .对 这 一 系统 随机 共振 问题 的 研究 已 经 非常 透 
彻 .下 面 考虑 有 许多 同样 的 系统 ,它们 通过 线性 的 近邻 耦合 连接 成 为 一 个 阵列 : 
t,= ke, — kx + Foos Qt +elx, -17 2,) telt, — 2) tE (t), 

(3.1.2) 
E, (1) 为 时 间 、 空 间 均 无 关联 的 噪声 (在 实际 上 6, (:) 是 有 带宽 限制 的 , 它 在 一 个 
很 大 的 频率 f\ 之 内 谱 强 度 为 2D ,在 此 之 外 为 0) .下面 用 噪声 功率 o^ =2Df\ 来 
刻画 噪声 .描写 随机 共振 的 一 个 重要 的 量 为 信 品 比 (SNR), 即 
SNR = 10log[( 信 号 总 功率 -噪声 功率 )/ 增 益 ] /噪声 功 率 ，〈3.1.3) 
注意 这 里 的 信和 号 功率 应 减 去 背景 噪声 的 功率 .在 实际 计算 中 ,SNR 可 有 不 同 的 
定义 和 算法 ,但 这 都 不 会 影响 定性 结果 . 

3 一 1 给 出 了 信 品 比 随 艳 合 强度 的 变化 情况 .实际 计算 中 参数 如 下 :k= 
2.107 8,k =1.470 6,F=1.3039,f= 0Q/2x=0.116. 图 中 画 出 的 是 N=9 时 中 
间 振 子 的 SNR 情况 .可 以 看 到 , 信 噪 比 和 噪声 强度 的 关系 曲线 总 是 有 一 个 峰值 . 
当 e 关 0 Ht, BE e 的 增加 ,可 以 看 到 一 方面 SNR 曲线 整体 向 大 噪声 方向 移动 ,还 








930 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 


噪声 强度 /dB 


图 3 一 1 信 噪 比 的 曲线 随 耦合 强度 的 变化 情况 
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可 以 看 到 SNR 曲线 的 峰值 先 上 升 ,对 很 大 的 e 时 又 会 下 降 ,SNR 曲线 向 大 噪声 
方向 移动 的 原因 很 容易 理解 : 当 耦 合 增加 时 ,由 于 振子 间 的 作用 ,使 得 噪声 越 来 
越 难以 将 振子 由 一 个 阱 驱动 到 另 一 个 阱 .图 中 的 这 组 曲线 说 明 合适 的 耦合 既 可 
以 使 整个 链 上 的 振子 出 现 相干 运动 (不 至 于 被 噪声 破坏 ), 又 可 以 合理 的 利用 品 
声 能 量 使 系统 输出 信号 的 信 噪 比 增加 . 为 更 清楚 显示 这 一 行为 ,图 3-2 中 给 出 
了 信 噪 比 峰值 与 耦合 强度 的 变化 关系 .图 中 N=1( 单 个 振子 ) 的 曲线 也 给 出 来 ， 
目的 是 为 了 方便 对 比 . 当 振子 个 数 N 增加 时 ,我们 可 以 看 到 当 粒 子 数 较 少时 ， 
SNR 5j e 都 有 一 个 共振 峰 . 当 e 0 时 这 些 曲 线 都 趋 于 N= 1 的 SNR 值 .这 个 
峰值 随 着 N 的 增加 而 增加 ,因此 阵列 加 强 的 随机 共振 不 仅 可 以 调节 耦合 强度 ， 
还 可 以 通过 增加 阵列 的 尺寸 来 达到 最 佳 效果 .这 一 加 强 效应 充分 说 明 ,通过 振子 
间 的 耦合 ,我 们 不 仅 可 以 压制 噪声 ,形成 有 序 ,还 可 以 合理 利用 噪声 . 当然 BS 
与 随机 力 之 间 需 要 一 个 适当 的 匹配 .否则 , 太 弱 的 耦合 不 能 使 振子 之 间 形 成 相干 
B BREE ,噪声 使 各 振子 仍 处 于 各 自 为 政 的 状态 ;反之 ,如 果 耦 合 太 强 ,所 有 振子 都 
被 束缚 在 一 起 ,噪声 的 作用 被 完全 压制 下 去 ,整个 阵列 的 行为 又 如 同 单个 振子 . 
这 两 个 极限 都 会 使 阵列 的 整体 输出 效果 下 降 .从 图 3 - 2 中 我 们 通过 SNR 与 e 
的 共振 关系 可 清楚 地 看 到 上 述 现象 . 


言 噪 比 (dB) 


最 大 
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图 3-2 信 噪 比 峰值 与 耦合 强度 的 变化 关系 


3.1.2 相干 随机 共振 与 时 空 同步 


显然 ,前面 所 看 到 的 相干 随机 共振 由 于 振子 间 的 相互 作用 而 优化 ,所 以 这 种 
效应 是 阵列 全 局 动力 学 的 结果 .图 3-3 给 出 了 N = 101 个 振子 在 。= 1/40 
4 )fll e = 16( 大 看 合 ) 时 由 小 到 大 改变 噪声 的 时 空 演化 图 .每 一 个 小 图 的 横 轴 为 
振子 数 N , 纵 轴 为 时 间 ,图 中 的 黑白 两 种 区 域 分 别 表示 双 稳 势 的 两 个 势 阱 .初始 
时 振子 所 处 的 位 置 随 机 给 定 .图 3 一 3 的 中 间 小 图 给 出 s=14 与 16 BI SNR Hi 
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£k XL e — 1/4 的 情形 ,可 以 看 到 当 噪 声 改 变 时 ,振子 的 翻转 逐渐 比较 一 致 ,但 由 

于 耦合 较 弱 ,只 是 部 分 振子 可 以 同步 翻转 .在 SNR 曲线 的 峰值 处 ,可 以 看 到 对 应 
的 时 空 同步 达到 最 佳 (20 dB) ,继续 增加 噪声 就 逐渐 破坏 振子 的 同步 性 ,可 看 
到 振子 随机 的 翻转 . 当 s= 16 时 , 较 弱 的 噪声 很 难 使 得 振子 发 生 翻转 Lon RR OE 
振子 大 部 分 时 间 处 于 各 自 的 阱 内 .噪声 增加 使 得 振子 可 以 克服 耦合 而 翻转 ,而 耦 
合 又 反 过 来 使 得 这 些 翻 转 同 步 进行 .在 SNR 曲线 的 峰值 处 ( 兰 30 dB) 可 以 看 到 
非常 有 序 的 时 空 演 化 ,所 有 振子 都 同步 在 阱 间 牙 迁 .通过 这 两 种 情形 的 分 析 ,我 
们 可 以 清楚 地 看 到 ,系统 的 最 佳 时 空 随机 共振 实际 上 就 对 应 于 系统 的 时 空间 步 . 
这 一 时 空 i ORE) nd OR er ni AR. 





mn > 


图 3-3 N=101 个 振子 由 小 到 大 改变 噪声 的 时 空 演化 图 


我 们 可 以 定义 一 个 占有 数 No: 
No = (N, + Nx)/2N, (3.1.4) 
其 中 NN, 为 当 左 边 阱 降低 时 在 左边 势 阱 内 的 振子 数 , Ne 为 当 右边 势 阱 降低 时 在 
右边 势 阱 内 的 振子 数 .由 于 阱 降低 有 利于 振子 在 阱 内 的 驻 留 ,因此 N, r OB EZ 
映 出 同步 振子 的 个 数 , Neo 则 反应 了 系统 的 同步 程度 . 
噪声 小 时 ,所 有 振子 都 会 处 于 各 自 的 阱 中 ,此 时 N, 50% .噪声 过 大 时 , 振 
子 又 会 不 相干 地 翻转 ,此 时 No 也 大 约 为 5096 .系统 没有 耦合 时 , No 始终 处 于 
50 96 的 水 平 . 但 当 考 虑 耦合 时 ,在 时 空 同 ; 点 ,所 有 振子 会 同步 的 来 回 翻转 ,此 时 
N 100% .通常 No 处 于 50% — 100% 2 [8] , No 越 大 ,说 明 系统 的 时 空 同 步 性 越 
强 .图 3-4 给 出 了 se=1 时 六 =1l01 个 振子 的 占有 数 随 噪声 变化 情况 .正如 预 
期 , N, 曲 线 有 最 大 值 , 它 对 应 于 系统 最 优 时 空 同步 .对 比 SNR 曲线 (方块 线 ) ,可 
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以 看 到 二 者 的 峰 位 完全 相同 ,这 证 实 了 前 面 的 推断 . 








0 
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噪声 强度 /dB 


图 3-4 ee=1 时 N=101 个 振子 的 占有 数 随 噪声 变化 情况 
3.1.3 时 空 随机 共振 与 CORRE 


上 述 时 空 随机 共振 现象 揭示 了 非 线性 系统 与 噪声 之 间 的 竞争 与 协调 .在 此 
之 后 ,Lindner 等 人 用 数值 考察 了 SNR 最 优 噪声 强度 D,，. 最 优 耦 合 强度 e 与 系 
统 阵 列 尺 寸 N 之 间 的 关系 ”31 .总 结 有 关 数 值 结果 ,大 致 有 以 下 三 点 结论 :(1) 
SNR 在 (D,e) 平 面 上 具有 惟一 的 最 大 值 ,最 大 SNR, 对 应 于 (D, ,e, );(2) SNR 
5 DCe >0) 的 峰 位 总 是 高 于 e=0 时 的 峰 位 ;(3) SNR, 对 应 的 (D, e, ) 处 ,系统 
有 最 佳 的 时 空 同 步 . 当 N— ohf, SNR, 一 常数 ,D, ccN,s, ccN? .在 Lindner 的 
这 项 工作 后 不 久 ,Marchesoni 等 人 就 利用 多 的 扭 结 - 反 扭 结 成 核 理论 作出 解 
释 ,并 得 到 了 上 面 的 标 度 律 ”5 .实际 上 , 当 N 一 ww 时 ,方程 (3.1.2) 可 以 在 空间 
连续 化 :x, (+) 一 $(nAx ,i),Ax=1/N ,我 们 得 到 过 阻尼 的 好 模型 ; 

$=k$—k$ + e,9,, + Fcos Qt * C(x,t), (3.1.5) 
这 里 ev —e/N Du, D/N.(ECGx OC (x ,£)) =2DyO(t 7 t)8(x — x^), 
$, =2$/3t, $ n =? $/2 5? , RM x € [0,1]. Fi RAW Von-Neumann 条 
ft: 
$,(0,2) 2 2, (1,2) =0. 

上 面 的 $' 5739 BEES UE JEE f (AE) XU Je) B ft (Hr T 586) 757759. 孤立 子 

解 可 由 运动 的 扭 结 解 $, 和 反 扭 结 解 %_ 的 线性 至 加 构成 : 
1 —X. 6h) 

nux 
这 种 构成 在 $. 中 心 X ,之 间 间 距 远 大 于 孤立 子 尺寸 4= Co/wo, 且 d«1 时 有 





$. =tanh| + (3.1.6) 
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效 .此 处 wo = V2k,Co= en. 在 没有 周期 力 (F=0) 时 ,上 述 方程 可 以 很 好 地 解 
释 #* 理 论 的 热 化 过 程 .在 热 涨 落 Ds 下 ,平衡 态 的 扭 结 ( 反 扭 结 ) 密 度 为 


_1/3E, -Æ 
Me mo 可 nD © Dy, (3.1.7) 


这 里 E, =2Aw,C,/3 为 静态 能 ,A = AL ,Mo = E,/Ci WHA 0. 的 质量 .系统 
的 噪声 C(x ,t) 和 周期 力 F(t) = Feos Qt 会 导致 扭 结 ( 反 扭 结 ) 的 平移 运动 ,此 
时 $, 的 形状 不 变 , 但 其 质心 X. 在 等 效 作 随机 运动 : 





. F 
XT Qt + q0), (3.1.8) 





SOB, = JAF. 9 (1) ARMER: (90) = 0,4 (00 9) = eae - 


M, 
1'). 上 面 周期 力 符号 相反 是 由 于 周期 力 驱动 $, 向 反 向 运动 . 

在 没有 外 力 时 ,振子 在 双 稳 $= +1 之 间 的 翻转 由 热 噪声 造成 ,因而 扭 结 
( 反 扭 结 ) 都 是 热 化 的 ,随机 的 ,此 时 扭 结 - 反 扭 结 对 成 核 具 有 较 大 尺寸 的 可 能 性 
很 小 . 外 力 的 加 入 则 有 利于 这 种 成 核 过 程 的 出 现 (同步 翻转 ) .因此 扭 结 - 反 扭 结 
对 成 核 的 尺寸 是 很 关键 的 . 一个 大 的 具有 长 度 ZR Dd HK Sy (2, RUE 
面 的 位 于 土 尺 的 扭 结 - 反 扭 结 线性 登 加 而 成 : 

$.(r,R)—-$.(x tR,0)* $ (x- R,0)*1. (3.1.9) 

有 外 力 时 ,临界 核 的 长 度 可 以 计算 出 来 : 


S Fd) - F 2/8 
2R(F) = an| e - ain ig. P= 3 |=. (3.1.10) 


当 2R(F) 为 整个 链 的 长 度 的 1/2 Ef, RGR XS EIN SA BK EE 
uis : 











_1 
2R = 5: (3.1.11) 
由 此 可 以 得 到 
€ w 
== 9 . 3.1.12 
Cen) n = NE 16ln? (F 24/6 F,) ( ) 
SNR 也 可 以 计算 出 来 .对 应 于 链 最 大 同步 的 D, 也 可 以 计算 出 来 : 
D, 8 e, [1 _E bes 
(Dy), = RP = peo EIU Jer." | (3.1.13) 


可 以 看 出 D ,e, IN 的 标 度 律 与 数值 结果 一 致 .这 里 我 们 没有 写 出 以 上 结果 的 
详细 推导 过 程 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参见 Marchesoni 的 文献 . 
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3.1.4 时空 随机 共振 的 实验 验证 


1995 年 Lindner 等 人 提出 AESR 的 现象 和 机 制 后 ,1996 年 E. R. Hunt 小 组 
在 耦合 的 二 极 管 谐振 器 中 实现 了 这 种 耦合 增强 的 随机 共振 : 吕 ` TA R 
列 扩散 耦合 联 在 一 起 的 二 极 管 谐振 器 ,通过 观察 SNR 与 耦合 强度 ,振子 个 数 、 品 
声 强度 的 关系 ,不 仅 看 到 了 AESR 现象 ,还 证 实 了 Marchesoni 等 人 提出 的 9* dH 
结 - 反 扭 结 成 核 理论 . 

二 极 管 谐振 器 是 研究 双 稳 系统 非常 理想 的 实验 器 件 , 它 可 以 随 参 数 的 改变 
通过 一 系列 倍 周期 分 岔 进 入 混沌 .在 实验 中 ,Hunt 等 人 用 耦合 电阻 R. 将 多 至 32 
个 二 极 管 谐振 器 对 称 地 耦合 在 一 起 .耦合 强度 COCR, | .进行 随机 共振 实验 中 ， 
可 将 谐振 器 的 参数 选 在 稳定 的 周期 2 区 ,两 个 相 给 出 系统 的 双 稳 性 .然后 对 系统 
加 上 周期 驱动 ,就 会 引起 系统 的 状态 在 两 个 相 之 间 跳 跃 .噪声 发 生 器 产生 的 无 序 
信和 号 也 加 到 系统 上 ,这 样 ,整个 耦合 的 二 极 管 谐振 器 阵列 就 处 于 周期 力 和 噪声 的 
驱动 之 下 ,可 以 很 好 地 模拟 前 面 的 双 稳 模型 . 

系统 的 周期 驱动 是 用 一 个 频率 为 70 kHz 的 主 驱动 和 一 个 频率 为 35.1 kHz 
的 次 驱动 产生 的 100 Hz 的 拍 频 . 每 一 个 格 点 上 的 噪声 源 都 是 独立 加 上 的 ,他 们 
都 是 用 放大 通过 一 个 PN 结 二 极 管 的 电流 产生 的 闪 色 噪声 得 到 的 ,这 个 噪声 的 
功率 谱 一 直到 100 kHz 都 是 平 的 ,可 以 很 好 地 模拟 白 噪声 .在 测量 时 抽取 中 间 谐 
振 器 的 电流 进行 分 析 、 计 算 功 率 谱 . 信 噪 比 SNR 可 以 用 测量 100 Hz 附近 的 功率 
减 去 背景 噪声 得 到 .实验 中 的 功率 谱 取 20 次 测量 的 平均 . 

图 3 一 5(a) 给 出 了 中 间 振 子 的 最 大 SNR 在 不 同 阻尼 R.A REE) FO f 
况 . 阻 尼 越 大 ,通过 电阻 的 电流 越 小 ,反映 出 谐振 器 之 间 的 耦合 越 弱 . 可 以 很 清楚 
地 看 到 ,阻尼 很 大 时 (耦合 近乎 为 零 ) ,近似 对 应 于 无 耦合 的 情况 ,SNR, 29 dB; 
阻尼 减 小 (耦合 增加 ) 时 最 大 信 噪 比 明 显 增 加 ,其 对 应 的 噪声 强度 也 增加 ,SNR。。。 
在 阻尼 为 100 kQ 时 ,达到 最 大 值 ,然后 继续 增加 耦合 ,SNR。.. 开 始 减 小 . 

图 3-S(b) 给 出 了 SNR, 的 增益 随 耦合 强度 的 变化 (注意 增益 是 指 SNR max 
减 去 单个 振子 的 SNR RK) 对 于 不 同 的 N ,我 们 均 看 到 共振 峰 , 说 明 适 当 的 
耦合 强度 可 以 提高 输出 信和 号 的 效果 .这 些 曲 线 在 趋势 上 与 Lindner 等 人 的 数值 
结果 完全 一 致 ,充分 证 明了 他 们 的 结论 .另外 ,Hunt 等 人 还 测量 了 占有 数 与 噪声 
强度 的 关系 ,其 结果 表明 了 ,AESR 的 最 佳 SNR WIV FAS REN BAR 
X. 

对 于 Marchesoni 等 人 的 $^ SH £8 — RGA I ELEC , Hunt 等 人 的 实验 也 作 
了 证 实 . Marchesoni 等 人 猜想 几 链 在 两 个 稳定 的 均匀 态 之 间 的 转换 是 通过 扭 结 
- 反 扭 结对 的 成 核 来 实现 的 ,临界 核 的 形成 从 能 量 角 度 来 说 比 所 有 振子 的 完全 
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E 3-5 (a) 中 间 振 子 的 最 大 SNR 在 不 同 阻尼 R. 下 的 情况 ; 
(b) SNR。 的 增益 随 耦 合 强度 的 变化 


一 致 的 跳 聊 更 实惠 ,更 有 效 .图 3-6 给 出 了 实验 的 观察 结果 ,每 个 图 中 都 是 用 
32 个 谐振 器 模拟 的 不 同 耦 合 (R。 ) 下 阵列 在 不 同时 刻 的 空间 分 布 情况 .可 以 看 
到 , 当 耦 合 很 小 (图 (a)) 时 , 链 在 阱 间 的 牙 迁 非常 陡 , 核 的 宽度 只 是 整个 链 的 一 小 
部 分 . 当 耦 合 强度 过 大 时 (图 (c)) , 扭 结 - 反 扭 结对 已 经 延伸 到 系统 的 边界 之 外 
T EROF BORE HAS ELA roo Ze [BL EB RE 297 BERE RI 172 


左右 ,此 时 SNR 比 (a) 与 (c) 的 要 高 得 多 .这 从 侧面 说 明成 核 理论 的 解释 是 合理 
的 . 


3.1.5 Swift-Hohenberg 系统 中 的 时 空 随机 共振 


通过 对 看 合 双 稳 系 统 随 机 共振 的 讨论 ,可 以 看 到 随机 力 与 系统 看 合 之 间 的 
协作 效应 .实际 上 ,随机 力 在 时 空 系统 斑 图 的 形成 与 转换 中 起 着 重要 的 作用 , 它 
不 是 仅仅 简单 地 破坏 有 序 的 斑 图 ,在 一 些 情况 下 它 还 可 以 促进 斑 图 的 形成 .这 些 
噪声 正面 作用 的 共同 特点 都 是 非 线性 系统 处 于 分 岔 点 附近 ,或 其 本 身 就 是 一 个 
阅 值 系统 .随机 共振 的 双 稳 系统 亦 是 如 此 ,随机 共振 是 在 系统 发 生 Hopf 分 岔 之 
前 .本 节 我 们 以 Swift-Hohenberg 方程 为 例 ,可 以 看 到 这 种 效应 * .在 后 面 讨论 
可 激活 介质 时 我 们 还 会 涉及 噪声 在 斑 图 形成 与 转换 中 的 作用 . 

Swift-Hohenberg 方程 (SH) 描 述 了 Rayleigh-Bénard 对 流 在 对 流 不 稳定 点 附 
近 的 行为 5287'2881 ， 

Vo —-h())w-q(1* V) w-gWVY-t(r.t, (3.1.14) 
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图 3-6 不 同 耦合 (R。 ) 下 阵列 在 不 同时 刻 
的 空间 分 布 情况 


其 中 更 -23/2t, VJ Laplace 算 子 .系统 的 控制 参量 h (21) = —« + asin wot 
(te ,a ,wo 为 常数 ) 反 映 了 外 加 周期 力 的 作用 , 它 可 以 由 对 流 系统 上 下 面 间 的 温差 
的 变化 引起 . g ,gq 是 系统 的 特征 参量 .5(r,z) 为 白 噪 声 ， 

(G0)? 20, cr DEG ,1 ))=2D8lr -r )èlt- r) (3.1.15) 
为 描述 系统 时 间 演 化 ,可 以 考虑 下 面 的 对 流 热流 : 


JG) 7 C [ P(r, dr (3.1.16) 


C 为 与 系统 特征 有 关 的 常数 .了 可 以 作为 系统 由 均匀 态 向 结构 态 转变 的 序 参量 . 
另外 还 可 以 引入 时 间 平 均 的 结构 因子 来 描述 系统 的 空间 有 序 : 
S(k)-(V, _,) (3.1.17) 
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其 中 ob, EE wr.) 8925 8] f8 HL REAE ER k OE, ;为 时 间 和 噪声 平均 . 当 
S(k) 出 现 一 个 尖峰 时 ,就 说 明 系 统 出 现 了 一 个 有 序 的 空间 结构 . 

我 们 关心 当 SH 系统 有 噪声 驱动 时 的 动力 学 .D=0 时 ,长 时 间 后 ,更 (r,z) 
—0.*4 DBD, Cr, tE. SH 方程 中 的 非 线性 不 起 关键 作用 .此 时 我 们 
可 考虑 线性 方程 .简单 分 析 可 知 : 更 ccv 了 , 且 Ji) 的 信 噪 比 SNR 为 : 

SNR= wo fi CY), (3.1.18) 
此 处 f WA rwa lwg o XX ER 2G EAR RM, y 表示 这 些 参数 的 集合 .可 以 
发 现 ,SNR 不 依赖 于 噪声 强度 D 的 变化 ,但 输出 噪声 与 信号 都 与 D 成 正比 . 另 
外 结构 因子 与 D 成 正比 :SCk)ccD .所 以 对 于 D1,SNR 来 自 于 DD 的 贡献 的 
修正 应 与 略 去 的 非 线 性 项 有 关 . 为 此 ,可 把 


SH 方程 重新 写成 下 面 的 形式 : 
V,=[- (e+ gW’) + asin wet — q(1 
+0) pwetG.D, (3.1.19) 


由 于 更 ccv 万 ,因此 WoeD .这 样 一 级 近似 
x+ gn] HUE SCA E «= kt gos fa(Y)D 
来 取代 ,这 里 户 为 大 于 零 的 无 量 纲 函 数 . 
这 样 上 面 方程 又 成 为 线性 化 的 ,上 面 结 果 中 
BU x FH 取代 即 可 .把 上 面 的 SNR 在 x 附 
近 展 开 ( 小 量 goo f;(Y)D), 可 以 得 到 : 


9 
SNR= o fi (7) + Sos! fO D. 


(3.1.20) 
它 给 出 了 由 于 非 线 性 的 一 级 修正 结果 .如 果 
是 x 的 单调 上 升 函 数 , 则 3 f, 72 e 2 0, DU] 
修正 结果 表明 SNR BÉ D 的 增加 而 增加 .对 
很 大 的 D ,我 们 知道 SNR BB D FR, Ae 
SNR 必然 在 某 一 D 有 一 峰值 ,表明 系统 可 
以 出 现 随机 共振 行为 .图 3-7(a) 给 出 了 空 
间 一 维 的 SH 线性 系统 在 o =1,q =1,0/ 
2x-20.195,g — 1 时 的 SNR 与 « 的 关系 .我 
们 可 以 看 到 SNR 在 x 处 有 一 极 大 值 . 因 
此 , 当 k< temo AY SNR 就 会 随 D 的 增加 而 图 3-7 (a) 空 间 一 维 的 SH 线性 系统 
NA e x 时 ,SNR 就 随 D 增加 而 下 的 SNR 5j r 的 关系 ;(b),(c):k< K max 
降 .(b) 图 与 (0) 图 分 别 给 出 了 当 e< ww 和 和 “>xmw 时 SNR RS D NXE 


ASNR/(X 10 ) 





1 2... 3 
DI(x 107°) 
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K> katt SNR 增 量 (ASNR = SNR(D)-SNR(D=0)) 5 D 的 关系 ,可 以 看 到 
前 者 增加 ,后 者 下 降 , 与 D 的 线性 关系 也 与 (3.1.20) 一 致 . 


40 [一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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图 3-8 (a) JC RS SNR 随 噪 声 强 度 的 变化 ; 
(b) 与 图 (a) 参 数 相同 时 的 Q 5 D 的 关系 


图 3 一 8(a) 给 出 了 a=1,g=1,w6/2x=0.024,g=1,x=0.1 时 系统 的 J(z) 
的 SNR 随 噪 声 强度 的 变化 ,可 以 看 到 显著 的 随机 共振 峰 . 这 说 明 系 统 存 在 时 空 
随机 共振 现象 .那么 ,这 种 随机 共振 行为 与 系统 的 时 空 动 力学 有 什么 联系 呢 ? 在 
前 面 的 讨论 中 ,我 们 看 到 耦合 双 稳 系统 的 最 优 SNR 恰好 对 应 于 系统 的 最 佳 时 空 
同步 .这 一 点 在 SH 系统 中 也 可 以 观察 到 .空间 有 序 的 描述 可 用 结构 因子 S(k) 
来 刻画 , 它 对 应 于 S(&) 在 某 一 上 附近 的 尖峰 . 峰 越 尖锐 ,说 明 空 间 有 序 性 越 强 . 
峰 的 尖锐 程度 可 用 下 面 的 量 表示 : 
Q=S,4(k) Warl SCR) ], (3.1.21) 
其 中 Sk) WEA HE varl S(&)] 为 峰 的 宽度 (发 散 程 度 ). 显然 Q 越 大 说 明 
峰 越 尖锐 .图 3- 8(b) 画 出 了 与 图 (a) 参 数 相 同时 的 Q 与 D 的 关系 ,可 以 看 到 二 
者 变化 趋势 完全 一 致 ,在 最 大 SNR 的 地 方 对 应 于 空间 的 最 佳 有 序 及 对 周期 力 
h(1) 的 相干 响应 .图 3-9 给 出 了 与 图 38(a) 相 同 参 数 下 一 维系 统 在 不 同 噪声 
强度 时 的 时 空 演化 . 当 D=0.5x10 “很 小 时 ,系统 既 没 有 时 间 结 构 也 没有 空间 
结构 ; 当 D=0.5X10 *8] D-0.5x10 时 ,可 以 看 到 相干 的 时 空 结构 ,系统 在 
空间 的 时 间 演 化 与 周期 力 h(t) 达 到 很 好 的 同步 . 
对 空间 二 维系 统 的 讨论 有 类 似 的 结果 .特别 地 ,时 空 随机 共振 大 大 促进 了 系 
统 斑 图 结构 的 形成 .图 3-10 ET o 1,q4 71,9, 721 70.012, g 1, —0.1 
时 二 维系 统 在 不 同 D 的 空间 斑 图 .可 以 看 到 D = 0.025 时 系统 具有 有 序 的 斑 图 
结构 .而 很 强 的 噪声 会 破坏 这 种 有 序 斑 图 .因此 ,噪声 在 斑 图 形成 方面 并 不 总 起 
破坏 作用 .特别 是 当 系统 处 于 临界 闭 值 附近 时 ,噪声 的 能 量 可 被 利用 来 促进 斑 图 
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的 生成 .噪声 对 非 线 性 系统 时 间 和 空间 的 有 序 形成 的 作用 研究 至 今 仍 方兴未艾， 
后 面 还 将 继续 介绍 . 





图 3-9 与 图 3-8(a) 相 同 参 数 下 一 维系 统 在 不 
同 噪声 强度 时 的 时 空 演化 





图 3-10 二 维 SH 系统 在 不 同 D 的 空间 斑 图 


3.1.6 其 他 一 些 相 关 工 作 简介 


除了 以 上 的 关于 时 空 随机 共振 的 研究 之 外 ,人 们 还 对 不 同系 统 进行 了 研究 . 
时 空 随机 共振 现在 作为 时 空 非 线性 系统 与 噪声 的 一 种 合作 效应 已 得 到 广泛 研究 
与 认同 , 它 在 信号 处 理 ` 波 的 形成 与 传播 .信息 传输 与 接收 与 班 图 形成 与 转换 等 
方面 都 有 应 用 前 景 和 价值 .鉴于 噪声 无 处 不 在 ,有 效 地 利用 噪声 成 为 人 们 十 分 关 
注 的 课题 . 

一 、 全 局 耦合 系统 中 的 时 空 随机 共振 效应 

全 局 看 合 有 时 为 理论 处 理 带 来 一 定 的 便利 . 全 局 看 合 双 稳 系 统 对 应 的 高 自 
由 度 系统 随机 共振 研究 注重 于 大 量 相同 的 均匀 耦合 随机 双 稳 系统 在 周期 驱动 下 
HEC’) Jung 等 人 研究 了 下 面 的 系统 ”” : 


1 < 
oO = 2 bem s "Pe 
i T aut na 2j g(x,-x,)*Acos Qt * t&, (t), (3.1.22) 


m 
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其 中 g 为 耦合 系数 ,5 (1) 为 时 间 、 空 间 均 无 关联 的 高 斯 白 噪声 . 在 没有 周期 调 
制 (4A=0) 时 ,这 个 系统 曾 被 用 来 研究 噪声 诱导 的 非 平衡 相 变 问题 . Shiino 通过 
再 定 理 和 线性 响应 理论 证 实 了 这 类 系统 中 存在 叉 式 分 岔 并 分 析 其 临界 行 
AX UU . 他们 发 现 这 个 叉 式 分 贫 所 对 应 的 非 平衡 相 变 与 铁 磁 相 变 类 似 , 导 致 了 系 
5t B ACT PR YE MK BR. Wiesenfeld( 1991) ?! 与 Jung (1992)?! Z5 8 T 38-6 BB UL 
系统 在 周期 调制 下 (A 尖 0) 的 动力 学 行为 ,阐述 了 该 系统 存在 的 协作 效应 和 自发 
有 序 相 变 . 他 们 发 现 , 这 个 系统 随 着 噪声 强度 的 改变 会 呈现 出 自发 的 有 序 相 
AE ,在 平均 场 近 似 下 这 类 相 变 可 以 进行 理论 分 析 ,可 得 到 平均 场 近 似 的 Langevin 
方程 .此 方程 所 对 应 的 Fokker-Planck 方程 的 定 态 解 的 稳定 性 和 分 支 随 D 的 变 
化 而 变化 .D< DD. 时 ,系统 存在 一 个 平均 磁化 强度 m = (x) 70 的 稳定 解 (这 里 
《*) 代 表 粒 子 数 和 统计 平均 ); 当 D>D. 时 ,m=0 的 解 失 稳 ,系统 出 现 两 个 对 称 
性 破 缺 的 稳定 解 .也 就 是 说 ,在 临界 点 ,系统 经 历 了 非 平衡 的 二 级 相 变 . 若 假定 序 
参量 m 对 周期 调制 的 响应 可 以 用 双 态 形式 描述 , 则 在 平均 场 近似 下 ,功率 谱 放 
大 率 在 D = D.= g 处 会 出 现 一 个 由 耦合 导致 的 极 大 峰 . 这 个 峰 说 明了 双 稳 系统 
可 以 通过 耦合 出 现 合作 的 随机 共振 行为 4 251 . 
胡 岗 等 人 研究 了 下 面 由 两 列 不 同 单元 组 成 的 全 局 耦合 连续 系统 52" T 


t= ax; -birtu Z(t) + A,cos( Qt + mee, 





(3.1.23) 
y=ay T boy; + pe Z(t) + A,cos( Qt + ¥,) * A, Cr), 
L L 
X hiz: + 2 sy 
这 里 所 有 参数 a2 s Dias th EK T E LZ(D = Ll L i , Bil x, Ah, > 


0 的 单元 (激活 子 ),y 为 ;<0 的 单元 (抑制 子 ) 两 种 机 制 相互 的 竞争 在 实际 中 有 
很 多 例子 . D, ,A 为 相互 间 无 关联 且 各 自 时 空 不 相关 的 高 斯 白 噪 声 ,强度 分 别 为 
D, ,D, .实际 讨论 中 可 不 失 一 般 性 设 h, = — 5, =1. 此 时 
Z(t1) 可 以 写成 : 
Z(t)=X(t)- Y(t), 


X= D r YOST Dy (3.1.24) 


这 个 模型 可 以 在 前 一 个 模型 基础 上 进行 理论 分 析 . 当 无 周期 调制 A, = A, =0 
时 ,理论 分 析 表 明 在 热力 学 极限 和 双 态 近似 下 ,可 以 把 上 面 的 2L E E ERR RU 
程 简化 为 两 个 耦合 的 常 微分 方程 .研究 发 现 系统 有 三 种 不 同 的 相 :(1) 无 序 相 ， 
X=Y=Z=0;(2) 有 序 的 双 稳 相 ,X,Y,2Z 均 不 为 零 ;(3) 相干 振荡 相 .图 3- 
11 给 出 了 在 8= 575,58 D, D; - DX lli E B9fHE a, =a, =1.0,6,=6,= 
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1, P 1,2,3 分 别 对 应 于 前 面 的 三 种 相 . 双 稳 相 是 从 无 序 相 态 经 二 级 又 型 分 贫 
的 定 态 解 ,相干 振荡 相 是 无 序 相 态 由 Hopf 分 盆 而 生成 的 整体 极限 环 解 .在 这 三 
种 相 态 中 ,噪声 诱发 的 相干 振荡 态 会 表现 出 随机 共振 ,表明 系统 的 集体 运动 与 协 
作 效 应 . 








图 3-11 在 B= ji 与 Di =D, = D 构成 的 平面 上 的 相 图 





对 于 A, A, AO 的 情况 ,在 线性 响应 下 的 研究 结果 揭示 出 信号 放大 率 7 与 
周期 力 频 率 0 的 复杂 依赖 性 .图 3 一 12 给 出 了 5 0 在 不 同 噪声 强度 D, = D; 





-p BUM BM 下 的 关系 .可 以 看 到 加 对 0 的 关系 很 敏感. p EUR LA 


很 尖 的 峰 .特别 地 , 当 D 趋 于 产生 相干 振荡 的 临界 值 时 , 7, 出现 发 散 . 这 说 明 系 
统 的 时 空 随机 共振 与 Hopf 分 岔 导致 的 同步 振荡 有 密切 的 关系 . 


500 


400 











E 3-12 55 0 在 不 同 噪声 强度 DD 与 下 的 关系 


二 、 双 随机 共振 
Zaikin 等 研究 了 下 面 的 最 近邻 看 合 的 振子 系统 : 


57 fita t5 之 (x, — z;) + 9 (0) + Acos(at + 9), 


(3.1.25) 
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这 里 i 二 1,2,…,L ,qd 为 格 点 维 数 , 求 和 为 最 近邻 2d 个 振子 ,D 为 耦合 强度 . 
€ GO ,7(7) 均 为 时 空 无 关联 的 白 噪声 : 


(G0. OG EG) = 918,9 G = 0). 
(9. (02 50,5 CO 9, 0029 98,9 (6 7 (), (3.1.26) 
所 有 振子 都 受到 一 个 周期 力 的 驱动 .显然 CL 1) IEEE TIRES Lon (2) RUPEE RS, 


f(xr)= -x(u0*x!Y,.g(x)-1* x. (3.1.27) 
当 A=0 时 ,耦合 系统 被 用 来 研究 噪声 诱导 相 变 , 它 可 以 用 标准 的 平均 场 理 
论 解 析 求 解 ,其 基本 思想 是 以 全 局 耦合 项 取代 上 面 的 近邻 耦合 项 ,建立 相应 的 


Fokker-Planck 7; fg I: .其 定 态 分 布 W, (x,m) 可 解析 求解 ,其 中 m 为 平均 
场 : 


它 可 以 自 洽 地 求 出 : 
m= | ZW (xr,m)dr, (3.1.28) 


此 自治 方程 有 两 种 解 :无 序 解 mx =0, 有 序 解 mx 闫 0. 在 有 序 相 ,系统 有 对 称 的 两 
个 态 m = - m; 关 0 ,系统 根据 初始 条 件 趋 近 于 其 中 茶 一 个 态 , 这 是 一 个 双 稳 态 . 

当 A 尖 0 时 ,由 于 上 面 的 噪声 诱导 相 变 引 起 了 系统 的 双 稳 的 有 序 相 ,因此 周 
期 力 会 引起 系统 在 mA mm; 态 之 间 的 跃迁 .这 种 情况 又 非常 类 似 于 单 粒子 的 随 
机 共振 系统 ,不 同 的 是 这 里 是 耦合 系统 在 做 整体 贿 迁 .图 3-13 给 出 了 m(z) 在 
不 同 参数 下 的 行为 ,周期 力 的 演化 作为 参考 线 也 画 上 去 了 .这 里 A=0.1,w= 
0.1,D=20, 吧 =3. 当 四 =0.01 时 ,我 们 只 能 看 到 在 mm, 、mm, 态 之 间 很 小 的 跃迁 ; 
当 o? =1.05 时 ,可 看 到 m(z) 与 周期 力 很 好 的 同步 性 ;对 于 大 的 噪声 m CO Co 
=5.0) ,这 种 同步 性 又 被 破坏 .图 3- 14 中 的 信 噪 比 SNR 与 c* 的 关系 表现 出 很 
好 的 峰值 现象 ,说 明 系 统 可 以 出 现 随机 共振 .图 中 的 黑 点 为 输出 信号 的 SNR , 空 
心 点 为 双 态 近似 的 结果 , 实 线 为 理论 曲线 .这 种 现象 是 噪声 诱导 相 变 与 随机 共振 
两 种 行为 的 复合 ,因此 被 称 为 双 随 机 共振 

另外 还 有 很 多 其 他 方面 的 关于 时 空 随机 共振 的 探讨 ,如 在 小 世界 网 络 中 的 
随机 共振 ”” 有 时 间 延 迟 的 耦合 振子 系统 的 随机 共振 ”等 ,这 里 不 再 一 一 介 
绍 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 相关 文献 .另外 ,我 们 在 后 面 马 上 会 讨论 可 激发 介质 中 
的 时 空 随机 共振 行为 ,这 里 不 再 展开 . 
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3.2 噪声 加 强 的 信号 传播 


噪声 与 耦合 非 线 性 系统 的 相互 作用 不 仅 可 以 有 效 地 用 来 提高 输出 信号 的 信 
品 比 ,还 可 以 被 用 来 加 强 信和 号 在 介质 中 的 传输 .本 节 我 们 将 看 到 ,加 在 一 个 格 点 
上 的 信号 ,通过 调节 整个 系统 的 涨 落 程 度 可 以 达到 最 佳 的 传播 效率 .这 方面 的 研 
究 实际 上 是 从 研究 波 在 可 激发 介质 中 的 传播 开始 的 .这 方面 的 内 容 比较 多 ,所 以 
我 们 将 其 放 在 后 面 作 为 一 个 专题 讨论 . 信和 号 传播 与 噪声 作用 问题 的 研究 则 是 近 
几 年 的 事情 . Locher 等 人 (1998) 用 耦合 二 极 管 谐 振 器 阵列 研究 表明 ,噪声 可 以 
加 强 信号 在 阵列 中 的 传播 '” .三 个 月 后 张 英 等 研究 了 信号 在 单 向 耦合 振子 链 
中 的 传播 ,表明 噪声 可 以 引起 信号 在 链 中 的 无 损 传 播 ”' . 张 在 工作 三 个 月 之 
后 ,Lindner 等 人 通过 研究 对 称 耦 合 的 振子 链表 明 中 等 强度 的 噪声 可 以 大 大 促进 
ASO” .在 半年 之 内 连续 三 篇 同一 方面 的 工作 ,得 到 了 一 致 的 结论 ,说 
明 噪声 对 信号 传输 的 积极 意义 有 应 用 上 的 价值 .其 后 ,人 们 又 进行 了 一 系列 的 讨 
论 ,使 这 方面 的 内 容 更 加 丰富 . 


3.2.1 对 称 耦 合 振子 系统 中 的 噪声 加 强 传播 
我 们 考虑 下 面 的 扩散 耦合 系统 : 


i = kiz, -kit te(r,Q0-2x,*cx,Q4)* b(t),n=2,3,.,N, 

(3.2.1) 
HHL, .k, >0, 上 面 的 单个 振子 为 双 稳 系统 . 实际 计算 中 , 取 A =k Ak, = 
0.75,w=2 Jk, 7k, 22.25 以 保证 双 稳 性 .6 为 而 合 强度 , 5. (7) 是 强度 为 oi 的 

时 空 无 关联 白 噪声 .对 系统 的 第 一 个 振子 我 们 加 上 周期 信号 : 
t= kx; kizi telz, =z) + C(t)+ Asin wt, (3.2.2) 

我 们 将 分 析 信 号 沿 整 个 链 的 传播 情况 . 

图 3-1$(a) 给 出 了 A=5S$.0,w=0.2,s=10 时 系统 在 不 同 噪声 强度 o^ On 
在 图 右边 ) 下 的 时 空 演化 图 , N = 32, 横 轴 为 时 间 , 纵 轴 为 格 点 2 .可 以 看 到 随 着 
o^ 的 增加 ,信号 的 传播 距离 增 大 . 当 o? 很 大 时 ,信号 虽 能 传播 ,但 被 大 的 涨 落 所 
淹没 .我 们 可 以 计算 各 个 格 点 上 输出 信号 的 信 品 比 SNR, ,在 图 3-15(b) 一 (c) 
中 ,SNR, 与 格 点 n 和 噪声 强度 o 的 分 布 图 给 出 了 更 清晰 的 结果 . 当 e=1.0 H}, 
可 以 看 到 离 注入 信和 号 较 远 的 格 点 信 噪 比 很 小 ,说 明 此 时 系统 的 传输 效率 很 低 . 增 
加 耦合 强度 s ,可 以 看 到 离 第 一 个 振子 很 远 的 格 点 都 具有 很 大 的 SNR, 表 明 信 和 号 
可 以 传 得 很 远 . 特 别 地 , 当 e=12 时 ,可 以 看 到 信号 在 适当 的 噪声 强度 下 可 以 很 
好 地 传播 到 整个 链 上 . 当 o^ =0 时 ,这 是 达 不 到 的 (看 s=12 时 图 的 左上 角 黑 色 
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图 3-15 (a) 系 统 在 不 同 噪声 强度 o* 下 的 时 空 演 化 图 ;(b) — (c) SNR, SRA n 
和 噪声 强度 oa? 的 关系 图 
KR), RA o^ 合适 才 会 看 到 . 

类 似 的 现象 也 可 以 在 二 维 格 点 系统 中 看 到 .图 3 一 16 给 出 了 二 维 32x32 格 
点 的 SNR 分 布 图 , 横 轴 为 o? , 纵 轴 为 (n, ,n,)= (n,n)( 对 角 线 ) ,信号 加 在 格 点 
(1,1) 上 , 除 @。=1 外 ,其 他 参数 与 一 维 情况 相同 .可 以 看 到 很 明显 的 噪声 加 强 的 
传播 (注意 当 o^ 2775 dB 时 ,信号 传播 的 最 远 ). 


t tt T/2 





2 


图 3-16 ZHE 32x 32 格 点 的 SNR 分 布 图 , 横 轴 为 c , 纵 轴 为 (n,， 
n,) 7 (n, n) Od fa &) 
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3.2.2 单 向 耦合 振子 系统 中 的 信号 传播 


考虑 下 面 的 单 向 耦合 系统 
do—cro-altgura*D().,22,3,7,N, (3.2.32) 
其 中 op ARARE, T(t) 为 强度 为 D 的 时 空 无 关联 白 噪 声 .系统 的 第 一 个 振 
子 受 到 周期 信号 的 驱动 : 
这 = 了 一 + 了 (t+Acos Qt. (3.2.3b) 
下 面 的 计算 中 Q =0.05,4,w,D 为 系统 的 控制 参量 .可 以 用 下 面 的 量 来 考察 信 
号 在 媒质 中 的 传播 : 
B=C(0) - (6,C0 * ^0) +C (0 - ^0), (3.2.4) 
XX HC, WA x; CO RARI o 傅 里 叶 分 量 .C,(2+AQ) 描 述 了 在 O 附近 
的 噪声 背景 . 
4 D=O CRAIN, BSi 的 关系 表明 ,在 第 一 个 振子 上 加 的 信号 沿 链 的 
传播 会 指数 衰减 ( 见 图 3 一 17(a),A=0.3,0.05,y=4): 
B,zC(A)e ^. (3.2.5) 














图 3-17 (a) 无 噪声 时 B, 5i 8936 (b) - (C)A=0.05 8$ 470.5 和 4 的 信号 
传输 情况 ;(d) 给 出 了 系统 的 相 图 e- DEAR EAS 2o Pe RC 
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4% D0 AT ,Al3-17(b) 一 (c) 给 出 了 当 A =0.05 时 =0.5 和 4 的 信和 号 传输 情 
帝 . 对 于 =0.5, 可 以 看 到 对 于 不 太 大 的 噪声 ,B, 随 i 的 衰减 不 是 指数 的 而 近 平 
是 线性 的 ,信号 可 以 被 传播 到 很 远 的 振子 上 .另外 ,存在 最 佳 的 噪声 (图 中 D= 
0.125) 使 系统 有 最 佳 的 传输 效果 .这 种 加 强 的 传输 在 D 与 y 的 配合 下 可 以 达到 
无 损耗 .如 图 (c), 当 y=4.0 时 ,D 关 0 使 得 B, 不 再 随 i 衰减 而 是 上 升 ,最 后 饱 
和 .这 个 饱和 意味 着 信号 在 传播 的 过 程 中 不 再 有 衰减 .另外 ,随机 共振 的 效果 仍 
然 存 在 , 即 存在 最 佳 D 使 系统 的 无 损 传播 效 果 最 佳 . 这 样 ,通过 D 5s s 的 适当 
匹配 ,我们 不 仅 可 实现 信和 号 无 损 传播 ,而 且 还 使 得 传播 达到 最 佳 .图 3- 17(d) 给 
出 了 系统 的 相 图 yj 一品 .在 临界 线 上 为 信号 无 损 传 播 区 . 


3.2.3 耦合 单 稳 振子 系统 中 的 信号 传播 


EE , Zaikin 等 人 (2002) 对 他 们 的 模型 作 了 改变 24 ( 原 模 型 见 8$83.1.6) 以 
用 来 考虑 信号 在 介质 中 的 传播 问题 : 


2,7 fi) * (0t (Oo P M (x, 7 x,) * 9, (0) + A,cos(wt + 9), 


(3.2.6) 
其 中 xz; 是 二 维 NxN 格 点 上 的 变量 ,i=i,+ NG, 一 1),i,,i,=1,2,…,N. 求 和 
对 最 近邻 的 四 个 格 点 进行 ,上 面 的 加 性 与 乘 性 噪声 均 为 时 空 无 关联 的 白 噪 声 , 强 
BE 0150.5 3.1.6 节 不 同 , 这 里 我 们 只 对 格 点 的 前 三 列 加 上 周期 信号 ,其 余 
的 格 点 作为 传播 介质 : A, = ACS, +8, a tò; 3), 如 图 3-18 所 示 . 
9-9-9-9-9-9-9-9-9-9 


dhe Ok ON Oh ORO? 


$-4-40-5-6-0-0-4-0 
$445560-4.6-6 
$-4444.6-5.5.6.0 
$+ 
tto a 
@-0-@ 0 -0-0-0-0-0-0—_ > 


图 3-18 二 维 格 点 信号 传播 示意 图 


由 于 在 无 周期 信号 时 上 述 系 统 存在 由 单 态 向 双 稳 态 的 非 平衡 相 变 ( 见 3.1. 
6 节 ), 讨 论 在 双 稳 态 进 行 (这 个 双 稳 态 是 系统 集体 的 双 稳 态 ), 为 考察 信号 在 格 


172 $38 “时空 随机 共振 与 波 的 传播 





点 中 的 传播 ,可 以 考察 平均 场 mU) = D nose CORB o 传 里 时 分 量 ( 求 
和 对 纵向 进行 ,看 信号 沿 横向 的 传播 ): 


2nr/o . 
= 全 | 2m, (te dt, (3.2.7) 






PORE. 7 

o& 99864 

00 02 04 06 08 1.0 
2 


9 


(5) 


E 3-19 在 双 稳 区 不 同 格 点 的 QY 与 o, WKAR. (3)A —0.3,()A -0.2 


QU-|Q.|.TEEL 3 — 19 中 给 出 的 是 03 =3( 双 稳 区 ) 与 (a)A =0.3 和 (b)A= 
0.2 时 不 同 格 点 的 QU 与 到 的 关系 ,j =1,2,3 上 加 上 周期 信号 (这 里 的 7 都 是 指 
55; 列 , 每 一 列 都 有 N 个 振子 ). 从 图 (a) 可 以 看 到 , 格 点 2 和 4 都 是 随 o7 PF PERS 
曲线 ,而 从 j=6 开始 ,后 面 的 曲线 都 呈现 出 随机 共振 的 现象 ,由 于 A —0.3 足够 
大 ,因此 对 周期 驱动 下 的 振子 及 其 相 邻 的 非 受 驱 振子 来 说 ,这 个 大 的 周期 力 就 足 
以 使 得 运动 在 两 个 态 之 间 跃 迁 ,因而 加 上 ollm QU 曲线 会 下 降 .但 对 于 离 受 驱 
振子 较 远 的 介质 来 说 ,这 种 情况 就 完全 不 同 .由 于 它们 没有 周期 外 力 驱 动 ,因此 
噪声 就 对 它们 起 至 关 重要 的 作用 .从 远 处 传 来 的 小 信号 可 以 通过 共振 的 作用 得 
到 放大 .这 就 是 我 们 观察 到 随机 共振 曲线 的 原因 . 当 A 不 足以 引起 态 间 跃迁 时 ， 
噪声 不 仅 对 未 受 驱 振子 而 且 对 周期 驱动 下 的 振子 都 起 至 关 重 要 的 作用 ,此 时 所 
有 振子 都 会 表现 出 随机 共振 的 现象 ,这 一 点 从 图 (b) 可 以 清楚 地 看 到 . Zaikin 等 
和 人 把 前 者 的 传播 称 为 噪声 诱发 的 传播 ,后 者 称 为 时 空 双 随 机 共振 传播 . 当 改变 系 
统 参 数 时 ,如果 无 周期 驱动 系统 离开 双 稳 区 , 则 上 述 随机 共振 行为 消失 .信号 在 
介质 中 的 传播 效率 就 会 大 大 降低 .这 种 现象 说 明 随机 共振 在 耦合 系统 的 信号 传 
输 方 面 起 到 了 至 关 重 要 的 作用 .我 们 在 讨论 可 激发 介质 波 的 传播 问题 还 会 讲 到 
这 一 点 . 


3.3 可 激发 介质 的 时 空 动 力学 与 波 


耦合 非 线 性 系统 可 以 表现 出 复杂 的 时 空 动 力学 与 合作 行为 .我 们 在 前 面 的 
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讨论 中 看 到 了 不 同 表现 的 合作 行为 ,这 些 合作 行为 都 表现 为 系统 的 有 序 同 无 序 
的 竞争 .空间 延展 系统 是 由 大 量 的 振子 所 组 成 的 ,我 们 一 方面 可 以 看 系统 内 部 本 
身 的 合作 行为 , 另 一 方面 还 可 以 通过 对 系统 施加 外 力 来 观察 系统 的 响应 , 夭 此 了 
解 系统 的 内 部 特性 . 

本 节 我 们 考虑 一 类 特殊 的 系统 一 可 激发 系统 , 它 有 一 个 典型 性 质 就 是 系 
统 的 响应 与 外 界 的 刺激 密切 相关 ,对 于 小 的 刺激 它 可 以 不 作出 反应 ,但 对 于 大 的 
刺激 就 会 出 现 较 大 的 响应 .我 们 把 这 类 系统 统称 为 靖 值 系统 . 这 类 系统 在 实际 中 
并 不 少见 ,例如 神经 元 5251 .神经 元 是 典型 的 阐 值 单元 , 它 可 以 由 称 为 树 突 的 部 
分 接收 外 来 的 刺激 ,然后 以 动作 电位 的 方式 通过 轴 突 将 信号 传播 到 很 远 的 地 方 ， 
刺激 是 通过 释放 位 于 神经 元 轴 突 与 受 激 的 树 突 之 间 的 突 触 内 的 称 为 “神经 传递 
素 "的 化 学 物质 而 发 生 的 .这 些 化 学 物质 蕴藏 在 靠近 轴 突 尽头 的 小 泡 囊 中 . 当 动 
作 电 位 达到 轴 突 尽头 时 , 钙 离子 就 穿 过 膜 进 入 小 泡 训 ,引起 神经 传递 素 释放 到 突 
BE .在 通过 突 触 的 间隙 扩散 后 ,神经 传递 素 附着 于 受 激 细胞 的 膜 之 上 ,引起 去 
极 化 过 程 .通常 认为 去 极 化 是 以 量子 化 的 方式 进行 的 ,每 一 个 小 泡 夺 的 贡献 都 是 
差不多 相同 的 .去 极 化 的 量子 化 称 为 兴奋 性 突 触 后 电位 ,这些 兴奋 性 突 触 后 电位 
源源 不 断 的 从 不 同 树 突 传 来 并 且 累 加 , 当 总 的 去 极 化 到 达 一 定 阔 值 时 ,动作 电位 
就 产生 了 .神经 元 以 脉冲 的 形式 放电 ,然后 神经 元 就 进入 一 个 不 应 期 (恢复 期 ) 

当 许多 这 样 的 激发 单元 通过 扩散 类 合 连 在 一 起 时 ,就 会 形成 可 激发 介质 .可 
激发 介质 本 身 就 包含 丰富 的 时 空 动力 学 ,特别 是 行 波动 力学 "9 .我 们 下 面 对 这 
方面 进行 简要 的 介绍 . 








图 3-20 ”可 激发 系统 在 (u,v) 平 面 上 
动力 学 示意 图 
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3.3.1 可 激发 系统 


最 简单 的 可 激发 系统 可 用 下 面 的 双 变 量 方程 描述 : 


E = f(u v), 
(3.3.1) 
9* gluv), 

其 中 u,v 为 系统 相 空间 的 变量 .0< 61 这 个 小 量 使 得 u ,wu 的 动力 学 有 不 同 
的 时 间 尺 度 .作为 一 个 可 激发 系统 , 它 上 具有 以 下 特征 :(1) 系统 在 相 空间 中 有 一 
个 全 局 吸引 的 不 动 点 或 定 态 ;(2) 系统 的 相 空间 存在 两 个 区 域 D 和 A ,不 动 点 处 
于 DD 区 .所 有 从 D 区 域 中 出 发 的 轨道 都 会 在 态 变量 没有 大 的 变化 的 情况 下 回 
到 不 动 点 ,而 从 A 区 出 发 的 轨道 则 会 引起 系统 变量 大 的 变化 (当然 也 要 回 到 不 
动 点 )， 我 们 称 前 者 的 响应 为 亚 闭 值 的 ， 后 者 的 为 超 阔 值 的 . 

我 们 考虑 最 简单 的 情况 ， 上 述 方程 的 动力 学 在 (u,v) 平 面 上 的 图 形 由 图 3 
20 给 出 ,图 中 g(w,v)=0 为 一 直线 ,f(w,v)=0 为 一 个 反 N 字形 .g(u,v)=0 
与 f(u.v) -0 的 交点 给 出 系统 的 定 态 .根据 参数 的 不 同 ,g =0 曲线 可 与 /=0 
曲线 有 一 个 或 三 个 (其 中 两 个 稳定 ) 交 点 , 即 系统 可 能 为 单 稳 态 或 双 稳 态 . 我 们 关 
心 如 图 所 示 的 惟一 的 定 态 解 P 的 情况 .对 P 作 线 性 稳定 性 分 析 很 容易 知道 它 是 
淅 近 稳 定 的 .一 个 小 的 扰动 不 会 使 u,v 发 生 大 的 变化 (D 区 ), 系 统 会 迅速 回 到 
ES. (u,v) 可 以 分 成 三 段 (两 段 有 负 的 切线 ,一 段 正切 线 , 后 者 与 g =0 交点 
不 稳定 ),g 曲线 仅仅 在 一 段 与 f 相交 . 另 一 段 负 切线 的 分 支 虽 然 与 g==0 无 交 
点 ,但 它 也 会 起 到 重要 作用 ,另外 由 于 e <1 使 u, o 之 间 时 间 尺 度 上 的 巨大 差 
BR ,系统 对 于 大 于 Q 点 的 扰动 是 不 稳定 的 , 当 系 统 超过 (u,vo LIEU T v< 
zu 时 ,由 于 变量 u 的 动力 学 时 间 尺 度 远 小 于 v 的 动力 学 时 间 尺 度 ,系统 会 被 很 
快 激发 到 远离 定 态 解 P 的 区 域 (A 区 , 即 另 一 个 切线 斜率 小 于 零 的 分 支 ) ,然后 
慢 慢 沿 /(u,v)=0 运动 到 v = vi 然后 失 稳 (中 间 一 文 不 稳定 ), 迅 速 跳 到 
f(u,v)=0 的 稳定 分 支 ,最 后 弛 殉 到 初始 位 置 . 系统 的 可 激发 性 的 一 个 重要 量度 
是 se. 当 e 不 是 足够 小 时 ,系统 变量 的 时 间 尺 度 没 有 分 离 ,稳定 点 为 一 稳定 焦点 ， 
不 存在 可 激发 性 .从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ,一 个 可 激发 系统 是 由 三 个 态 描述 的 : 
体 眠 态 , 受 激 人 态 和 局 复 态 . 

描述 可 激发 系统 有 许多 模型 ， 它们 大 都 与 神经 生物 学 ,化 学 反应 等 一 些 具体 
i$ RO PTS 例如 FitzHugh-Nagumo 7; E^ 319. Hodgkin-Huxley 7j 
fi" Field-Noyes ## ZI 7? ^ 3 4£. FitzHugh-Nagumo 模型 可 以 用 来 描述 神经 元 
的 放电 过 程 ,其 作用 函数 为 : 

f(u,v)- u(a-u)(u-1)- v, 


(3.3.2) 
g(u,v)^"u-dv-b, 
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图 3-21 (a) FitzHugh-Nagumo 系统 演化 到 定 态 ; 
(b) 由 于 大 扰动 而 引起 的 系统 的 放电 脉冲 


其 中 a,d,。 为 系统 参量 .图 3-21(a) 给 出 了 05=0.0,a=0.$,d=1.0 时 的 定 
态 , 它 是 f(u,v)-7g(u.v) 0 的 交点 S.P~Ti 一 TS 给 出 了 由 于 大 扰动 
而 引起 的 系统 的 放电 脉冲 行为 ,其 时 间 行 为 由 图 (b) 给 出 . 
设 FitzHugh-Nagumo 系统 的 定 态 为 (xu,vo), 在 其 附近 的 线性 稳定 性 分 析 
可 得 到 下 面 的 雅 可 比 和 矩阵 : 
= (078 | (3.3.3) 


1 -1 

K'BA-2-3uü)42(1* a)u, ^ a. F&EETETE AT $8 1, b.,4 b bL BE E Cus, 
vo ) 是 稳定 的 ;6 > 5. 时 ,系统 发 生 Hopi 43 28 , 定 态 失 稳 ,系统 为 极限 环 解 .对 e = 
0.005,d — 1 的 情形 ,5 为 


lta c [lta c 1-24 cY(2-a,c 

b.—3 ~ 60 (= æl 3 al 3 + 而 外， (3.3.4) 
KB c=10 J/3-4a+4a’?.4 4 20.5 Rt, b, ™=0.262 3.4 b< bAt, BRASH 
定 态 (xu ,vo) 是 稳定 的 ,但 系统 是 可 激发 的 .6 越 接 近 0。, 系 统 就 越 容易 被 激发 . 


另 一 个 讨论 的 比较 多 的 可 激发 动力 学 的 模型 来 自 于 化 学 中 的 BZ(Belousov- 
Zhabtinsky) 反 应 * 3231 .在 无 量 纲 下 ,反应 可 由 下 面 的 三 个 耦合 微分 方程 给 出 : 








mE - 22 

dr. (m uwtu-u^), 

du = (B qw- uw * fo), (3.3.5) 
du 
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其 中 u,v, w 分 别 代表 HBrO, ,Br 与 催化 剂 的 无 量 纲 浓 度 .这 个 方程 组 描述 了 
在 有 光照 情况 下 光敏 BZ 反应 中 主要 化 学 成 分 的 均匀 浓度 的 时 间 演 化 (不 涉及 
空间 问题 ) .参数 $ 是 考虑 到 由 于 照射 产生 的 溴 化物. 光 的 强度 控制 省 离子 的 光 
化 学 产量 , 它 是 BZ 反应 中 自 催 化 的 抑制 剂 .参数 g ,e ,6 描述 三 个 变量 的 时 间 尺 
E. w 变量 是 最 快 的 变量 ,在 绝热 条 件 下 可 消去 ,这 样 就 得 到 : 


&4-l|2 
e La 十 
vsu- v, 


因此 这 里 Cus) = [217 





| (3.3.6) 





|g (uso) mu v RETIRER RT I 
用 f(u,v)=g(wu,v)=0 定 出 系统 的 定 态 .图 3~22 给 出 了 /=1.0 MAA $ 
时 f/f(u,v)=0 和 g(u,v)=0 的 交点 . 当 0<#$<4g 时 ,两 条 线 相交 于 不 稳定 分 
支 上 ,此 时 BZ 反应 具有 振荡 解 ( 励 稳 态 解 ). 当 &%>49 时 ,交点 位 于 稳定 分 支 上 ， 
其 特点 与 前 面 讨 论 的 情况 相似 ,因此 BZ 反应 系统 是 可 激发 的 . 

根据 可 激发 系统 的 特点 ,我 们 还 可 以 构造 简单 的 三 态 系统 模型 , 即 系统 只 有 
KIRA `. 受 激 态 和 恢复 态 ,系统 的 状态 可 由 输入 变量 v (EO RE. 当 vCORIIEAE 
一 阐 值 时 ,系统 就 会 经 历 一 个 “放电 ”过 程 , 即 由 休眠 态 跳 至 受 激 态 ,经 过 一 段 恢 


复 时 间 后 系统 最 后 回 到 休眠 态 .这 种 构造 在 实际 模拟 时 会 节省 大 量 的 运 云 行 计算 
时 间 和 容量 . 











0.30 0.30 0.30 
0.25 | 0.25 | 0.25 
0.20 | 0.20 | 0.20 
v 0.15 | v 015 | v 0.15 
0.10 0.10 | 0.10 
0.05 0.05 | 0.05 
unm 0.2 0.44 0.6 0.8 1.0 ur 0.2 04 0.6 08 1.0 unm 02 04 0.6 0.8 1.0 
u u u 


W 3-22 BZ 反应 在 /=1.0 和 不 同 $ 时 f(u,v)=0 和 g(u,v)=0 的 交点 


3.3.2 可 激发 介质 中 的 行 波 


、 可 激发 介质 
当 我 们 考虑 空间 延展 的 可 激发 系统 时 ,这 由 许多 可 激发 单元 组 成 的 就 成 为 
可 激发 介质 (excitable media) ^^ 9" .在 空间 的 每 一 点 系统 都 是 可 激发 的 . 例如 
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对 于 两 变量 系统 ,可 激发 介质 可 由 以 下 的 反应 一 扩散 方程 描述 


sifu, v)+D, Vu, 


2 (3.3.7) 
cu = (u,v)*D, Vu 


方程 右边 为 扩散 项 ,VY 为 Laplace 算 子 .对 空间 一 维 情况 ,Y = 
Vi ati .我 们 甚至 可 以 考虑 更 为 实际 的 空 间 三 维 情况 .下 面 的 讨论 均 限 
于 一 维和 二 维 的 情况 . D, , DD, 为 扩散 系数 .如 果 将 空间 离散 化 ,上 面 的 扩散 项 就 
成 为 扩散 型 耦合 . 
由 于 空间 的 耦合 作用 ,对 可 激发 介质 空间 一 点 的 扰动 不 一 定 会 保持 在 局 域 ， 
它 可 能 会 通过 耦合 而 沿 着 介质 传播 ,能 否 传播 取决 于 系统 的 可 激发 程度 .如 果 对 
空间 一 点 的 扰动 能 传记 整个 介质 质 ,我 们 则 称 此 介质 为 超 可 激发 的 (superexcit- 
able) ;如 果 对 空间 的 一 点 扰动 不 会 在 整个 介质 中 传播 ， 而 是 在 距离 和 时 间 内 豪 
减 掉 , 则 称 此 介 质 为 亚 可 激发 介 质 (subexcitable media) .因此 扰动 在 亚 可 激发 介 
质 中 是 不 能 稳定 传播 的 . 
一 个 空间 均匀 分 布 的 由 可 激发 单元 所 组 成 的 反应 扩散 系统 可 出 现行 波 . 假 
设 我 们 对 空间 的 一 部 分 单元 进行 扰动 ,使 其 状态 激发 到 阔 值 之 上 , 则 这 些 单元 与 
相 邻 未 被 激发 单元 之 间 会 形成 巨大 差异 .由 于 扩散 耦合 ,局 域 的 激发 产生 的 脉冲 
将 会 扩散 到 相 邻 区 域 ,并 将 相 邻 区 域 的 单元 也 拖 到 阔 值 之 上 , 则 它们 也 被 激发 ， 
这 种 多 米 诺 效应 就 形成 了 一 个 波峰 .在 波峰 的 背后 ,被 激发 区 会 逐渐 弛 驳 到 休 眼 
AS ,而 这 个 波峰 将 会 通过 扩散 耦合 传 至 更 远 的 介质 区 域 .从 整体 上 来 看 ,系统 表 
现 为 一 个 孤立 波 从 激发 源 向 外 移动 .如 果 激 发 源 处 的 震动 是 周期 性 的 , 则 系统 表 
现 为 一 连 串 的 行 波 ,其 运动 速度 由 激发 强度 和 扩散 系数 决定 . 
可 激发 系统 的 可 激发 性 本 质 上 来 自 于 快 变量 x(z) 的 非 线性 效应 (例如 在 
BZ 反应 中 ,w 表现 为 自 催 化 效应 ). u 5 v 的 相互 作用 使 系统 饶 复 到 休眠 态 , u 
通常 称 为 触发 变量 ,wv 则 称 为 恢复 变量 .可 激发 系统 有 许多 实际 例子 ,它们 的 u 
与 v 都 有 明确 的 对 应 .例如 在 BZ 反应 中 ,x 为 HBrO; 浓 度 ,v 为 催化 剂 的 还 原 态 
浓度 ;在 神经 .肌肉 组 织 ( 如 心肌 ) 中 的 电信 号 传播 ,w 为 膜 电 位 ,w 为 离子 传导 
率 . 
二 一 维 可 激发 介质 中 的 行 波 
下 面 我 们 先 在 一 维 空间 中 讨论 行 波 的 规律 .我 们 考察 下 面 的 反应 扩散 方程 : 


t= fluv) +e Vu 





二 维 情 况 ， 


; (3.3.8) 
3; = g(u,v) * e8 V v, 
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iH 6=D,/D,.F u(x,t)^ u(z),v(x,t)- v(z),z— r—ct,c 为 行 波 波 
速 . 这 样 我 们 把 上 述 方程 变换 到 运动 坐标 系 中 ,上 述 方程 成 为 z 的 常 微分 方程 : 


2 
eng tec SE fuv) =O, 


; (3.3.9) 
eb Sc e g(u v) -0, 


由 于 s 祥 !1 ,我 们 可 以 以 e 为 展开 小 量 求 上 述 方程 的 近似 解 .我 们 求 方程 的 一 级 
近似 解 . 先 令 s=0, 则 u 的 方程 变 为 fA(w,v)=0. 从 图 3-20 的 f(u,v)=0 的 
曲线 特征 可 以 看 出 , 当 vL vus Umer TE. fC u,v) 208 IER GRE ot Sc LUCRCRIE 
为 u=h, (v). PR—RE, Ih, >h Mh. EIBIBUSS EAT RABE, 
因此 不 考虑 .下 面 考虑 这 样 的 情况 , 即 系统 的 解 为 : 


人 z<0 时， 
h.(o),34 z»0 Bf, 


TER A. 两 个 分 支 是 间断 的 ,因此 上 面 的 解 在 z=0 时 变 得 不 连续 了 .但 系统 的 
解 在 z=0 附近 实际 上 是 连续 的 ,问题 是 我 们 忽略 了 方程 中 。 的 项 .所 以 ,我 们 
必须 进一步 考虑 u-h. (v) 之 间 的 边界 层 宽 度 为 O(e) 的 区 域 .我 们 可 引入 重 
新 标 度 的 坐标 系 5= z/e 以 考虑 边界 层 附近 的 情况 .此 时 上 述 方程 化 为 : 


(3.3.10) 


d'u du 
ap ag Oe 
(3.3.11) 
d! v dv 
ô — 十 0, 
Je c dt eg(u,v) 


很 显然 第 二 个 方程 的 e 项 可 以 不 予 考虑 .另外 要 求 v 对 所 有 e 有 界 , 则 第 二 式 有 
惟一 解 :v= vo = WR, vo E [Unin Umar |- 这样 系统 的 一 级 近似 解 由 下 面 的 方程 


及 边界 条 件 ( 边 界 层 连 续 性 的 要 求 ) 给 出 : 
du du . 
Tyee ze ( s Vo =0, 
ag Te ag fee) (3.3.12) 
ul- œ)=h, (vo) ul +œ)=h_ (v), 


上 述 方程 为 波 速 的 本 征 值 问题 ,其 中 波 速 co DRE. 此 方程 有 一 个 触发 的 波 
h.v 
前 解 ,其 波 速 “= c(u ) 是 ww 的 单调 减 函 数 . 若 存在 v tit | fluo du = 


c 


0, 则 系统 存在 c(w.)=0 的 状态 .由 于 c=c(wvo) 是 减 函 数 ,因此 当 v € (Coss Ve) 
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时 ,c>0;vE(v, vm) 时 ,c<0. 即 对 于 vE (wv,v.) 的 情况 ,系统 会 形成 向 上 
跳 的 波峰 (c 70) ,波峰 通过 后 系统 的 局 域 状态 由 =h- (v)BES] u —h, (Cv), Tfi 
v € (zeuox) 的 情况 则 刚好 相反 ,因此 可 以 看 到 ,变量 v 控制 着 行 波 的 速度 与 
方向 . 

设 (x,,v,) 是 可 激发 系统 的 均匀 态 解 , 即 F(x v) g(u,,v,)=0, 此 解 由 
图 3-20 可 知 落 在 u-h (z) 的 解 分 支 上 .此 时 zo 对 应 于 均匀 定 态 解 w LE c 
= c(wv,), 即 孤立 波 的 波 速 由 系统 中 不 动 点 v TRE. 

当 系 统 中 有 一 个 周期 为 工 的 激发 性 扰动 源 , 则 行 波 可 以 不 断 产生 并 传播 ， 
其 波 速 不 仅 与 v, 有 关 , 还 与 工 有 关 , 即 <c=c(vw ,TI). 当 系统 在 周期 源 激 发 下 产 
生 行 波 ,第 一 个 激发 波 的 波 速 与 孤立 波 一 样 , 即 c= c(w,). 当 工 比 介质 的 局 域 
弛 列 时 间 要 长 , 则 后 来 的 激发 波 也 会 类 似 .但 当 工 小 于 弛 殉 时 间 时 ,第 二 激发 波 
就 会 在 局 域 系统 弛 驳回 (x,,v,) 之 前 到 达 ,造成 新 的 扰动 , 设 此 时 v = v ,显然 
v; 2 v, HL T c(z) 的 单调 减 特 征 ,c(v)<c(v). 这 样 系统 就 会 自发 调节 到 一 
个 时 空 周期 稳定 态 , 此 时 波峰 与 波 背 的 恢复 变量 为 w ,wv ,它们 满足 | c(w)1 = 
le(v,)|. Bl c Av ST MRM. T TRA, 的 函数 , 即 工 = 工 , + T. ,TT, = 





| CT -| gactoy o 这 样 可 以 通过 消去 "而 得 到 与 了 


的 关系 , 即 色散 关系 .这 个 色散 关系 可 由 坐标 变换 o = kr- wt 代入 到 方程 (3.3. 
9) 中 计算 得 到 ,这 里 & 是 行 波 的 波 数 ,w=2x/T. 将 p RARE, RITA: 








iyd, du, ( )=0 
€ dg so do flu,u , 
(3.3.13) 
2 ;d v dv _ 
ek dg ^" dg EC 70. 


我 们 可 以 求 出 u,v X o 的 2x 周期 解 .在 此 解 的 限制 下 系统 的 & 5j o ee 
定 限制 ,可 定 出 & 与 的 关系 ,由 此 也 可 得 到 c-cCT). 

对 于 一 维 介质 来 说 , 当 它 处 于 可 激发 区 时 , 它 本 身 能 传播 行 波 .但 是 当 一 维 
系统 空间 边界 条 件 是 开放 的 话 , 就 需要 在 一 端 有 一 个 持续 的 振动 源 才能 不 断 有 
行 波 运动 到 另 一 端 . Glass 等 人 研究 表明 '” , 当 一 维系 统 成 为 一 个 闭合 环 时 , 则 
系统 不 再 需要 振荡 源 的 存在 .只 要 在 环 上 任何 一 处 制造 一 个 非 均 匀 扰 动 , 则 可 以 
使 环 上 产生 持续 行 波 .我 们 可 以 用 下 面 的 扩散 耦合 的 FitzHugh-Nagnmo 振子 系 
统 进行 模拟 : 

e -u,(a-u,)(u,-1) - v, +D(u, 72u, + u,.1); 


(3.3.14) 
VU, T UH, dv, b,n=1,2,3,--,N, 
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计算 中 es=0.05,dg=1.0,a=0.5,0=0.25<0,D=1.0,N=100, 边 界 条 件 为 
(tains Unan) = (u, 0). E] 3 — 23 给 出 
了 系统 的 时 空 演化 ,我 们 在 n =1 的 振子 
上 制造 一 个 大 的 扰动 ,然后 让 系统 自由 演 E 
化 ,显然 我 们 可 以 得 到 持续 的 行 波 解 .对 a 
一 维 的 行 波 来 说 ,两 个 相对 而 行 的 行 波 相 次 ES 
碰 后 通常 会 消失 ,但 对 有 的 特殊 系 统 则 未 È 
必 成 立 . 

=. 二 维 空间 中 的 行 波 :螺旋 波 

在 二 维 位 形 空间 中 ,可 激发 介质 的 行 
波 行为 则 要 复杂 得 多 ,其 中 最 简单 的 一 种 
是 靶 波 . 当 激 发 源 是 一 个 点 时 ,系统 由 于 图 3-23 扩散 耦合 的 FitzHugh-Nag- 
激发 会 形成 环 状 波峰 向 外 扩张 . 若 激发 源 nmo iR F JUN RUE 
是 周期 性 , 则 可 观察 到 环 状 的 一 系列 行 波 ,这 种 行 波 称 为 又 波 , 因 其 形状 如 同 射 
击 的 靶子 . 当 激 发 源 是 一 条 线 (很 长 的 线 ) , 则 系统 会 形成 一 个 平行 的 线 状 波 , 波 
的 前 进 方向 垂直 于 线 的 方向 . 如 激发 源 是 别 的 形状 ,系统 可 能 会 产生 复杂 的 行 
波 .螺旋 波 就 是 一 种 较为 复杂 的 行 波 .下 面 我 们 作 一 介绍 . 

通过 下 面 的 分 析 过 程 ,我 们 大 臻 会 了 解 螺旋 波 的 形成 过 程 .这 个 分 析 也 是 在 
数值 模拟 时 产生 螺旋 波 的 一 种 典型 方式 .首先 我 们 在 介质 中 产生 一 个 线 状 波 (这 
很 容易 ) 然 后 将 线 状 波 从 中 间 切 断 并 抹 掉 一 小 段 (可 令 这 一 段 的 每 一 点 状态 为 其 
定 态 ) ,这 样 我 们 就 在 线 状 波 上 制造 了 两 个 端点 ,如 图 3 - 24(a) 所 示 . 在 离 端点 
较 远 的 区 域 , 线 波 的 波峰 附近 的 区 域 每 一 点 都 受到 左右 两 个 方向 扩散 的 触发 变 
量 的 影响 ,因此 容易 激发 ,具有 较 高 的 波 速 ; 相 比 之 下 ,在 端点 区 域 , 线 波 波峰 的 
邻近 点 只 受到 一 个 方向 上 触发 变量 的 激发 ,相对 激发 强度 较 小 ,因而 波 速 较 慢 . 
由 于 这 种 差异 , 当 线 波 向 前 推进 时 ,端点 位 置 的 慢 速 推进 使 其 滞后 ,导致 线 波 在 
端点 附近 弯曲 , 线 波 的 局 部 运动 方向 也 发 生变 化 ,如 图 (b). 由 于 端点 效应 ,在 长 
时 间 后 线 状 波 就 会 变 为 螺旋 波 , 如 图 (c) 所 示 . 因 此 ,螺旋 波 的 产生 是 由 于 行 波 在 
二 维 介质 中 运动 发 生 弯曲 所 致 . 由 于 螺旋 波 的 波峰 弯曲 , 行 波 的 速度 不 仅 是 恢复 
变量 与 激发 源 周期 T 的 函数 ,而 且 是 波峰 线 上 曲率 的 函数 ,这 由 程 涵 关 系 给 出 : 


(b) (c) (d) 


图 3-24 螺旋 波 的 形成 过 程 














(3) 
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N-c(v)-«K, (3.3.15) 
这 里 N 为 波峰 法 线 方向 的 速度 , K 为 波峰 的 局 部 曲率 .上 述 关 系 说 明 波峰 的 法 
向 速度 为 平面 波 的 速度 加 上 一 个 曲率 带 来 的 修正 ,这 个 关系 是 一 级 近似 的 结果 . 
当 K 很 小 时 , 行 波 的 弯曲 效应 不 明显 , 行 波 可 看 作 平 面 波 .在 K> t, HH 
应 就 必须 考虑 .从 此 结果 可 以 看 出 , 当 波 峰 线 向 离开 波 传导 的 方向 弯曲 时 ,天 > 
0,N<c(uvr), 这 一 结果 与 前 面 的 定性 讨论 完全 一 致 . 
对 一 个 逆 时 针 旋 转 的 螺旋 波 ,其 波峰 曲线 满足 如 下 关系 : 





x =rcosl6(r)- wet], y 7 rsinl Cr) ~ wt). (3.3.16) 
波峰 的 曲率 为 : 
_ y Y 
Gv paw)’ (3.3.17) 


其 中 voL SACO .波峰 的 法 向 速度 N X: 


N= pyr (3.3.18) 
将 K,N 代 和 人 程 涵 关 系 ,可 以 得 到 一 级 近似 下 VW: 


ro Cre Qe Ye Nor? HW). (3.3.19) 


管 方程 具有 复杂 的 形式 ,原则 上 我 们 可 以 得 到 V(r) ,进一步 用 更 = ar) ) 
可 解 出 螺旋 波 的 具体 表达 式 9(7): 


g(r)= f Len, (3.3.20) 
螺旋 波 的 特征 频率 w 与 波 速 c 之 间 满 足 本 构 关 系 ( 临 界 关 系 ) : 
w= m’c’/e, (3.3.21) 


m” 为 一 常数 . 

对 螺旋 波 需 要 注意 以 下 几 点 :(1) 螺旋 波 是 自持 续 的 , 它 不 需要 一 个 周期 性 
的 激发 源 , 一 旦 产生 ,螺旋 波 就 会 自发 的 不 断 传播 ;这 是 螺旋 波 与 又 波 的 本 质 不 
同 所 在 .(2) 螺旋 波 的 组 织 中 心 是 一 个 点 缺陷 ,系统 所 有 的 动力 学 行为 都 受 这 个 
缺陷 行为 的 左右 ;(3) 螺旋 波 的 中 心 缺 陷 从 数学 角度 来 说 是 一 个 奇 点 ,在 其 附近 
很 小 的 区 域内 前 面 的 反应 扩散 方程 不 适用 ,因此 处 理 此 类 时 空缺 陷 一 直 是 非 线 
性 科学 中 的 难题 .(4) 螺旋 波 在 其 他 振荡 介质 中 也 可 观察 到 ,其 本 质 上 是 相 波 ， 
即 由 周期 振荡 的 时 空 相位 差 产 生 . 从 本 质 上 看 ,可 激发 系统 中 的 螺旋 波 起 因 于 系 
统 的 全 局 失 稳 ,而 振荡 介质 中 的 螺旋 波 则 来 自 于 系统 的 局 域 失 稳 . 

实验 上 ,可 激发 系统 的 螺旋 波 可 在 BZ 反应 DAR HE ER A BHAR, 
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蛙 类 卵细胞 中 的 钙 离 子 螺 旋 波 等 许多 不 同 的 系统 中 观察 到 .因此 螺旋 波 的 存在 
具有 一 定 的 普遍 性 3 . 

目前 对 于 可 激发 系统 螺旋 波动 力学 的 研究 主要 集中 于 以 下 几 个 方面 :(1) 
螺旋 波 在 不 同 物理 ,化 学 生物 和 生态 系统 中 的 产生 机 制 和 实验 观察 ;(2) 螺旋 波 
自身 结构 的 研究 特别 是 缺陷 点 附近 的 结构 分 析 ;(3) 与 螺旋 波 失 稳 有 关 的 动力 
学 分 岔 研究 . 对 于 一 个 稳定 的 螺旋 波 ,系统 中 的 缺陷 很 少 ; 且 数目 不 随时 间 变 化 . 
当 改 变 系统 控制 参量 超过 一 定 临 界 值 时 ,螺旋 波 会 自发 产生 新 的 缺陷 ,每 个 缺陷 
都 倾向 于 产生 新 的 螺旋 波 . 当 系 统 内 的 缺陷 数量 大 大 增加 时 ,系统 就 会 进入 螺旋 
波 滑 流 态 ,即时 空 混沌 .目前 研究 的 螺旋 波 失 稳 机 制 主 要 有 Eckhaus 失 稳 ( 行 波 
的 长 波 不 稳定 性 ) 和 漫游 失 稳 ( 螺 旋 波 缺陷 中 心 的 轨迹 不 稳定 性 ); (4) 对 螺旋 波 
的 控制 与 消除 的 研究 ,此 类 研究 密切 联系 着 心脏 动力 学 的 研究 .生理 学 的 实验 表 
明 ,在 心脏 病 患者 中 观察 到 的 一 类 心律 不 齐 或 心动 过 速 现 象 可 能 是 由 于 心肌 电 
信和 号 出 现 螺旋 波 引起 的 ,而 心 闸 致 死 与 螺旋 心肌 电波 的 失 稳 有 密切 的 关系 .因此 
研究 如 何 消灭 心肌 的 螺旋 波 电信 号 不 仅 有 很 大 的 潜在 应 用 价值 ,而且 可 以 促进 
科学 界 对 螺旋 波 有 关 规 律 的 深入 了 解 . 总 之 ,关于 螺旋 波动 力学 的 研究 是 一 个 跨 
学 科 的 大 课题 , 尚 有 许多 问题 骂 待 解决 . 


3.3.3 缺陷 对 行 波 的 影响 


迄今 为 止 我 们 所 讨论 的 介质 都 是 空间 均匀 的 , 即 空间 每 一 点 的 激发 程度 都 
完全 相同 ,参数 完全 相同 .其 实 要 做 到 这 一 点 并 不 是 一 件 容 易 的 事 ,空间 的 参数 
分 布 总 会 因为 外 界 的 干扰 或 本 身 的 原因 而 不 均匀 ,这 样 我 们 就 需要 考虑 这 些 不 
均匀 效应 ,我 们 称 之 为 缺陷 .不 均匀 性 对 行 波 的 传播 有 很 大 的 影响 , 它 可 以 使 得 
波 的 传播 和 空间 斑 图 结构 更 为 复杂 5 . 这 种 情况 下 ,对 波 的 控制 与 同步 化 在 实 
际 应 用 中 是 很 有 意义 的 . 

我 们 考虑 由 FitzHugh -~ Nagumo 振子 组 成 的 一 维 介 质 : 


e Mi Lua un 1) = + K Cusi 2 ais 


(3.3.22) 
oe oa -dv,- 6;, 

HA PRI e= 0.005,a 20.5, d =1.0. 在 前 面 不 同 的 是 ,2 是 不 完全 相同 
的 , 它 可 以 是 随机 分 布 ,也 可 以 是 只 有 个 别 的 不 同 值 .我 们 首先 考虑 介质 中 只 有 
少量 缺陷 的 情况 .我 们 关心 的 是 已 < 六 时 整个 介质 的 情况 .下 面 我 们 考虑 开放 
边界 条 件 的 情况 :(xv Uni) 二 (un ,vy),(uo,vo)= (ui,vi) 并 且 在 整个 介质 
的 左 端 有 N, 个 相同 的 振 落 型 杂质 , 即 b = 040 5.,i=1,2,…, No, 其 他 单元 b, 
=b,<b,,N <i<N. 
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在 图 3 一 25(a) - (e) 中 ,我们 给 出 系统 在 b, —0.24, b, =0.30,N, 1 BFH 
时 空 行为 , 横 轴 为 时 间 , 纵 轴 为 格 点 . 当 开 =0 或 很 小 时 ,介质 中 的 单元 都 不 能 被 
振 功 杂质 所 激发 . 随 着 耦合 强度 的 增加 ,靠近 缺陷 的 几 个 单元 被 激发 ,但 远离 介 
质 的 部 分 仍 不 能 被 激发 , 即 激发 波 前 只 能 在 短 距离 内 传播 . 当 K = 0.014 8 时 ， 
由 图 (a) 可 看 出 ,激发 波 可 以 传播 较 长 的 距离 .我 们 可 以 看 到 ,不 是 缺陷 的 每 一 个 
脉冲 都 能 远 距离 传播 ,仍然 有 一 些 脉 冲 只 能 传播 很 短 的 距离 . 当 K —0.015 时 
(PE Cb) ) ,缺陷 的 连续 两 个 脉冲 可 以 传播 整个 介质 ,而 接 下 来 连续 两 个 脉冲 无 法 
传播 很 远 . 随 着 K 的 不 断 增加 , 越 来 越 多 的 脉冲 可 以 传 遍 整 个 介质 [图 (c)， 
(d)].?4 K —0.021 时 ,缺陷 的 每 一 个 脉冲 都 会 引起 一 个 在 整个 介质 中 的 行 波 ， 
见 图 (e). 对 于 很 大 的 耦合 强度 K ,比如 K =0.10, 系 统 进入 整体 振荡 死亡 状态 ， 
介质 中 不 再 有 波 的 传播 . 





图 3 一 25 H FitzHugh-Nagumo 振子 组 成 的 一 维 介质 系统 的 时 空 行为 
为 研究 由 缺陷 所 引起 的 行 波 ,我 们 可 以 定义 介质 中 激发 单元 的 百分比 : 

P,(K)œ©N,(K)/N, (3.3.23) 

这 里 N. 代 表 在 由 N 个 单元 构成 的 介质 中 被 激发 的 单元 个 数 .在 图 3 一 26(a) ,我 

们 给 出 P,(K)5 K 的 关系 ,6b, ,6b6 与 前 面相 同 .可 以 发 现 , 当 K= K. 时 ,了 PP, 在 一 

个 小 的 耦合 范围 内 由 零 迅 速 上 升 到 1. 之 后 P, 与 K 的 很 大 范围 内 保持 为 1, 直 到 

K = KX0.163,P. 一 0. 在 KE(K!,K?’) 的 范围 内 , 波 可 以 在 整个 介质 中 传播 . 
在 K! 的 附近 ,被 激发 的 单元 个 数 有 以 下 的 标 度 律 : 

N,(K)e(Kl-K)'"^, (3.3.24) 

这 里 o, =1/2. 在 图 3 - 26 (a) B^] Fed FRNA HB RC EP CK 020.014 968) ,可 
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以 看 到 很 好 的 标 度 律 .系统 在 K., K? ,两 个 临界 点 附近 的 行为 是 完全 不 同 的 ,在 
K: 时 ,所 有 振子 会 突然 停止 振荡 ,导致 波 不 能 传播 . 
从 前 面 的 讨论 可 以 看 到 ,系统 在 K! 附近 存在 丰富 的 动力 学 .我 们 可 以 定义 
第 i 个 单元 的 平均 脉冲 频率 : 
w; = lim2xM;(T)/T, (3.3.25) 













K=0.017 


K=0.015 














图 3-26 (a) P,(K)5 K 的 关系 ;(b) 不 同 耦合 强度 下 的 w /wo 分 布 


M, (T) HEITE 工 内 的 脉冲 数目 ,上 面 实际 就 是 振子 的 平均 旋转 数 .我 们 将 振 
荡 缺 陷 的 旋转 数 定义 为 wo .在 图 3- 26(b) ,我 们 给 出 不 同 耦合 强度 下 的 ww /wo 
分 布 .可 以 发 现 , 当 K =0.014 8 时 ,系统 由 两 大 同步 集团 组 成 ,其 中 一 个 为 w = 
wo/2, 男 一 个 为 w =0. 靠 近 缺 陷 的 振子 脉冲 频率 为 3wo/4, 当 天 =0.015 时 ,两 
个 集团 融合 成 一 个 大 的 集团 ,w/w。 守 0.47. 增 大 K 会 使 更 多 的 振子 w 接近 于 
wo. 当 KK=0.019 时 ,所 有 振子 都 有 w = wo ,说 明 所 有 单元 都 与 缺陷 同步 振荡 ， 
也 说 明 波 可 以 在 整个 介质 中 无 损 传 播 . 

在 图 3 一 27(a) 中 ,我 们 给 出 N。= 1 个 缺陷 时 系统 波 传播 的 临界 线 K, = 
F(b,,b,). 这 些 线 是 对 不 同 的 5, 画 的 .在 临界 线 以 上 为 系统 的 行 波 区 .我 们 可 以 
看 到 许多 的 舌头 . 当 56 较 小 时 ,舌头 就 比较 小 , 当 增加 时 舌头 变 大 .我 们 可 以 
看 到 所 有 的 舌头 都 有 共同 的 左边 界 ,说 明 左 边界 与 如 无 关 :K.=F(Cp.). 当 已 一 
b.,K.->0. 当 6b. 一 4b'( 图 中 的 虚线 ), 可 以 看 到 天. 一 co . 基 给 出 了 可 激发 与 亚 可 
激发 介质 的 边界 .临界 线 的 右边 部 分 是 KRA RA, b, >b Ht, Ko 09. 

缺陷 的 数目 N, 在 波 传 播 方 面 也 是 一 个 重要 的 调节 参量 . 当 这 No 个 缺陷 零 
散 的 分 布 于 介质 中 时 , 波 的 行为 及 相 图 将 与 N。= 1 的 情况 类 似 . 但 这 些 缺 陷 成 
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El 3-27 (a) Nu =1 个 缺陷 时 系统 波 传播 的 临界 线 ; 
(b) by =0.3 时 不 同 No 的 临界 线 

为 一 个 集团 时 , 相 图 的 临界 曲线 会 有 很 大 改变 .在 图 3 一 27(b) 中 ,我 们 给 出 bo = 
0.3 时 不 同 N, 的 临界 线 .= FF(b, ,bo). 可 以 看 到 No>1 的 波 传播 舌头 比 No 
-1 的 要 大 得 多 .这 些 临界 线 的 左边 部 分 与 NR AARSE KER, H b, 
— b Bt, K.— oo. 3x H6 AX n] DB xd K Fits BE BY K./N? 而 重合 到 一 起 .这 些 线 可 
以 写成 统一 的 形式 : 

TE (3.3.26) 
其 中 A EAT BÉ doe HL ac1.65. 


3.4 ” 骂 声 对 可 激发 介质 的 作用 


3.4.1 噪声 驱动 可 激发 系统 中 的 相干 共振 


噪声 在 系统 非 线性 的 情况 下 ,可 以 与 外 来 驱动 适当 匹配 而 产生 随机 共振 的 
现象 . 当 一 个 可 激发 系统 受到 噪声 的 作用 时 ,一 旦 噪声 超过 一 定 阔 值 ， 系统 就 会 
产生 脉冲 放电 的 现象 .下 面 可 以 看 到 ,即使 没有 周期 驱动 ,我 们 仍 可 以 观察 到 品 
声 与 可 激发 系统 的 共振 现象 .这 种 现象 很 多 学 者 称 之 为 相干 共振 , 它 与 一 般 意义 
上 的 随机 共振 的 不 同 之 处 就 在 于 它 不 需要 周期 驱动 ,只 要 噪声 对 一 个 自治 系统 
AS E FA BI RT 3A $07 . 可 激发 介质 中 的 相干 共振 又 与 人 们 曾 研究 过 的 随机 共 
振 有 所 不 同 ,后 者 往往 要 求 系统 在 ( 霍 普 夫 ) 分 贫 点 出 现 极限 环 运动 ,前 者 则 没有 
这 样 的 要 求 24-354] 

下 面 考虑 如 下 简化 的 FitzHugh-Nagumo 模型 : 
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1; 
ieee “= (3.4.1) 
p7ztactDEt(t), 
eI, a 为 系统 的 可 激发 参量 . 当 |a| >1 时 ,系统 为 稳定 不 动 点 解 ;|a| <1 时 系 
统 为 极限 环 解 , 当 |a| 略 大 于 1 时 ,系统 为 可 激发 的 .下 面 的 讨论 中 a = 1.05,e 

=0.01. 上 述 方程 第 二 式 右边 考虑 了 强度 为 DD 的 高 斯 白 噪声 . 

图 3 — 28 给 出 了 不 同 噪声 强度 下 系统 的 时 间 序 列 . 当 D=0 时 ,系统 保持 为 
固定 点 解 .一 个 小 的 噪声 会 引起 系统 不 太 频 繁 的 脉冲 放电 现象 .每 一 次 放电 都 是 
由 于 扰动 超过 一 定 阔 值 时 系统 的 可 激发 性 导致 的 大 幅度 振荡 引起 的 ,如 图 最 下 
fal D —0.02 的 情况 . 随 着 D 的 增加 ,这 种 脉冲 现象 越 来 越 频繁 的 爆发 ,如 图 的 
中 间 小 图 (D=0.07) 和 上 面 小 图 (DD=0.25) 所 示 . 可 以 看 到 当 D —0.07 时 , 品 
声 引发 的 振荡 比较 规则 ,说 明 一 定 强 度 的 噪声 可 以 使 系统 出 现 相干 的 振荡 .这 种 
有 序 的 出 现 与 随机 共振 较为 类 似 , 但 是 它 完 全 是 通过 系统 本 身 与 噪声 相互 作用 








图 3 一 28 FitzHugh-Nagumo 系统 在 不 同 噪声 
强度 下 系统 的 时 间 演 化 行为 
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的 结果 .系统 的 相干 性 可 以 通过 计算 下 面 的 自 关联 函数 进一步 分 析 : 

c(r)- GGOS(G + TAS), (3.4.2) 
这 里 y(1)= y(t) - Go, OARA S IK IERI F. E. 3 — 29 给 出 了 对 应 于 图 
3 一 28 的 系统 的 自 关联 函数 ,很 明显 可 以 看 到 当 D — 0.07 时 , 自 关联 函数 有 很 强 
的 振荡 ,说明 此 时 系统 的 相干 性 (有 序 性 ) 很 强 .我 们 还 可 以 计算 关联 时 间 : 


r. = | ERIT (3.4.3) 


图 3-29 系统 的 自 关联 函数 随时 间 的 演化 


3-30(a) 中 的 实 线 给 出 了 系统 的 自 关联 时 间 与 噪声 强度 的 变化 情况 .可 以 看 
到 , 随 着 的 增加 ,系统 的 关联 时 间 随 之 上 升 ,然后 在 某 一 De:0.6 达到 最 大 ; 
MD 继续 增 大 时 ,系统 的 关联 时 间 又 迅速 下 降 ,说 明 系 统 的 有 序 性 又 下 降 

我 们 还 可 以 考察 系统 的 信 品 比 SNR 的 变化 情况 .由 于 可 激发 系统 表现 为 脉 
种 现象 ,脉冲 强度 不 随 外 来 扰动 大 小 改变 ,扰动 只 会 改变 脉冲 的 频率 ,因此 脉冲 
实际 可 以 看 成 两 次 脉冲 间隔 t, 的 序列 .SNR 可 以 通过 下 面 的 式 子 计算 : 
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R, =y Var(t, )/(t,), (3.4.4) 
JE Var(t,)= (05 7,2 为 i 的 涨 落 大 小 ,上 面 实 际 上 是 i, 的 相对 涨 落 , 它 
是 SNR 的 倒数 .图 3 — 30(a) 中 的 虚线 给 出 R, 随 DD 的 变化 曲线 .在 D AER, R 
现 为 一 个 最 小 值 ,说 明 此 处 ,的 涨 落 最 小 , 即 系统 具有 最 好 的 规则 放电 现象 . 








10 
D 
(a) 





图 3-30 (a) 实 线 : 自 关联 时 间 与 噪声 强度 的 变化 情况 ,虚线 :R, 随 刀 的 
变化 曲线 ;(b) 对 分 段 势 (3.4.9)R, 与 DD 的 关系 


从 物理 机 制 上 看 ,相干 共振 的 出 现 与 系统 的 可 激发 特性 有 直接 的 联系 .对 可 
激发 系统 , 它 有 两 个 特征 时 间 :激发 时 间 t, 和 脉冲 时 间 z ,它们 均 标 于 图 3 - 29 
上 .激发 时 间 ,是 由 系统 的 不 动 点 x 二 一 a ,y= a /3 — a 激发 系统 所 需 的 时 间 ， 
即 由 上 一 次 放电 结束 到 下 一 次 放电 开始 的 时 间 间 隔 ; 脉 冲 时 间 ,是 指 系 统 由 激 
发 态 回 到 不 动 点 所 需 的 时 间 . 显然 i, + 1,= 4. 根据 Kramers 关系 ,i WERE IR 
度 的 增加 而 迅速 减 小 : 


me , (3.4.5) 
C 为 一 常数 .对 于 小 噪声 DRM, VarC t, 089 6L ,并 且 n o9 cn BEED DK 
Jk t, ot, ERK, R, SYR, 01 (HR, EMR). MK D, t RRT IE 
略 ( 频 繁 的 放电 ) ,此 时 t,xi, .如 果 在 激发 态 的 运动 是 均匀 的 , 则 (z,) 与 D 的 关 
BARK GRE Var(t,) ~ D' (t) ,因此 在 大 D EXER, Ro R, ~D) ^ ,如果 激 
发 的 阔 值 不 大 并 且 寺 比较 大 , 则 可 以 看 到 R, 的 极 小 值 现象 , 即 系 统 存 在 相干 共 
HR . 

上 述 的 相干 共振 可 由 一 个 简单 的 解析 模型 得 到 说 明 . 注意 到 。 是 一 个 小 量 ， 
系统 的 快慢 时 间 尺 度 分 开 , 慢 变量 x 是 y 的 函数 . 沿 系统 慢 运 动 线 ,其 动力 学 可 
由 下 述 一 维 Langevin 方程 描述 : 

s=- Uy) + DY), (3.4.6) 
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U(y) 为 具有 单个 极 小 值 的 非 线 性 势 . 当 激 发 超过 一 定 阔 值 ,系统 的 快速 运动 可 
由 y 的 一 个 跳跃 (重新 注入 ) 来 描述 即 可 .这 样 上 面 的 方程 可 定义 y 的 负 半 平 
面 :yE(- se ,0), 系 统 的 激发 用 y 由 阔 值 0 向 yo 的 跳跃 代表 即 可 .这 个 放电 过 
程 反 映 在 随机 运动 中 即 由 y= wm 的 逃逸 过 程 ,以 y>=0 AUR AC FE TR P Lc WK 
统 的 首 通 时 间 : 

G0))=2D | dv [. due Uto uoa (3.4.7) 


0 


0 v 
GLO) 74D^| dv | dut, (u) Je Uo eoim 
y = 


0 


(3.4.8) 
由 此 可 以 算出 系统 的 R, :图 3-30(b) 给 出 了 分 段 线性 势 
A+Bt By, y€(-1,0) 
U(y)= .4. 
027 | Lay, y€(-9,-1) 3-4-9) 








E A= B=1,y, = 一 5( 实 线 ), 一 20( 虚 线 ), — 50( 点 划 线 ) 时 的 R, SD 的 关系 ， 
这 一 结果 与 前 面 的 对 FitzHugh - Nagumo 系统 的 数值 结果 定性 上 是 相符 的 . 

上 述 的 相干 共振 及 其 机 制 的 探讨 是 Pikovsky 等 人 在 1997 年 得 出 的 结 
JU) .其 后 Makarov 等 人 用 修正 的 FitzHugh ^ Nagumo 模型 得 到 了 类 似 结 
EROS ,不 同 之 处 在 于 他 们 考虑 的 是 系统 处 于 小 幅 振 葛 与 大 幅 振 葛 激发 共存 的 
状态 .不 管 怎样 ,这 种 相干 共振 使 得 系统 呈现 更 强 的 有 序 性 ,说 明了 噪声 可 以 使 
系统 更 为 有 序 . 


3.4.2 噪声 对 波 传播 的 影响 


在 可 激发 介质 中 ,噪声 对 介质 中 时 空 动 力学 的 影响 是 十 分 复杂 的 .由 于 可 激 
发 介质 自身 的 特殊 动力 学 ,对 噪声 效应 的 研究 既是 非常 必要 的 ,也 是 十 分 有 意义 
的 .一 方面 ,噪声 是 不 可 避免 的 ,如 何 适 当地 将 噪声 转化 成 有 利 因素 促进 系统 序 
的 生成 一 直 是 近 几 十 年 来 人 们 努力 的 方向 ; 另 一 方面 ,噪声 对 可 激发 介质 的 作用 
研究 本 身 就 是 对 随机 理论 和 非 线性 科学 的 有 益 补充 和 推动 .更 有 意义 的 是 ,这 类 
系统 及 其 出 现 的 现象 是 许多 不 同 实验 领域 都 可 以 观察 到 的 ,其 一 般 性 的 结果 有 
直接 的 指导 意义 .下 面 我 们 首先 关心 的 是 可 激发 介质 的 波 在 噪声 影响 下 的 动力 
学 行为 . 

一 、 光 敏 BZ 反应 介质 中 波 的 传播 

1998 4E , Kádár 等 人 在 Nature 上 发 表 了 一 篇 在 亚 可 激发 介质 中 的 噪声 促进 
行 波 传播 的 文章 ,引起 了 广泛 的 关注 2 .他 们 报道 了 在 光敏 BZ 化 学 反应 波 的 
传播 中 噪声 的 正面 作用 .化 学 介质 本 身 是 亚 可 激发 的 ,自身 无 法 传播 长 程 的 波 . 
但 在 用 空间 光 强 随机 的 光照 射 时 , 波 的 传播 可 以 大 大 加 强 ,在 某 一 优化 强度 下 达 
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到 最 佳 效 果 . 

他 们 的 实验 是 用 硅胶 薄 层 进行 的 ,在 薄 层 中 有 固定 不 动 的 钉 (11) 一 一 二 吡 
BEJE , — Rh BZ 反应 的 光敏 催化 剂 . 硅 胶 不 断 地 在 一 个 树脂 玻璃 反应 器 中 用 新 鲜 
的 \ 不 含 催 化 剂 的 试剂 清洗 ,以 使 系统 保持 在 不 变 的 非 平 衡 态 .从 硅胶 下 面 ,我 们 
用 来 自 通 过 带 过 滤器 的 视频 放映 机 的 空间 不 均匀 的 光束 照射 , 光 强 被 调整 到 合 
适 的 参照 强度 ,以 使 系统 处 于 可 激发 性 水 平 以 下 ( 亚 可 激发 态 )( 它 由 省 离子 的 光 
化 学 反应 产量 决定 ,省 离子 浓度 是 BZ 反应 的 自 催化 阻 滞 子 ) .光照 的 区 域 空 间 
上 由 方形 的 单元 阵列 构成 ,每 个 单元 定时 随机 调节 其 光 强 , 光 强 可 大 于 或 小 于 亚 
可 激 水 平 .随机 的 光 强 是 以 参照 强度 为 中 心 的 高 斯 分 布 . 

在 图 3-31(a) 一 (d) 中 给 出 的 是 时 空 噪声 对 波 传播 的 影响 .每 一 张 图 都 是 
由 许多 相隔 相同 时 间 拍 照 的 波 合 加 而 成 的 ,由 此 可 以 看 到 波 的 传播 行为 .以 参照 





图 3-31 (a) 一 (d) 时 空 噪声 对 BZ 反应 系统 波 传播 的 影响 


光 强 为 零 噪声 (D=0), 图 (a) 给 出 的 即 是 D=0 时 的 波形 .可 以 看 到 , 波 在 传播 
过 程 中 不 断 收缩 ,衰减 ,很 快 就 消失 ,这 种 衰减 不 同 于 在 可 激发 区 形成 螺旋 波 的 
情形 ,衰减 是 由 于 此 时 介质 处 于 亚 可 激发 区 ,不 支持 波 的 传播 . 当 D 关 0 时 ,由 图 
(b) 可 以 看 出 , 波 的 传播 距离 明显 增加 ;在 图 (c), 可 以 看 到 合适 的 噪声 强度 可 以 
使 行 波 无 衰减 地 传 遍 整 个 介质 . 当 光 强 继 续 增 加 时 ,从 图 (d) 可 看 到 波 虽 然 可 以 
传 得 很 远 ,但 波 出 现 了 破碎 现象 ,这 种 破碎 程度 在 光 强 很 大 时 会 更 为 严重 . 上述 
现象 反应 出 噪声 在 一 定 情 况 下 可 以 促进 波 的 传播 .为 了 更 清楚 地 反映 这 种 加 强 
作用 ,图 3-32 给 出 了 信和 号 强度 与 噪声 强度 的 关系 .图 中 的 相对 信和 号 强度 定义 为 
波 停止 传播 前 的 波峰 尺度 与 亚 可 激发 区 时 波峰 尺度 的 比值 .可 以 看 到 很 明显 的 
共振 峰 ,与 前 面 所 讨论 的 时 空 随 机 共振 现象 很 相似 . 

上 面 的 实验 现象 在 模型 的 数值 模拟 中 也 可 以 看 到 .上 述 实验 可 用 下 面 的 修 
正 Oregonator 模型 描述 : 
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(3.4.10) 
3 
m ra 
其 中 u,v, w 分 别 代 表 HBrO, ,Ru(bpy)i ,Br 的 无 量 纲 浓度 ,Y? 为 Laplace 算 
€,8-D,ID, Hu Sw 扩散 系数 的 比值 ,ee a 为 标 度 参量 .了 为 一 个 可 调 的 
化 学 计量 参量 ,% 代表 由 于 光照 而 导致 的 溴 化物 的 产生 率 , 它 正比 于 光 强 (噪声 
强度 ) ,可 作为 系统 激发 性 的 控制 参量 . 当 $= g 时 , 设 系统 处 于 亚 可 激发 状态 ， 
则 $= $,[1+ G(xz,o)/2] 描 写 的 是 一 般 情况 下 的 参量 ,其 中 G(z,c) 为 一 个 高 
斯 分 布 ,o 代表 噪声 强度 .图 3-33 画 出 了 当 e=0.03\e =0.000 3、g= 
0.001 5,f— 1.0.9, 7 0.059 85, D, = D=1.0、D.=0 时 系统 在 不 同 噪声 强度 

下 的 时 空 情况 ,图 中 所 表现 的 噪声 加 强 传播 现象 与 实验 在 定性 上 非常 符合 . 


$- qw- uw * fv) * Vw, 








[DDD |) 





Ei 3-33 数值 模拟 的 系统 在 不 同 噪声 强度 下 的 时 空 情况 
上 述 现象 不 仅 在 BZ 反应 介质 中 ,在 其 他 的 可 激发 介质 中 同样 也 可 观察 
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到 :55357 .我 们 可 以 考虑 下 面 的 FitzHugh-Nagumo 介质 在 亚 可 激 区 域 噪声 的 影 
响 情 况 : 


9 u 


€3, 7 «(a-u)(u-1) - v* D, Vu, 
(3.4.11) 


av 


Fr dv b+ Dt(r,1), 


这 里 e==0.005,a=0.5,d=1.0,6b 的 取 值 使 介质 在 无 噪声 (D =0) 时 不 能 传播 
frü&( b =0.18). 43-34 AET D=0 及 增加 DD 时 系统 的 波峰 传播 情况 ,可 
以 看 到 随 着 D 的 增加 ,介质 在 D 的 某 一 范围 内 可 以 较 好 地 支持 波 的 传播 ,过 强 
的 噪声 会 使 波峰 支离破碎 . FitzHugh-Nagumo 介质 是 描述 神经 和 神经 胶 质 组 织 
的 重要 模型 .人 们 认为 神经 胶 质 组 织 是 亚 可 激 媒质 ,因此 噪声 对 于 信和 号 的 传播 起 
着 关键 的 作用 . 





3-34 FitzHugh-Nagumo 介质 在 亚 可 激 区 域 
D=0 及 增加 时 系统 的 波峰 传播 情况 


二 、 噪 声 诱发 的 雪 骨 现象 与 热 波 

亚 可 激 介 质 在 噪声 的 作用 下 可 以 帮助 波 的 传播 .这 种 正 向 作用 应 该 说 只 限 
于 噪声 的 一 个 范围 ,过 大 的 噪声 会 使 而 合 无 法 在 大 空间 尺度 组 织 而 形成 整体 的 
波 传播 ,因而 会 导致 波 的 破碎 .尽管 波 破碎 ,但 这 些 波 在 空间 的 局 部 仍 是 有 序 的 
结构 ,一 个 有 意思 的 问题 是 :这 些 局 域 波 的 尺寸 都 是 多 大 ? 有 什么 规律 吗 ? 
Wang Ji-chang 等 人 于 1999 年 报道 了 他 们 在 光敏 BZ 反应 中 的 结果 ”3 ,实验 配 
置 与 他 们 1998 年 Nature 上 的 工作 装置 基本 一 样 . 

图 3 一 35 给 出 了 他 们 的 实验 结果 .图 (A) 是 无 噪声 的 情况 ,此 时 介质 处 于 亚 
可 激 状 态 , 因 而 不 会 有 波 的 长 程 传 播 .图 (B) 一 (E) 给 出 的 是 当 加 上 一 个 噪声 之 
后 介质 中 的 动力 学 情况 (每 个 图 之 间 的 间隔 是 5 秒 ) ,噪声 的 空间 结构 如 图 (F) 
所 示 , 它 的 变化 每 10 秒 随机 改变 ,可 通过 控制 光 强 进行 . 当 系 统 受 到 噪声 作用 之 
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图 3-35 噪声 诱发 雪崩 现象 的 实验 结果 


后 ,会 在 介质 随机 的 空间 位 置 产生 一 个 小 尺寸 靶 波 波峰 ,波峰 随时 间 推 移 而 变 
大 ,然后 破碎 成 为 一 个 螺旋 波 小 片段 ,如 图 (C) 所 示 . 随 着 时 间 的 推移 ,介质 中 会 
产生 更 多 的 波峰 ,它们 随时 间 都 会 破裂 .如 果 介 质 的 尺寸 足够 大 ,我 们 会 在 介质 
中 观察 到 各 种 尺寸 的 波峰 ,它们 在 大 尺度 上 是 无 序 的 ,但 在 局 域 仍 可 保持 一 定 的 
波形 .这 种 局 域 波 是 噪声 与 耦合 相互 竞争 的 结果 ,由 于 耦合 而 在 局 域 形成 短程 有 
序 , 由 于 噪声 而 在 整体 上 仍 属于 长 程 无 序 状态 . 

类 似 的 现象 可 用 数值 模拟 观察 到 .图 3 - 36 是 用 Barkley 模型 模拟 的 结 采 ， 
同样 使 系统 处 于 亚 可 激 状 态 : 


A 





图 3 一 36 用 Barkley 模型 模拟 的 随机 时 空调 制 %(r) 时 介质 的 波动 力学 
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“=D, vat flu,v,$(r)], 


Ne (3.4.12) 

其 中 /与 g 函数 为 如 下 形式 : 
flusv,$)= ud- ulu- (vtotg)a], (3.4.13a) 
g(u,v)-7u-v. (3.4.13b) 


形式 上 Barkley 模型 与 FitzHugh — Nagumo 模型 非常 相似 , 且 它 们 都 可 用 来 描述 
可 激发 介质 动力 学 .这 里 %(r) 是 与 时 间 有 关 的 量 , 对 其 调节 与 BZ 反应 的 Oreg- 
onator 模型 参量 完全 一 样 : 


$- 1*3 G6G.9)]. (3.4.14) 


其 中 $, 仍 为 参考 参量 ( 当 介 质 处 于 亚 可 激 态 时 的 值 ). 图 3-36 给 出 了 随机 时 空 
调制 %(z) 时 介质 的 波 的 动力 学 .在 实验 中 观察 到 的 短程 有 序 和 长 程 无 序 行为 在 
图 中 完全 体现 出 来 .噪声 的 两 方面 作用 在 于 :(1) 通过 激发 局 部 介质 在 小 尺度 内 
形成 有 序 的 波 ;(2) 支持 波 的 传播 , 且 引 发 波 的 破碎 .前 者 是 一 个 成 核 过 程 , 由 图 
(b) 的 一 个 白色 斑点 随时 间 通 过 相互 作用 结合 成 为 较 大 的 波峰 . 而 噪声 支持 波 的 
传播 则 类 似 于 渗流 过 程 , 它 通过 介质 不 同位 置 的 耦合 将 激发 传播 到 更 大 的 空间 
RE. 

从 上 面 的 结果 可 以 看 出 ,局 域 波 的 尺寸 大 小 上 没有 绝对 的 尺度 ,可 以 对 这 些 
波峰 的 尺寸 作 统 计 . 图 3 — 37 画 出 上 面 的 实验 和 模拟 过 程 波 峰 尺寸 的 分 布 函数 
p(s), 可 以 看 到 两 个 结果 非常 相似 ,它们 都 遵守 一 个 适 律 : 





1 10 100 


图 3-37 上 面 的 实验 和 模拟 过 程 波峰 斥 才 的 分 布 函数 p(s) 
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p(s)= 6s°, (3.4.15) 
其 中 0 是 一 个 常数 ,a 寺 -2.0. 这 种 分 布 形式 非 常 类 似 于 自 组 织 临界 性 的 行 
为 33.%0 .例如 沙 堆 的 拥 塌 、 地 震 等 .从 过 程 来 看 ,二 者 十 分 相似 .在 这 里 , 波 由 生 
成 到 逐渐 长 大 ,再 到 破碎 ,都 很 好 的 体现 出 志 塌 过 程 , 我 们 把 这 一 过 程 也 称 为 雪 
崩 过 程 ,上 述 过 程 产生 的 波 称 为 热 波 '* ,因为 它们 是 介质 处 在 噪声 环境 下 产生 
的 波 . 
3.4.3 噪声 与 时 空 斑 图 的 形成 及 转换 


当 非 线性 系统 远离 平衡 态 时 , 原 有 的 热力 学 分 支 会 在 一 定 情况 下 失 稳 ,系统 
在 非 平衡 态 下 会 自 组 织 形成 新 的 非 平衡 结构 ,这 些 结构 通常 会 在 时 间 行 为 或 空 
间 行 为 (或 二 者 兼 有 ) 上 表现 出 来 ,如 Rayleigh-Benard 对 流 涡 卷 、Taylor-Couette 
流 .Belousov-Zhabtinsky 化 学 反应 中 的 螺旋 波 等 等 ,这 些 时 空 的 非 平衡 结构 称 为 
耗 散 结构 .由 于 非 线性 系统 的 高 度 非 线性 和 大 尺度 ,对 耗 散 结构 的 研究 至 今 仍 是 
许多 学 科 的 热点 , 仍 有 相当 多 的 未 解决 问题 . 

斑 图 动力 学 是 一 门 横向 学 科 , 它 揭示 了 时 空 系统 出 现 的 种 种 非 平衡 空间 结 
构 ,其 内 容 涉及 物理 、 化 学 .生物 .生态 等 多 个 学 科 ,目的 在 于 探索 不 同系 统 中 共 
同 存在 的 具有 普遍 性 的 斑 图 形成 的 基本 规律 .迄今 为 止 ,人 们 所 探索 的 斑 图 结构 
主要 有 两 大 类 :一 类 是 时 间 上 稳定 、 空 间 上 不 均匀 的 结构 , 称 为 Turing 斑 图 ; 另 
一 类 则 是 在 时 间 和 空间 上 都 不 均匀 的 结构 ,我 们 称 为 行进 波 . 本 书 中 没有 讨论 
Turing 斑 图 结构 的 形成 、 失 稳 与 分 岔 行为 ,因为 弱 噪 声 的 作用 通常 不 会 使 这 类 
MAAK ,过 强 的 噪声 则 破坏 其 结构 ,其 动力 学 相对 比较 清楚 .而 行进 波 在 噪声 
作用 下 的 动力 学 更 为 复杂 , 且 联 系 着 很 多 实际 应 用 背景 ,如 心脏 中 的 心 电 信号 、 
流体 中 的 Rayleigh-Bernard 对 流 、 液 晶 中 的 Ising-Bloch 相 变 、 化 学 反应 等 .没有 
噪声 作用 下 时 空 非 线性 系统 的 斑 图 动力 学 已 有 相当 多 的 讨论 ,读者 可 参考 书后 
的 参考 文献 和 专著 . 

在 一 般 情况 下 , 非 平 衡 系统 在 改变 控制 参量 达到 一 个 临界 值 时 就 会 产生 璇 
图 结构 .噪声 的 介入 会 使 得 分 命 贱 值 变 得 更 为 模糊 ,这 样 在 有 了 曲 声 的 环境 里 在 临 
界 值 以 下 系统 也 会 产生 斑 图 结构 . 涨 落 不 仅 会 促使 系统 产生 斑 图 结构 ,还 会 造成 
系统 在 不 同 斑 图 结构 之 间 的 转换 . 

一 、 品 声 诱发 螺旋 波 的 产生 

1995 年 , Jung 等 研究 了 亚 可 激发 介质 在 噪声 环境 中 产生 螺旋 波 的 现 
gU . 为 方便 研究 ,他 们 提出 了 一 个 三 态 可 激发 介质 的 分 立 模型 .考虑 一 个 
可 激发 三 态 单元 e, 耦合 而 成 的 二 维 阵列 ,每 一 个 单元 处 于 位 置 r = iat + jay, 
2.9 x 和 y 方向 的 单位 矢量 ,a 为 格 点 距离 .每 一 个 单元 的 激发 羡 值 为 5, 控 
制 每 一 个 单元 状态 的 输入 量 记 为 w ,这 些 量 与 热 库 热 耦 合 ,因而 有 涨 落 . 可 由 如 
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b, = ~ Yu, tv YE, CO, (3.4.16) 
这 里 > 表示 涨 落 的 耗 散 率 , C, gi] RIK IRS. 
(g (2)) =0, 
(E, CO bu G0)? = 20° 8€€ 7 £09 0, 
对 v, 的 方程 在 有 限 的 时 间 At 内 积分 ,可 以 得 到 下 面 的 映射 ; 
uv, (t+ At) v, (e " c Gj, (3.4.18) 
G, ERR. CAA TE a^ (17 e 7"). 
上 面 仅仅 是 考虑 每 个 单元 受 噪 声 影 响 的 自身 演化 .因为 介质 内 单元 间 的 相 
uma 当 一 个 单元 自身 超过 阔 值 5 时 , 它 就 会 发 生 脉冲 现象 .周围 的 单元 会 通 
过 霜 合 作出 相应 的 响应 ,这 个 响应 是 依赖 于 单元 间 空 s 间 距离 的 .对 时 间 积 分 ,我 
们 可 得 到 单元 (&, ,1) 的 脉冲 对 (i, ,j) 单 元 的 贡献 : 


Av, CE* AD) 7 K >) expl -aviyunla’), (3.4.19) 
上 面 的 刻画 的 是 作用 范围 ,K 为 耦合 强度 ,上述 求 和 对 ij 周围 的 单元 进行 .每 
个 单元 在 放电 (脉冲 ) 后 会 有 一 个 不 应 期 .如 果 对 整个 系统 作 如 下 标 度 变换 的 话 : 
| (3.4.20) 
则 系统 的 激发 靖 值 为 1. 系统 存在 一 个 临界 耦合 强度 K., 当 K < 天. 时 ,系统 处 
于 亚 可 激发 区 ， OAM 当 KK, 时 ,介质 可 以 
支持 波 的 传播 .在 二 维 介质 中 ,我们 可 观察 到 线 波 (波峰 为 一 直线 ,传播 方向 垂直 
于 直线 方向 的 行 波 ) , 靶 波 或 螺旋 波 .不 同 的 波 的 产生 可 用 改变 初始 条 件 的 空间 
构造 达到 . 线 波 (或 靶 波 ) 都 很 容易 产生 ,分 别 只 需 让 一 个 方向 上 一 条 线 上 的 单元 
(或 空间 中 一 个 单元 ) 处 于 激发 态 即 可 .螺旋 波 的 产生 则 可 以 如 图 3- 38 的 初始 
状态 得 到 ,其 中 灰色 区 域 为 处 于 激发 态 的 单元 , 浅 灰 区 为 处 于 不 应 期 的 单元 ,其 
他 单元 则 处 于 定 态 .在 激发 态 区 旁边 加 上 不 应 期 区 域 是 为 了 避免 激发 向 左 传播 ， 
因此 可 产生 单个 的 螺旋 波 . 这 一 点 的 分 析 实 际 上 在 83.3.2 讨论 螺旋 波 时 也 已 
经 提 到 过 . 

下 面 的 讨论 在 亚 可 激发 ( 亚 阐 值 ) 区 K « K, 进行 .图 3-39(a) 给 出 了 介 
的 
移 会 向 前 传播 (初始 即 由 图 3- 38 给 出 ) ,但 在 传播 过 程 中 不 断 缩短 ,直至 最 后 消 
失 . 这 正 是 亚 可 激发 介质 的 特点 ,由 于 传播 中 的 衰减 ,使 得 初始 的 波峰 线段 无 法 
弯曲 以 形成 空间 螺旋 波 .这 种 情况 在 加 上 空间 噪声 后 会 发 生 改变 .图 3- 39(b) 
EE o? =0.08 时 介质 中 波 的 情况 .可 以 看 到 由 于 噪声 的 作用 ,可 激发 区 的 波峰 


(3.4.17) 
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图 3-38 螺旋 波 产生 的 初始 状态 设置 


线段 不 再 收缩 ,而 是 在 运动 中 弯曲 ,最 后 形成 螺旋 波 .与 一 般 的 螺旋 波 相 比 ,这 里 
的 螺旋 波 波 峰 是 模糊 的 , 且 形 成 的 中 心 在 介质 中 随机 移动 . 当 噪 声 强 度 再 加 大 
时 ,如 图 3 一 39(c) 所 示 ,o? =0.13, 可 以 看 到 此 时 的 螺旋 波 有 更 大 的 曲率 ,更 关 
键 的 是 ,螺旋 波 的 尺寸 与 介质 的 尺寸 大 小 基本 一 样 了 , 即 螺旋 波 可 在 整个 介质 中 
传播 .对 于 过 大 的 噪声 ,如 图 3 一 39(d) 所 示 ,o =0.15, 介 质 内 部 耦合 强度 不 足 
以 支持 波 在 整个 介质 尺寸 上 的 传播 ,过 强 的 涨 落 使 得 波峰 破碎 ,在 介质 中 会 形成 
局 域 有 序 而 空间 混乱 的 波 . 

从 上 面 的 现象 可 以 看 到 噪声 的 两 面 作用 .在 小 噪声 下 , 涨 落 可 促进 波 的 传 
播 ,促使 空间 斑 图 结构 的 形成 (此 处 为 空间 螺旋 波 ) .当然 这 个 作用 必须 通过 介质 
内 部 的 耦合 作用 方 可 实现 .适当 的 噪声 会 被 耦合 恰到好处 地 用 来 产生 有 序 结 
POS .大 强度 的 噪声 下 , 涨 落 会 造成 波 的 破碎 ,导致 类 似 汕 流 的 行为 .此 时 , 涨 
落 的 无 序 作 用 占 上 风 ,耦合 只 能 在 空间 局 部 起 作用 ,因而 无 法 形成 长 程 的 有 序 结 
构 . 

二 、 噪 声 诱发 的 斑 图 转换 与 双 稳 现象 

1998 年 , 侯 中 怀 等 人 研究 在 参数 噪声 下 在 可 激发 介质 中 出 现 的 斑 图 转换 现 
$8099 .他 们 研究 的 是 下 面 的 Barkley qup). 


ui nos] * D, Vi, 

at E 

+ (3.4.21) 
3; 8o 0) t D, Vv, 


这 里 
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图 3 一 39 噪声 诱发 的 螺旋 波 传播 的 时 空 动 力学 


flu,v)=u(1-u)lu-(v+b)la],g(u,v)=u-v, (3.4.22) 


e<1 .模拟 在 二 维 介质 上 进行 ,D. =0. 上 面 的 系统 在 a<1 时 是 可 激发 的 . 随 参 
数 b 的 增加 ,系统 会 出 现 滑 流 .螺旋 波 等 一 系列 现象 .下 面 考虑 参数 b 处 于 噪声 
扰动 下 : 

b(t)-b,* E(t), (3.4.23) 
OHE ARE: (C(t) =0,¢6(2) EG) 22D0 (0 7 t); D 为 噪声 强度 .图 
3 一 40 给 出 了 介质 在 不 同 噪声 强度 时 的 斑 图 情况 ,a = 0.3, ba = 0.016. 图 (a) 给 


出 的 是 初始 条 件 ,其 中 黑色 区 为 u(i,j)=0.7,v(i,j)=0, 斜 线 区 为 u(i,j)= 
0,v(i,j)=0.7, Fl ELE COS u(i,j)=0.7,v(i,j)=0.5. 这 种 初始 设置 是 为 
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(a) (b) (c) (d) 


图 3- 40 Barkley 介质 在 不 同 噪声 强度 时 的 斑 图 情况 


了 产生 单个 的 螺旋 波 . 图 (b) 给 出 了 D =0 的 空间 结构 ,其 结构 为 单 支 的 螺旋 波 
(SSW) .对 很 小 的 噪声 ,如 图 (c),D =0.000 1,SSW 会 失 稳 ,系统 回 到 非 激 发 的 
状态 .对 于 中 等 强度 ,我 们 看 到 空间 结构 会 由 SSW 转变 成 双 螺 旋 波 结构 
(DSW) ,空间 中 有 两 个 螺旋 波 分 支 , 它 们 相互 围绕 对 方 旋转 ,如 图 (d) 所 示 . 对 于 
很 大 的 噪声 (D >0.003) ,我 们 又 会 看 到 螺旋 波 失 稳 收缩 , 回 到 非 激 发 状态 .由 此 
我 们 看 到 了 噪声 在 诱发 斑 图 结构 产生 与 转换 的 过 程 , 尤 其 在 中 等 噪声 区 域 可 以 
看 到 噪声 诱导 的 双 稳 空间 结构 .这 个 双 稳 还 可 以 从 引入 下 面 的 量 观察 到 : 


wu (LE Dd) ug lt), (3.4.24) 


让 是 对 空间 分 立 化 之 后 的 格 点 求 和 .图 3-41(a) 一 (d) 给 出 了 D=0,D=10", 
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图 3-41 w(t) 的 演化 


8X 1075,3x 107? IE wu (1) 的 演化 .图 (a) 的 振荡 对 应 于 单一 的 螺旋 波 结构 .图 
(b),(d) 给 出 了 当 D 很 小 或 很 大 时 SSW 状态 的 失 稳 情况 ,可 以 看 到 w(t) 在 振 
荡 一 段 时 间 后 会 很 快 衰减 , 回 到 无 激发 态 .图 (c) 的 ww (1) 在 两 个 平均 值 之 间 的 
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跃迁 规则 非常 清楚 地 显示 出 系统 在 SSW 与 DSW 态 之 间 的 跃迁 .图 3 — 42 mE 
了 对 wu (z) 的 统计 分 布 PCu, (1)) 的 情况 .D=0 时,P(w (1)) 为 典型 的 单 峰 
分 布 ,而 当 D=8x10“ 时 ,统计 分 布 变 为 双 峰 函数 ,说 明 双 稳 态 的 出 现 .注意 这 
里 的 双 稳 态 是 介质 整体 表现 出 来 的 ,是 介质 内 耦合 与 噪声 作用 的 结果 . 


0.8 
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3 
= 04 p 
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图 3 一 42 ”对 uw,(z) 的 统计 分 布 PCuu CODBS TR DC 


上 面 的 现象 可 作 如 下 理解 .在 D=0 时 ,螺旋 波 的 中 心 运动 是 确定 性 的 ， 
SSW 是 稳定 的 .小 的 噪声 会 使 得 中 心 运动 为 随机 的 ,当中 心 移出 介质 区 时 SSW 
就 会 失 稳 而 消失 .合适 的 噪声 会 使 得 波峰 分 裂 ,每 一 段 都 会 围绕 自身 形成 新 的 螺 
WERK ,这样 就 会 导致 DSW 态 . 当 其 中 一 个 螺旋 波 中 心 移出 介质 区 时 ,这 个 螺旋 
波 就 会 失 稳 而 消失 ,空间 结构 因而 由 DSW 变 回 SSW 态 , 上 述 两 种 机 制 会 造成 
系统 空间 结构 在 双 稳 态 间 跳跃 . 过 大 的 噪声 会 使 得 SSW 在 分 裂 破碎 前 就 失 稳 . 

如 果 选 择 不 同 参 数 或 初始 条 件 , 介 质 会 表现 出 复杂 的 空间 结构 .图 3-43 
(a) 给 出 了 另 一 种 初始 条 件 ,另外 参数 bo =0.015. 可 以 看 到 DSW 可 以 是 顺 时 针 
的 (CDSW)( 如 图 (b)), 也 可 以 是 逆 时 针 的 ACDSW( 如 图 (d)) ,说 明 介 质 还 存在 
CDSW ,ACDSW 之 间 的 转换 ,揭示 出 一 种 噪声 诱发 的 手 征 性 转变 .这 种 转换 是 通 
过 一 种 二 者 混合 的 结构 完成 的 ,如 图 (c) 所 示 . 





(a) (b) (c) (d) 


图 3-43 选择 不 同 参数 或 初始 条 件 时 表现 出 的 复杂 空间 结构 
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三 、 噪 声 诱发 可 激发 介质 中 的 靶 波 

对 一 维 可 激发 介质 ,只 要 介质 不 是 自我 封闭 成 一 个 圆 环 ,上 面 就 不 会 产生 自 
发 的 行 波 .对 二 维 可 激发 介质 ,螺旋 波 的 产生 不 需要 持续 的 波源 ,可 自我 维持 .其 
他 的 行 波 ,比如 靶 波 , 则 必须 有 持续 的 振荡 波源 才能 持续 传播 . Alonso 等 人 于 
2001 年 通过 BZ 反应 实验 揭示 了 时 空 噪声 可 以 产生 靶 波 并 可 维持 其 传播 ”” . 这 
又 是 一 个 可 激发 系统 可 以 把 外 来 的 无 序 干扰 转化 为 有 序 的 波 的 例子 . 

Alonso 等 人 的 BZ 反应 实验 设备 与 前 面 基本 相同 ,只 不 过 介质 处 于 可 激发 
区 ,图 3-44 给 出 了 他 们 报道 的 主要 结果 .在 没有 噪声 时 整个 介质 没有 激发 源 ， 
因而 尽管 介质 是 可 激发 的 ,我 们 也 无 法 观察 到 靶 波 的 传播 .一 个 弱 的 噪声 可 激发 
出 靶 波 ,但 处 在 背景 噪声 的 淹没 下 .在 合适 的 噪声 强度 下 ,我 们 可 以 看 到 由 噪声 
激发 出 的 靶 波 可 以 在 整个 介质 中 传播 , 且 传 播 可 以 持续 发 生 , 即 可 以 从 介质 中 央 
不 断 激发 出 靶 波 向 外 传播 .图 3 - 44 是 每 隔 一 小 段 时 间 拍 下 的 介质 的 空间 结构 , 
可 以 很 清楚 地 看 到 向 外 传播 的 靶 波 波峰 . 这 种 有 噪声 导致 的 靶 波 反映 出 介质 中 
的 时 空 随机 共振 行为 .只 有 在 合适 的 噪声 强度 下 才 可 观察 到 这 种 行为 .过 弱 的 品 
声 不 足以 激发 介质 ,在 介质 中 产生 激发 源 ;过 强 的 噪声 虽然 会 产生 波 , 但 这 些 波 
在 还 未 传 遍 整个 介质 之 前 就 会 支离破碎 . 





(b) (c) 


图 3-44 SSR SE SS ERR 


上 述 实验 结果 可 以 在 不 同 的 模型 系统 中 用 数值 模拟 看 到 .例如 ,我 们 可 以 用 
二 变量 的 Oregonator 模型 进行 讨论 : 





Ju =| 2 : ud 2 

= 一 三 一 u-u- Qo $) T | |+ vu 

wo NUN (3.4.25) 
Jv /—— 

Bz ~ Us 


$=% +o, HH $, 为 参考 值 ,568 为 一 随机 变量 ,符合 高 斯 分 布 .利用 此 模型 模 
拟 的 结果 ,也 可 看 到 OP AO 时 的 靶 波 现象 . 这 里 不 再 详 述 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参 
考 有 关 文 献 . 
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实际 上 ,我 们 前 面 已 讨论 过 大 多 数 典 型 的 波 在 时 空 噪声 作用 下 的 产生 问题 . 
这 方面 的 讨论 基本 上 是 以 实验 为 主 , 辅 以 数值 计算 和 模拟 .由 于 时 空 系统 自身 的 
大 尺度 和 非 线性 ,这 方面 的 研究 今后 也 基本 上 是 这 样 的 模式 .由 于 时 空 系统 的 复 
杂 性 ,对 噪声 作用 的 可 激发 介质 的 复杂 波动 力学 的 研究 迄今 仍 是 研究 的 热点 . 


3.4.4 了 噪声 对 可 激发 介质 同步 的 影 肪 


在 第 二 章 中 我 们 讨论 的 振子 同步 问题 绝 大 多 数 限于 系统 没有 外 来 噪声 的 影 
响 . 由 于 噪声 在 实际 情况 下 是 难以 避免 的 ,因此 对 噪声 环境 中 振子 同步 的 研究 很 
有 意义 , 它 在 生物 医学 .通讯 .机 械 工程 等 方面 有 其 重要 性 .同步 在 加 密 通讯 与 神 
经 科学 中 是 信和 号 解码 的 一 种 重要 机 制 ,在 这 种 情况 下 恰当 考虑 噪声 环境 及 合理 
利用 噪声 是 应 用 的 关键 .在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 也 看 到 了 噪声 在 可 激发 介质 的 行 
波 传播 . 斑 图 生成 与 转换 等 方面 可 以 起 到 加 强 有 序 的 作用 .本 节 我 们 从 系统 同步 
的 角度 来 探讨 噪声 的 影响 .我们 将 会 看 到 ,噪声 在 一 定 条 件 下 可 以 加 强 可 激发 介 
质 的 同步 . 

下 面 以 耦合 的 FitzHugh-Nagumo 振子 为 例 : 


eu, = u, — la —v,t Y2, ign 一 u,): 
(3.4.26) 
2D 
z,l4 


v 


Un = u, 十 a, 十 





b. , 


r HFE u v 的 特征 时 间 尺 度 ,e = r/r 1, Alt u, ERZE, v, 是 慢 变 
Bd 为 格 点 维 数 ,对 一 维 链 ,d =1. 格 点 闻 的 间距 为 ,上述 求 和 为 最 近邻 求 和 . 

7= D,c, 为 耦合 强度 ,D, 为 活化 子 的 扩散 系数 ,5 为 时 空 无 关联 的 白 噪 声 , 上 
面 方程 实际 为 连续 介质 的 分 立 模型 .注意 ,这 里 a, 各 不 相同 . 当 a, <1 时 单个 
系统 为 极限 环 解 , 当 a, >1 时 ,单个 系统 为 可 激发 振子 .Neiman 等 人 模拟 了 这 个 
耦合 系统 在 噪声 作用 下 的 同步 行为 598; .在 模拟 中 ,se =0.01,7r,=1.0,/=1,7Y= 
0.05,a, 为 均匀 分 布 于 [1.03,1.1] 之 间 的 随机 数 . 

在 图 3-45 中 ,从 左 往 右 为 一 维 耦 合 情 况 下 N = 500 个 可 激发 振子 D= 
1.125x10 *,3.125x10 *,5x 10 “时 的 时 空 图 , 横 轴 为 空间 , 纵 轴 为 时 间 . 当 DD 
很 小 时 ,激发 的 中 心 在 空间 中 零星 地 随机 分 布 ,这 些 中 心 传 出 的 行 波 会 相互 碰撞 
而 潭 灭 . 当 DD 很 大 时 ,激发 中 心 稠 密 地 无 规 分 布 于 介质 中 ,它们 激发 出 的 行 波 只 
能 传播 很 短 距离 就 相互 碰撞 而 消失 ,此 时 看 到 的 是 混乱 的 时 空 图 (下 边 的 图 3 一 


45) .而 在 中 等 的 D 下 ,介质 变 为 相干 的 ,所 以 振子 看 起 来 以 相同 的 频率 激发 出 
脉冲 . 
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图 3-45 一 维 耦合 情况 下 500 个 可 激发 振子 不 同 品 
声 强 度 时 的 时 空 演化 


上 面 的 相干 有 序 行为 类 似 于 单个 可 激发 振子 在 噪声 下 的 相干 共振 ,但 这 里 
的 空间 有 序 来 自 振子 的 耦合 .为 描述 上 面 的 相干 现象 ,可 以 考察 单个 振子 的 相位 
$, (2) , 它 可 以 由 Hilbert 变换 定义 : 





z,(t)* u, Ct) +iy, (GO), (3.4.27a) 
a [ou 

ec nt dr, (3.4.27b) 

$, (1) 7^ arctan y, COL u, GO) ]. (3.4.28) 


我 们 可 以 选择 中 间 格 点 为 参考 ,计算 相差 AS, = Pya (t) Prsa 0&7 一 N/2,…， 
N/2. 在 图 3 — 46 的 小 图 中 给 出 了 Ad. 的 时 间 演 化 ,可 以 看 到 当 D = 3. 125 
x10-4 时 ,Ag ， 在 观察 的 时 间 内 基本 保持 不 变 ,说 明 振 子 之 间 很 好 的 锁 相 ,但 对 
X D 和 小 DD 的 情况 AF 随时 间 减 小 ,说 明 过 弱 或 过 强 的 噪声 均 不 利于 系统 相同 


步 的 形成 . 
对 随机 系统 的 同步 ,可 以 用 交叉 扩散 系数 来 刻画 : 
DU) = LENAR- (4 0). (3.4.29) 
如 果 D， 减 小 ,系统 则 可 以 在 更 长 时 间 内 保持 锁 相 ,相同 步 效 应 更 强 .根据 格 点 
的 交叉 扩散 系数 可 以 定义 系统 总 的 交叉 扩散 系数 
N/2 
Deg >) Dq(O), (3.4.30) 


k=-N/2 


3-46 的 点 线 给 出 了 Dy D 的 变化 关系 .曲线 在 某 一 D 处 有 一 最 小 值 ,说 
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图 3-46 点 线 :Dy 与 D 的 变化 关系 ( 另 一 条 为 无 看 合 时 的 
Dy 曲线) ;小 图 :A#zow 的 时 间 演 化 


明 此 处 系统 的 相同 步 效 应 最 强 .为 与 此 对 比 ,图 中 画 出 了 无 耦合 (y= 0) BE RS 
Dr 曲线 ,可 以 看 到 没有 耦合 时 ,系统 没有 很 好 的 相同 步行 为 .因此 可 看 出 相同 
步行 为 是 系统 的 耦合 (有 序 ) 与 噪声 (无 序 ) 相 互 作 用 的 结果 .没有 耦合 时 ,噪声 激 
发 的 脉冲 在 空间 和 时 间 上 都 无 序 的 进行 ,耦合 使 得 这 些 脉 冲 不 仅 在 时 间 上 而 且 
在 空间 上 有 序 地 组 织 起 来 . 

随 着 系统 尺寸 的 增加 ,相同 步 就 比较 难以 达到 .这 一 点 不 仅 从 一 维 格 点 可 以 
看 出 ,也 可 以 从 二 维 介 质 看 出 .图 3 一 47 给 出 了 DD=1.125x10 5,3.125 x 10 *, 
5x10 “时 200 x 200 的 介质 的 空间 斑 图 ,每 一 个 D. 的 三 张 图 对 应 与 不 同时 刻 ， 
图 中 的 白色 区 域 为 脉冲 态 的 振子 .在 弱 噪 声 下 ,我 们 可 以 看 到 噪声 诱发 的 靶 波 ， 
激发 的 位 置 在 空间 是 不 定 的 .而 且 我 们 也 看 不 到 稳定 的 螺旋 波 .当然 我 们 在 适当 
噪声 下 仍然 可 以 观察 到 整个 介质 较为 相干 的 振荡 行为 ,这 可 以 从 图 3 一 47 的 中 间 
一 列 看 出 来 . 

在 上 面 的 系统 中 ,我 们 可 以 看 到 有 两 种 无 序 , 一 种 是 空间 的 无 序 , 即 a, 各 
不 相同 ,这 导致 介质 中 各 个 位 置 可 激发 性 的 不 同 ; 一 种 是 时 空 的 无 序 , 即 时 间 空 
间 上 均 无 关联 的 热 噪声 ,前 者 的 无 序 只 有 通过 噪声 的 激励 才能 体现 出 来 . 而 耦合 
则 可 以 有 效 地 利用 这 两 类 无 序 ,使 系统 出 现 有 序 的 行为 . 正 因 为 这 些 超 出 人 们 党 
规 直 觉 的 行为 ,使 得 这 方面 的 研究 引起 了 众多 不 同 领域 的 学 者 的 兴趣 .与 
Neiman 等 人 的 工作 直接 相关 ,2001 年 周 昌 松 等 人 研究 了 噪声 的 空间 关联 对 
FitzHugh-Nagumo 介质 相干 共振 的 影响 ?2 . 他 们 考虑 噪声 g, (1) 可 分 为 两 部 
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图 3-47 不 同 噪声 强度 下 200 x 200 的 介质 空间 斑 图 


分 : 
C, (2) 2 V Re(t)+/1- Ry, (2), (3.4.31) 
每 一 部 分 均 为 高 斯 白 噪声 , 即 
(e(t) 20, CeCO) 6070») 9807 0), (3.4.32a) 
(y, G) 70,5, 00m, (0702 9,,9(0 7 0), (3.4.32b) 


而 e(z) 为 作用 于 每 一 单元 的 共同 噪声 , p, (1 ) 为 局 域 噪声 , 它 在 空间 是 无 关联 
的 .很 显然 : 
(¢,(t)) =0,(6, (2) En (ESLER OA- R)8,, ]8(: 7 £D, 
(3.4.32c) 
因此 R 量度 的 是 噪声 &, (1) 在 空间 的 关联 强度 , R=0 为 无 关联 ,R=1 为 强 关 
联 . 类 似 于 单个 可 激发 单元 ,可 以 定义 一 个 类 似 于 信 品 比 的 量 S, 用 以 量度 系统 
的 相干 程度 .图 3-48 给 出 的 是 S 在 不 同 尺 下 与 噪声 强度 万 的 关系 ,可 以 看 到 
很 有 趣 的 现象 :噪声 的 空间 关联 越 弱 ,系统 反而 具有 更 强 的 相干 性 ,而 R=0 时 , 
系统 的 相干 共振 效应 最 强 ,此 时 系统 亦 具有 最 强 的 相同 步 .类 似 地 ,也 可 以 考察 
介质 本 身 非 均匀 性 (对 FitzHugh-Nagumo 系统 ,可 用 a, 的 失 配 大 小 6a 描述 ) 对 
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系统 相干 性 的 影响 .在 图 3- 49 中 ,S 5j 0a 的 关系 是 单调 上 升 的 ,也 就 是 说 , 介 
质 越 不 均匀 ,系统 具有 越 强 的 相干 性 .由 此 可 以 看 出 ,由 于 可 激发 介质 自身 的 特 
殊 动力 学 行为 , 它 在 与 噪声 及 无 序 相 处 时 会 出 现 许多 出 人 意料 的 行为 ,这 些 行 为 
也 是 目前 人 们 研究 的 热点 .时空 无 序 引 发 的 相干 共振 在 理解 神经 系统 的 
信号 处 理 机 制 和 解码 过 程 可 能 是 很 有 启发 性 的 . 
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图 3-49 S 5a 的 关系 
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最 早 对 于 晶体 结构 的 研究 集中 于 点 阵 结构 . 所 有 晶体 结构 就 其 对 称 性 而 言 ， 
共有 230 个 类 型 ,每 一 个 类 型 由 一 个 空间 群 来 描述 .由 于 对 称 性 , 当 对 晶体 结构 
进行 一 个 对 称 操作 时 具有 不 变性 .对 物质 结构 相 变 的 研究 是 一 个 大 的 课题 ,结构 
随 外 参量 改变 引起 的 是 其 物理 性 质 的 转变 . 当 一 个 系统 是 具有 两 个 或 以 上 相互 
竞争 的 空间 尺度 时 ,系统 就 存在 空间 调制 结构 ,并 存在 一 类 复杂 的 结构 相 变 , 称 
JAR ~ AE ZS BE 48 BE ( commensurate-incommensurate phase transition, ,简称 CI +8 
2E) .在 凝聚 态 物 理 的 许多 实验 中 ,我们 都 可 以 观察 到 空间 调制 的 结构 ,如 二 元 合 
金 的 长 周期 结构 ,稀土 材料 中 的 铁 磁 相等 . 描述 调制 的 波 矢 可 以 随 外 参量 如 温 
度 .压力 、 磁 场 等 的 改变 而 变化 ,也 可 以 锁定 于 某 一 有 理 数值 上 .对 于 具有 有 理 数 
波 矢 的 调制 结构 ,我 们 称 其 为 公 度 的 ,否则 ,如 果 波 矢 是 无 理 数 的 , 则 我 们 称 之 为 
非 公 度 的 .被 调制 的 量 可 以 是 原子 的 位 移 . 占 有数 成 自 旋 的 排列 ,调制 可 以 是 一 
维 的 ,也 可 以 是 二 维 或 三 维 的 .在 不 同 条 件 下 系统 可 以 表现 出 不 同 的 公 度 相 或 非 
公 度 相 , 在 这 些 不 同 相 之 间 的 转变 是 人 们 关注 的 热点 . 

物质 结构 的 复杂 性 使 得 公 度 - 非 公 度 相 变 的 研究 很 大 程度 上 依赖 于 实验 观 
察 .多 个 空间 尺度 的 竞争 导致 了 理论 研究 的 复杂 性 . 1938 4E, Y. I. Frenkel 与 
T. Kontorova 提 出 了 一 个 非常 简单 的 一 维 模型 ”i :许多 简 谐 耦 合 的 粒子 构成 的 
链 置 于 一 个 周期 外 势 场 中 ,粒子 间作 用 是 最 近邻 的 相互 作用 .这 个 模型 无 论 从 结 
构 上 还 是 从 作用 势 的 形式 上 都 做 到 了 最 简单 , 旦 保留 了 尺度 竞争 的 精髓 一 一 粒 
子 间 的 间距 和 外 势 场 的 周期 ,后 人 称 之 为 Frenkel-Kontorova 模型 (FK 模 
A). FK 模型 最 初 是 用 来 描述 位 错 中 心 附 近 的 唱 格 结构 的 ,但 在 后 来 几 十 年 的 
研究 中 其 应 用 范围 大 大 推广 ,如 位 错 动力 学 .耦合 单 摆 tua s HEU UU a 
WERE . 磁 序 结构 Josephson 结 阵列 ”~” ,滑动 摩擦 , 介 观 摩擦 学 ”” 、 自 组 织 
临界 性 52??1 等 等 .在 各 种 其 他 理论 和 模型 占 主流 的 时 代 ,FK 模型 也 在 不 断 拓展 
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其 应 用 领域 ,描述 空间 波 矢 竞争 ,揭示 了 大 量 有 意义 的 现象 和 本 质问 题 .本 章 我 
们 将 致力 于 对 其 进行 较为 详尽 的 讨论 ,特别 是 致力 于 反映 出 关于 FK 系统 与 非 
线性 动力 学 结合 点 的 近 十 几 年 的 发 展 . 


4.1 Frenkel-Kontorova 系统 的 平衡 态 性 质 :CI FH € 


4.1.1 Frenkel-Kontorova 模型 与 基态 


一 Frenkel-Kontorova 模型 
我 们 可 以 从 力学 角度 引入 FK 模型 .如 图 4-1 所 示 , 设 有 一 列 一 维 的 粒子 ， 
它们 相互 之 间 用 弹簧 连接 ,并 将 其 置 于 一 个 周期 势 场 中 .用 u 代表 第 j 个 粒子 
的 位 置 , 则 系统 的 总 势能 为 : 
H= MV(u)* W(uin-uj)]. (4.1.1) 


图 4-1 FK 模型 示意 图 


这 里 V(u) 为 周期 势 , 周 期 为 1( 一 般 的 周期 a 可 以 用 标 度 变换 变 为 单位 周期 )， 
V(u*1)7 V(Cu), W 是 弹簧 的 势能 , 它 是 粒子 间距 离 的 函数 . 这 里 考虑 的 是 最 
近邻 的 相互 作用 .一 般 FK 系统 的 V(x) 和 W 可 以 有 很 复杂 的 非 线性 ,标准 的 
FK 模型 则 选用 下 面 的 最 简单 形式 : 


V(u) = ges Ll 7 cosQnu)], 


W(Au) 2 d (Au - p), (4.1.2) 


这 里 OK 量度 了 周期 势 与 相互 作用 之 间 的 相对 强度 0,y 表示 无 周期 外 势 时 弹簧 
的 自由 长 度 .这 样 系统 中 的 可 调 参量 为 K 和 jy. 实 际 上 ,系统 中 存在 两 个 空间 下 





D 注意 这 里 弹性 势能 前 的 因子 标 度 为 ,后 面 我 们 在 讨论 小 阻尼 动力 学 时 的 & 表示 耦合 强度 ,特此 
注 明 . 
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度 ,一 个 是 弹簧 的 自由 长 度 w, 另 一 个 是 周期 势 场 的 周期 !. 两 个 空间 尺度 之 间 
的 竞争 称 为 阻 挫 (frustration). 空间 尺度 竞争 是 FK 模型 的 本 质 特 点 , 它 导 致 一 
系列 复杂 的 空间 调制 结构 及 其 非 线性 时 空 动力 学 行为 . 

我 们 通常 讨论 N 一 co 极限 下 的 情形 .在 此 热力 学 极限 下 ,很 多 问题 可 以 作 
解析 的 处 理 . 在 模拟 计算 中 ,N 通常 取 10' — 107 的 量 级 即 可 反映 出 热力 学 极限 
下 的 一 些 性 质 ,具体 的 N 视 不 同 问题 而 定 . 

二 、 平 衡 态 位 形 结构 与 标准 映像 

在 很 多 情况 下 我 们 关心 的 是 系统 的 调制 结构 “”““”, 它 可 用 所 有 粒子 的 空 
间 位 置 iu 1 描述 .我 们 首先 感 兴趣 FK 系统 的 平衡 态 结构 , 即 没有 外 力 情 况 下 的 
结构 . 它 可 由 系统 哈密 顿 变 分 定 出 : 

Ho veu Eae e o, (4.1.3) 
3| A SÉ SERUSK7I p, -9Wu; 一 所)1ax ,上 述 方程 可 写 为 
bi = p t V ag), 
这 样 FK 系统 的 平衡 态 可 由 下 面 的 二 维 映 像 描述 : 
Gua Bia) =T, p). (4.1.4) 
WERA VW 是 连续 可 微 的 , 且 W 是 严格 的 凸 函 数 , 则 上 面 是 连续 的 扭 映 射 
(twist map) ,并 满足 所 谓 的 “扭曲 "条 件 : 


(au,../a0,) >0, (4.1.5) 


扭 映射 是 哈密 顿 系统 混沌 研究 中 非常 重要 的 一 类 映像 , 随 参 数 改 变 它 存在 从 规 
则 到 遍历 混沌 的 运动 8 “2 .这 样 ,我 们 就 可 以 把 FK. 系统 的 基态 问题 与 扭 映像 中 
的 动力 学 问题 联系 在 一 起 .特别 地 ,对 于 标准 FK 系统 ,其 基态 恰好 对 应 于 哈密 
顿 系统 混沌 运动 研究 中 最 著名 的 标准 映像 ” : 





_ K. 
[Pn t tieni (4.1.6) 


Uys, = uj t bj 

在 这 里 ,我们 看 到 参量 p 并 未 出 现在 映像 中 ,这 意味 着 对 标准 FK 而 言 平衡 态 结 
构 的 特点 在 一 定 程度 上 不 依赖 于 py. 但 是 ,我 们 从 后 面 可 以 看 到 ,yy 在 平衡 态 结 
构 的 相 变 问题 中 及 时 空 动力 学 中 起 着 主要 作用 , 它 反 映 出 两 种 空间 尺度 的 竞争 
行为 . 

另外 需要 说 明 的 一 点 是 ,上 面 对 V AW 函数 的 要 求 在 实际 物理 系统 中 不 
一 定 总 成 立 .例如 ,WW 的 凸 函数 要 求 就 经 常 不 会 满足 , W 的 非 凸 函数 会 导致 基 
态 问 题 和 动力 学 的 复杂 性 .我 们 将 在 FK 系统 时 空 动力 学 的 讨论 中 涉及 这 一 点 ， 
此 处 不 再 详 述 .以 下 关于 基态 的 描述 均 假设 V 和 W 函数 满足 上 述 要 求 . 
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从 上 面 的 FK 系统 基态 与 扭 映像 的 对 应 可 以 看 到 ,给 定 任意 初始 条 件 (u。， 
Po) ,映射 工 与 工会 产生 映像 的 一 条 轨道 .任意 一 条 轨道 都 对 应 于 FK 系统 的 
一 个 平衡 态 结构 , 反 过 来 亦 然 .但 是 ,这 种 对 应 并 不 说 明 任 一 条 轨道 都 是 物理 上 
可 实现 的 平衡 态 位 形 结构 ,能 否 实现 还 要 取决 于 其 物理 稳定 性 .位 形 1w | 的 物理 
稳定 性 意味 着 系统 能 量 极 小 , 即 对 | | 的 小 扰动 会 使 系统 能 量 升 高 ,从 而 系统 对 
扰动 的 响应 是 耗 散 的 .考虑 1w 1 的 小 扰动 1u, + 6;1, 能 量变 化 为 (至 二 阶 ): 


oH(lu,!) 
Fe Tae Onn (4.1.7) 





H(1u,+8,1)=HUwl)+> 5] 


n,m 


当 和 矩阵 1M, nl — 12 H2u,9u,, | BU CREE TE SUGE IE RT , HE | u, | 就 是 稳定 的 . 
M 5& RE AY AS GE (BE 7 ELE u 1 振荡 的 本 征 频 率 的 平方 Q^ .因而 ,iu,1 的 物理 稳定 
性 又 等 价 于 其 结构 的 声 子 谱 是 实 的 . 

应 当 注 意 ,平衡 态 位 形 结构 的 物理 稳定 性 与 扭 映射 的 轨道 动力 学 稳定 性 
截然 不 同 ,这 从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 来 . M 的 严格 定 正 性 实际 上 意味 着 工 KHA 
道 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 是 正 的 , 亦 即 T 的 轨道 的 不 稳定 性 .因此 ,在 稳定 的 平衡 态 
结构 中 只 有 那些 具有 零 频 声 子 模 ( 即 Q, =0) 的 位 形 结构 才 可 能 对 应 于 映像 的 一 
条 稳定 轨道 . 

在 实际 中 ,平衡 态 位 形 的 稳定 可 用 Aubry 提出 的 极 小 能 量 位 形 判定 ” 
得 到 .位 形 i ui 的 平均 单 粒子 能 量 定义 为 


具有 局 域 极 小 值 ss 的 位 形 {w |} 称 为 极 小 能 量 位 形 , 极 小 能 量 位 形 就 是 稳定 的 
平衡 位 形 . 
=, BASHA 
当 系 统 没 有 外 势 场 时 ,粒子 之 间 保 持 着 彼此 之 间 的 自由 距离 p: A 
场 存在 时 ,两 个 空间 尺度 的 竞争 会 导致 粒子 间距 重新 调整 ,从 而 形成 调制 的 非 均 
名 结构 .可 以 定义 空间 位 形 的 平均 间距 w 为 下 面 的 “旋转 数 ”: 
w=(uj = lm (uy - un) (N= M). (4.1.9) 
对 凸 相互 作用 情形 ,Aubry 证 明了 每 个 极 小 能 量 位 形 都 会 有 一 个 定义 很 好 的 旋 
fe BO) ;反之 ,对 于 每 一 个 w ,都 会 至 少 有 一 个 最 小 能 量 位 形 结构 . 
一 旦 VAW 不 依赖 于 粒子 记号 j, 则 模型 是 均匀 的 ,对 粒子 的 重新 编号 不 
会 改变 位 形 的 物理 性 质 .下 面 我 们 考虑 对 位 形 的 变换 . 设 |u1 为 一 个 极 小 能 量 位 
形 , 定 义 下 面 的 变换 : 
8,,luj o luy, * m:ll m lu';jl, cr, m€Z. (4.1.10) 
这 个 变换 可 以 产生 另 一 个 极 小 能 量 位 形 . 如 果 存 在 一 对 整数 ~, 使 得 上 述 变 


| 1 oS 
e= lim nom 24 VOe) * W(u,i-u)l, (4.1.8) 
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换 不 变 , 即 

Uj EME uj, (4.1.11) 
则 称 位 形 分 布 1w | EAAS. eA FLA |, | PSSA: 

w=- mlr. (4.1.12) 


车 存在 变换 序列 d, (r9 x 0) 8 0, Lu, 1 Lu d o WOE Lu, | ES. 
这 个 概念 的 含义 即 回归 位 形 中 的 任何 片断 都 会 在 其 他 部 分 重 现 (以 某 种 精度 ). 
显然 局 期 位 形 结构 是 回归 的 .系统 的 基态 定义 为 一 个 回归 的 极 小 能 量 位 形 结构 . 

对 FK 系统 基态 问题 的 讨论 是 FK 系统 研究 很 重要 的 方面 .对 于 每 一 个 w 
都 存在 至 少 一 个 具有 平均 间距 w 的 基态 ,相应 的 单 粒子 能 量 为 (w). ESNE 
给 定 系统 参数 下 (如 标准 FK 为 K ,wu) 具 有 极 小 能 量 的 态 , 即 6。 = mine(w) ,此 能 
量 称 为 基态 能 量 . 对 应 于 基态 能 量 的 粒子 平均 间距 w 称 为 基态 平均 间距 .对 基 
态 的 确定 不 是 一 件 非 常 简 单 平庸 的 工作 . 人 们 提出 了 多 种 不 同方 法 来 计算 系统 
的 基态 ,其 中 大 家 公认 最 有 效率 的 是 Griffiths 发 展 的 本 征 值 极 小 化 方法 ( 即 有 效 
势 方法 ) , 它 不 依赖 于 系统 势 的 具体 形式 ,因而 有 一 定 的 普遍 性 .有 兴趣 的 读者 可 
参阅 Griffiths HA KKB 

我 们 首先 看 一 下 标准 FK 模型 的 基态 .对 于 每 一 固定 的 K, u RTRA F 
均 间距 为 w 的 基态 .图 4-2(a) 给 出 了 系统 的 相 图 ,在 (天 ,w) 空 间 中 不 同 的 区 
域 对 应 于 基态 平均 间距 w 的 不 同 值 ,图 中 只 给 出 了 部 分 区 域 ,图 中 的 数字 对 应 
FRA w 的 值 .可 以 看 到 许多 有 理 数 舌 头 ,在 每 一 个 舌头 内 w 都 保持 固定 的 有 
理 数 值 .在 任意 两 个 有 理 数 舌头 之 间 都 还 有 无 穷 多 的 舌头 ,在 有 理 数 值 舌 头 之 间 
是 无 理 数 的 区 域 .实际 这 些 有 理 数 区 域 和 无 理 数 区 域 对 应 于 系统 的 公 度 相 和 非 
公 度 相 , 下 面 我 们 会 讲 到 . 


wu) 





0 025 06 075 | 
A 
(a) (b) 
图 4-2 (a) FK 系统 在 (K,y) 空 间 中 的 相 图 ;(b) K 21 Et w 与 py 的 关系 
图 4 一 2(b) 画 出 了 K=1 时 w Sp 的 关系 .这 个 函数 关系 是 连续 的 ,但 有 很 


多 有 理 数 的 台阶 , 即 这 些 有 理 数 的 台阶 都 对 应 于 有 理 数 的 ww ,它们 对 应 于 上 面 
T8 EL. Arnold 舌头 区 域 .我 们 称 这 些 台 阶 为 魔 梯 (devil staircase) . 如果 这 些 台 阶 
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的 测度 为 1, 则 称 魔 梯 是 完整 的 ,否则 就 是 非 完 整 的 . 
4.1.2 公 度 基态 与 公 度 - 非 公 度 转变 


我 们 把 具有 有 理 数 平均 间距 的 基态 称 为 公 度 基态 ,其 特点 是 如 果 有 一 对 互 
素 的 整数 p,q w= plg, 则 任何 具有 平均 间距 w 的 公 度 基态 在 5,_ ,变换 下 者 
是 不 变 的 , 即 对 所 有 ; 都 有 
Uj T P= Uys (4.1.13) 
这 说 明 任 何 可 公 度 基态 都 是 周期 的 , 且 最 小 周期 性 是 w 的 整数 倍 .这 样 ,可 公 度 
的 基态 用 g 个 粒子 uj =1, ,9) 的 单位 元 胞 即 可 完全 描述 .实际 上 ,一 个 可 公 
度 基态 的 单位 元 胞 大 小 q 可 由 下 面 元 胞 能 量 的 全 局 极 小 化 得 到 ,此 时 g 为 变 
量 : 


BC a I= D LVG Wo -4)], ur=utp. (4.1.14) 
对 标准 FK 来 说 ， 二 述 的 极 小 化 是 惟一 的 ,但 其 他 情形 则 不 惟一 .因此 具有 w 的 
公 度 基态 的 集合 C, 可 以 是 分 立 的 也 可 以 是 连续 的 .对 于 连续 的 C, ,基态 的 位 
形 结构 是 可 滑动 的 , 即 滑动 基态 位 形 结构 不 需要 额外 能 量 . 当 C, 不 连续 时 则 基 
态 的 位 形 结构 是 钉 扎 的 . 对 于 可 滑动 的 结构 ,对 Co 中 任意 两 个 基态 Lud < 
iv1, 总 有 处 于 其 间 的 另外 的 基态 1 w | PRL a << dw; X lv, 而 对 于 钉 扎 的 
结构 , 则 可 以 找到 两 个 相 邻 的 基态 ;1w 1 X iv |, 其间 不 存在 其 他 基态 .要 移动 钉 
扎 的 位 形 ,我 们 必须 要 克服 一 定 的 能 量 壁 垒 PRA PN A ( Pierels-Nabarro & ) . 
对 于 滑动 基态 (C,. 连续 ) 来 说 ,平均 间距 为 w 的 极 小 能 量 位 形 就 是 基态 ,而 
且 只 对 应 于 基态 . C. 是 分 立时 则 不 然 , 除 基态 外 ,对 应 于 w 的 极 小 能 量 位 形 还 
可 以 是 非 回归 的 , 称 为 基本 错 公 度 (basic discommensuration). 它 有 两 种 情形 ,一 
种 为 向 前 的 (forward) 基 态 错 公 度 , 即 给 定 C. 中 两 个 相 邻 的 基态 (意味 着 二 者 中 
间 不 再 有 基态 存在 )1zx 1< dv, ,存在 一 极 小 能 量 位 形 |W) | 使 得 当 jj 一- ce 时 
Wi 一 机 一 co 时 W) 一 局 : 另 一 种 为 向 后 的 (backward) 基 本 错 公 度 , 即 在 相 邻 
基态 iu <iui ,之 间 存 在 一 极 小 能 量 位 形 1 W; | 满足 ) 一 -co 时 Wy v7 
ce 时 W; —u, .我 们 可 用 下 面 的 相对 局 域 相 1 o, | 来 对 两 种 鲁 错 公 度 有 更 清楚 的 认 
WR: 
el W- es (4.1.15) 
其 中 g 为 公 度 基态 iu } 的 元 胞 大 小 ,a = 土 代表 向 前 和 向 后 两 种 情况 .显然 对 于 
向 前 错 公 度 的 情况 ,在 ) 一 - co 时 9, 0,7 > OR pg, 一 A=1/g, 其 中 A=1/g 称 
为 过 剩 长 度 . 图 4-3 给 出 了 向 前 (a) 和 向 后 (b) 两 种 错 公 度 的 | ep, | TOC 
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系统 的 错 公 度 引起 的 ,因此 错 公 度 的 概念 在 研究 这 些 转变 时 很 有 帮助 .我 们 在 此 
不 再 涉及 这 方面 的 内 容 , 有 兴趣 的 读者 可 参照 有 关 文献 . 

这 个 还 需要 对 钉 扎 态 作 一 些 说 明 . 上面 提 到 PN 侄 与 系统 的 力 有 密切 的 关 
联 , 对 于 基态 可 对 系统 加 一 均匀 外 力 下 , 则 外 力 下 的 平衡 方程 为 


y(u) ea D Own cui) 
J du, 





5 - F=0, (4.1.16) 
uj 


系统 存在 一 个 阔 值 F, ,在 FF, 时 系统 有 解 ,当下 > FE, 时 上 面 平衡 方程 无 解 . 

另外 ,对 于 钉 扎 态 来 说 , 它 有 有 限 的 相干 长 度 . 对 钉 扎 基态 的 某 一 格 点 施加 
一 扰动 ,u, 一 u, + 6, ,6, 很 小 ,然后 看 扰动 在 基态 格 点 中 的 传播 . 设 其 他 格 点 对 
基态 的 偏离 为 5 , 则 有 


acexp| - 1 - n1/ t]. (4.1.17) 
即 扰动 传播 以 指数 衰减 .5 称 为 相干 长 度 , 它 等 于 与 基态 | u KR T 映射 轨 


道 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 倒数 .因此 也 可 以 得 知 , 对 钉 扎 基态 来 说 , M 矩阵 的 谱 大 
于 零 ,没有 等 于 零 的 本 征 值 . 


4.1.3 非 公 度 基 态 与 Aubry HE 


具有 无 理 数 平均 间距 的 基态 称 为 非 公 度 基态 COUAABAH ABE 
( 即 公 度 基态 ) 来 得 到 . 非 公 度 基态 最 重要 的 特征 是 存在 决定 基态 的 “党 函数 ” 
(hull function) f(x). 壳 函数 有 以 下 的 特点 : 
(1) f(z) 是 单调 增加 的 ; 
(2) f(x) 是 梯度 周期 的 , 即 
f (1+x)=1+f,(z), (4.1.18) 
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因此 可 用 一 个 周期 函数 





SoCZ)= 太 CCz) 一 工 (4.1.19) 
RE; 
(3) & f(z) 是 连续 的 , 则 对 任意 实数 a, H 
u; = f. Cw t a) (4.1.20) 


定义 的 位 形 | u | 都 是 一 个 基态 位 形 ,反之 亦 然 ; 

(4) E f, Cx ERA x, 不 连续 , 则 它 在 可 数 的 无 穷 点 集 

r=2,+mt+rw(m,r€Z) (4.1.21) 

上 都 不 是 连续 的 . 

(5) 过 函数 f(z) 是 惟一 的 . 

如 果 壳 函数 是 连续 的 ,如 图 4-4, 则 基态 的 集合 C, 也 是 连续 的 ,基态 是 滑 
动 的 .我 们 再 次 把 基态 与 标准 映像 联系 起 来 .连续 的 壳 函 数 所 联系 的 基态 对 应 于 
标准 映像 的 轨道 在 一 条 解析 曲线 上 是 稠密 的 , 即 KAM 环 面 . 这 些 环 面 在 小 K 
下 的 存在 性 由 KAM 定理 给 出 ,它们 的 旋转 数 ( 对 FK 基态 来 说 即 平均 间距 ) zw 
是 一 个 无 理 数 .解析 的 (滑动 的 ) 非 公 度 结构 没有 PN 人 垒 (Em=0) ,相应 的 脱 钉 力 
F, =0. 另 外 ,M 撼 阵 有 零 本 征 值 ,如 图 4- 5 的 本 征 谱 所 示 . 对 解析 非 公 度 结构 ， 
相干 长 度 是 发 散 的 .换言之 ,外 势 V(w) 的 存在 并 未 给 链 的 自由 移动 带 来 阻碍 ， 
其 作用 只 是 相对 均匀 分 布 结构 jw + ci 的 一 个 平滑 的 周期 调制 .因此 ,尽管 外 势 
使 得 能 量 的 连续 平移 不 变性 破坏 ,但 非 公 度 结构 的 解析 性 使 得 这 种 不 变性 在 某 
种 意义 下 仍 保留 . 当 外 势 的 势 又 高度 足够 大 时 ,上 面 非 公 度 结构 的 解析 性 就 会 被 
打破 ,此 时 过 函数 的 连续 性 也 就 被 破坏 . 系统 存在 一 个 临界 的 势 垒 高度 K., 当 
K > K, 时 解析 的 非 公 度 结构 不 再 存在 ,与 非 解析 非 公 度 基 态 相 联 系 的 标准 映像 
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~ 
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图 4-4 壳 函 数 在 Aubry 相 变 点 两 边 的 行为 
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的 轨道 在 一 个 具有 Cantor 集 的 不 变 集 合 上 是 稠密 的 ,通常 称 为 康 托 环 面 (Can- 


torus ) . 





图 4-5 M 和 矩阵 的 本 征 谱 


上 面 的 叙述 实际 上 就 是 非 公 度 基 态 在 参量 K 改变 时 发 生 的 一 种 相 变 , 称 为 
Aubry 相 变 .在 物理 上 人 们 曾 称 之 为 脱 钉 相 变 , 即 随 着 K 的 增加 ,在 K=K. 处 
系统 经 历 从 滑动 态 到 钉 扎 态 的 转变 .Aubry 本 人 称 之 为 解析 性 破 缺 相 变 , 即 描述 
过 函数 由 解析 到 非 解析 的 转变 .下 面 的 几 点 总 结 基本 上 概括 了 这 个 非 公 度 基态 
相 变 各 个 方面 的 表现 ( 当 K 由 K<K. 变 为 K>>K. 时 ): 

(1) 非 公 度 基态 位 形 结构 由 滑动 的 变 为 钉 扎 的 ; 

(2) PN & Ep 0, ARE A F,750; 

(3) 相干 长 度 由 发 散 变 为 有 限 ; 

(4) 声 子 谱 ( 即 M 矩阵 的 本 征 谱 ) 的 零 频 率 声 子 模 消失 , 声 子 谱 出 现 空 际 
(gap)( 图 4 一 6); 

(5) 系统 基态 的 壳 函 数 由 连续 变 为 不 连续 ,解析 性 被 破坏 (如 图 4 一 5); 

(6) 基态 对 应 的 标准 映像 的 KAM 环 面 破 缺 ; 

CD) 对 于 不 同 的 无 理 的 旋转 数 w ,发 生 相 变 的 临界 值 K.(w) 不 相同 ,如 图 
4 — 6 所 示 ; 在 所 有 有 理 数 w Ab, K.(w)=0, 即 只 要 KAO, CRBS ERS RA 
1L; 

(8) K(w)5 w E w= w = (V5 土 1)/2( 黄 金 分 割 ) 处 最 大 , K. (wo) = 
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0.971 635 406… 











4-6 发 生 相 变 的 临界 值 K.(w) 


对 于 Aubry 相 变 ,人 们 同样 也 会 关心 在 临界 点 附近 的 各 种 临界 指数 及 其 标 
度 关系 .Coppersmith 与 Fisher?! , Peyrard 与 Aubry“"! 等 都 对 这 些 描述 进行 了 
计算 ,MacKay 发 展 了 Aubry 相 变 的 重 整 化 理论 02” .以 下 是 一 些 有 关 量 的 临界 
指数 规律 : 


(1) 相干 长 度 : 
CR)~(K-K.) ^ ,v220.987 462 4; (4.1.22) 
(2) PN f£&. 
Epy(K)~(K - K,)* , V23.011 722 2; (4.1.23) 
(3) 脱 钉 力 ; 
F,(K)-(K-KO* ,v/- Y; (4.1.24) 


(4) 声 子 谱 间 际 : 
Aaa CK) — (K ~ K.)* , y™1.026 880 3; (4.1.25) 





图 4-7 w-1/2H BOR E A A 
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(5) 索 函 数 最 大 间距 : 
A,(K)~(K -K.Y 090.712 083 5; (4.1.26) 
人 们 还 定义 了 弹性 常数 C= (2u/9 w) , AG BORE BET = limF/w, 其 中 下 为 


施加 于 系统 的 常 外 力 ,v 为 驱动 下 的 平均 运动 速度 ,对 黄金 分 割 wy = (V5 + 0/2 
的 情况 ,这 两 个 量 在 K, 附近 的 临界 行为 为 : 


(6) 弹性 常数 : 
C(K)—(K,- K)*,S*0.049 328, (4.1.27) 
(7) Se ROR R A: 
P(K)~(K,- K) *,9*0.029 500. (4.1.28) 
上 面 的 所 有 临界 指数 满足 下 面 的 标 度 关系 : 
2y*v-5* V, (4.1.29a) 
S=W-3v. (4.1.29b) 


4.1.4 缺陷 .界面 与 亚 稳 态 


当 系 统 处 于 钉 扎 态 时 ,基态 位 形 结构 是 通过 引入 缺陷 来 使 其 物理 上 稳定 的 . 
相对 于 参考 位 形 |w | 来 说 ,如 果 存 在 cr, m € Z EG 
yd (4.1.30) 
u',-6,,luj| 7 uj, t m,jo99, 
ERR Eu, KF Lu; | B9 SR P. BAKA u 相同 ,但 在 中 
Eiu, 1 被 错开 ,因而 产生 了 缺陷 .在 标准 FK 系统 中 ,前 面 提 到 的 基本 错 公 度 就 
是 与 公 度 结构 有 关 的 缺陷 的 特例 ,只 是 它们 仍 是 极 小 能 量 位 形 . 一 般 情况 下 缺陷 
位 形 结构 不 是 极 小 能 量 位 形 . 
当 一 个 位 形 |w, | 由 两 种 基态 位 形 tw 1, {wv| 构 成 时 , 则 {w, | 中 间 会 有 二 者 
的 界面 .此 时 | w1 的 构造 为 : 
WF Uy JO, 
Wi, UV; ,)] 799, (4.1.31) 
上 面 的 缺陷 结构 是 界面 的 一 种 特例 , 它 是 由 1u1 及 其 对 称 变换 o, | 1 产生 的 . 
缺陷 可 以 看 成 是 许多 基本 错 公 度 的 积累 .缺陷 的 过 剩 长 度 A 也 可 类 似 于 错 
公 度 的 定义 .很 显然 ,对 于 上 述 缺 陷 ， 
A=rwtm. (4.1.32) 
4-7 给 出 了 w - A2 时 缺陷 结构 的 例子 , 正 是 用 前 面 的 定义 的 o, 给 出 的 .可 
以 看 到 它 是 由 几 个 基本 错 公 度 构成 的 . 
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另 一 个 常见 的 情况 是 :系统 的 位 形 结构 jx 上 | 在 物理 上 是 稳定 的 , HERE 
一 个 极 小 的 能 量 位 形 ,我 们 称 这 种 结构 为 亚 稳 态 . 亚 稳 态 在 FK 系统 中 很 容易 看 
到 . Copersmith 的 研究 表明 , 亚 稳 态 的 数目 随 系统 尺寸 以 指数 规律 增加 .这 密切 
联系 着 所 谓 反 可 积 (anti 一 integrability) 的 概念 ,这 一 概念 是 由 Aubry 提出 
的 "” .一 个 系统 当 其 能 量 是 可 分 的 , 即 


H= VG), (4.1.33) 


则 称 此 系统 是 反 可 积 的 .显然 对 于 FK 系统 来 说 , 反 可 积极 限 即 粒 子 间 耦合 强度 
趋 于 零 (K 一 co) 的 极限 .在 此 极限 下 ,标准 FK 模型 的 平衡 态 位 形 结构 | wx ”| 为 


ul! = 5m, m EZ, (4.1.34) 


其 中 1 为 一 任意 整数 序列 .对 反 可 积 系统 基态 性 质 的 研究 是 另 一 个 大 的 问 
题 ”* ,我们 这 里 不 再 讨论 . 


4.2 Frenkel-Kontorova 系统 的 耗 散 动力 学 


FK 系统 平衡 态 性 质 的 研究 揭示 了 丰富 的 结构 和 相 变 动力 学 行为 .这 些 结 
构 在 有 限 温 度 下 也 可 以 观察 到 ,表明 FK 系统 的 公 度 相 与 非 公 度 相 及 其 转变 是 
系统 内 部 固有 的 现象 .有 两 类 物理 系统 在 FK 非 线 性 动力 学 与 相 变 的 研究 中 起 
到 了 至 关 重 要 作用 : 一 类 是 电荷 密度 波导 体 , 另 一 类 是 约瑟夫 森 结 阵列 .在 实际 
系统 中 ,外 来 的 许多 因素 如 外 场 . 涨 落 等 都 会 使 得 系统 出 现 更 多 复杂 的 动力 学 
行为 .本 节 我 们 首先 讨论 FK 系统 的 耗 散 动力 学 , 即 不 考虑 粒子 的 惯性 效应 . 注 
意 这 里 的 “粒子 ”并 不 一 定 是 实际 粒子 , 因为 FK 系统 可 描述 的 范围 很 广 ,只 要 
动力 学 方程 与 之 一 致 则 可 以 把 有 关 FK. 的 概念 和 结果 应 用 进来 . 


4.2.1 常 外 力 驱动 下 的 钉 扎 ~ 脱 钉 转变 


一 、 模 型 与 Middleton 禁 越 规则 
我 们 先 考虑 FK 系统 整体 受到 一 个 外 力 F(z) 的 作用 .在 耗 散 情况 下 ,系统 
的 运动 方程 为 ; 
ut, + K sinru) = us, -2u;t uj-1)+ F(1),-9»«j«oo, (4.2.1) 


这 里 |u(1)1 是 与 时 间 有 关 的 粒子 位 形 分 布 ,K 描述 周期 势 倒 的 高 度 .对 每 一 个 
初始 位 形 分 布 |1u (to。) ,上 述 方程 都 会 给 出 一 个 解 1u,(z)i .在 均匀 外 力作 用 下 ， 
初始 时 粒子 平均 间距 为 w 的 位 形 随 时 间 演 化 仍 可 保持 .如 果 初 始 位 形 是 周期 
的 , 即 1a (to) + ml = Lu C 2| IRR u; (1)1 随 时 间 仍 保持 周期 结构 . 上 述 方 
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程 有 以 下 对 称 性 : ME Lu, (21)1 是 方程 (4.2.1) 初 始 位 形 为 zu Cta) LE LAE 
任意 整数 rm, on lu (+)| 为 方程 (4.2.1) 的 以 o,, |u (ts)| 为 初始 条 件 
Bof. 

对 方程 (4.2.1) ,最 重要 的 一 般 性 结果 是 Middleton 禁 越 规则 :如 果 系 统 的 
初始 位 形 保持 (或 部 分 保持 ) 一 定 的 顺序 关系 , 即 如 果 iu Cto)! < 1o, Cta) i, JU TE 
任 一 时 刻 >to, 总 有 iu GOL io (2) | .这 个 保 序 的 特征 是 相互 作用 势 是 凸 函 


Acn ci Uo) . 当 相互 作 用 势 非 凸 时 ， 则 这 个 保 序 规则 不 再 总 是 成 立 . Middle- 
ton 禁 越 规则 的 重要 性 在 于 : 


(1) 一 个 初始 转动 有 序 的 位 形 在 任何 时 间 都 会 保持 转动 有 序 % ; 
(2) 一 个 初始 有 界 的 位 形 1u (zo)1 在 任何 时 刻 上 > 仍 保 持 有 界 ， 即 方程 
(4.2.1) 的 解 不 会 随时 间 演 化 越 来 越 混乱 ; 
N/2 


(3) 定义 系统 整体 的 运动 速度 5= lm Ar >) [a (ede E Middle- 
T Ja -N/2 40 


ton 禁 越 规 则 决定 了 平均 速度 o ETE. 当 参 数 K, w 及 外 力 下 (z) 的 形式 给 
XE. 则 系统 有 惟一 的 .这 在 实验 和 计算 中 非常 重要 , 它 排除 了 5 的 多 值 性 (多 
分 支 性 ). 


二 、 常 外 力 驱动 下 的 定 态 与 不 变性 
下 面 我 们 考虑 F(z ) = 下 为 常 外 力 的 情况 .由 于 此 时 方程 (4.2.1) 左 右 不 显 
含 时 间 ,因此 时 间 平 移 方程 形式 不 变 . 设 r,mEZ,rER, 则 变换 o,,，,: 
2, "Au (Ob m iuj c) t mi (iu, QD, (4.2.2) 
对 应 于 初始 位 形 为 o, m du (zo)1 的 解 .前 面 基态 的 讨论 中 我 们 引入 了 脱 钉 力 
F, „Middleton 禁 越 规则 导致 的 o 的 惟一 性 ,保证 了 F< F, BL o -0. F, 把 系统 
的 动力 学 分 成 两 个 区 域 : 当下 < F, 时 系统 处 于 钉 扎 区 ,当下 > F, 时 系统 处 于 
滑动 区 .图 4 一 8(a) 给 出 了 w=3/5,k=4.0 时 的 5~ 下 曲线 ,可 以 看 到 F~ 
0.191. 应 注意 的 是 ,即使 5=0, 也 不 能 说 明 系统 的 运动 停止 . 如 果 系 统 内 有 错 
公 度 , 则 错 公 度 仍 是 运动 的 ,但 由 于 只 是 微观 少数 粒子 参与 , 因此 系统 总 的 平均 
速度 仍 保持 为 零 .这 里 不 再 讨论 这 种 特殊 情形 .我 们 只 考虑 1u (1)| 为 定 态 的 情 
况 . 
设 iu(t)! 是 任意 定 态 解 ,rEZ, 则 |u,,(zt)1 也 是 一 个 定 态 解 .存在 某 一 个 
c € R 使 得 在 所 有 时 间 t, lu. COL m Lu Cr 01, 
or —- (u(t t c) - u; (0) 2 Qu 0) 7 u,(t))=rw, (4.2.3) 


D RIEL a | RE DAE AE TE ER o, MB alo, lu; BDF RK F | ul, BD 
新 位 形 整 体 左 移 或 右 移 ,或 者 |x 1 = lul. 
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图 4-8 (a) w=3/5,k=4.0 时 的 5 一 下 曲线 ，; 
(b) WAFER g(x)= f(x) - x WHA 


由 此 我 们 有 在 任意 +， 





w= u0. (4.2.4) 
类 似 的 讨论 可 得 到 方程 解 下 面 的 不 变性 : 
和 一) 二 7) (4.2.5) 
上 面 两 个 结果 可 写成 统一 的 表达 : 
Opm [enot mia) (Uj CO Em Lug Ql. (4.2.6) 


三 、 DHFR 

WAH EAR u (1)1 ,我 们 可 以 用 函数 Fx) — u(t) 来 代 换 ,这 里 
rc jw+ 51, 对 于 每 一 个 x, 了 f(x) 是 惟一 的 , 因此 jz) 是 一 个 单 值 的 实 函 数 . 
由 于 (4.2.5), f(x+1)=1+ f(x), 并 且 它 是 解析 的 单调 增加 的 函数 ,我 们 称 其 
为 动力 学 壳 函 数 .图 4- 8(b) 给 出 了 ga m fx) r 的 行为 ,这 里 w= 315, 
K =2.0,F=0.3, 400i FK 系统 的 定 态 平均 速度 w(t) 的 行为 也 可 由 壳 函 数 的 
性 质 得 出 : 对 于 w= plil p 互 素 ) 的 公 度 结构 ,v(i) 是 振荡 的 ,振荡 周期 为 本 
=1/( qo). IEA REAM RU, v(t) = 5 是 一 个 常数 . 

四 、 脱 钉 相 变 

对 于 FK 系统 来 说 , 当 FSF, 时 , 链 会 在 周期 势 场 中 运动 ( 脱 钉 ) .粒子 在 周 
期 势 场 中 的 运动 问题 是 物理 上 非常 重要 的 方面 , 它 涉及 输 运 、 超 导体 转变 、 界 面 
等 许多 问题 .最 简单 的 是 单个 粒子 在 势 场 中 的 运动 .在 只 有 常 外 力作 用 下 , 粒子 
的 脱 钉 相 变 实际 上 是 动力 系统 理论 中 鞍 结 分 倪 的 情况 .在 F, Eo 的 行为 为 

per 'x(F-F,)'’, (4.2.7) 

这 里 r 是 粒子 在 一 个 势 阱 内 的 逗留 时 间 . 当 FK 的 结构 是 公 度 的 时 候 (w = p/ 
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gq) ,运动 问题 会 简化 为 g 个 自由 度 系 统 的 运动 . 当 F>F, 时 ,系统 处 于 滑动 态 ， 
动力 学 壳 函 数 F(z) 的 存在 性 使 得 公 度 结构 脱 钉 转变 的 分 析 可 以 用 单一 自由 度 
运动 来 描述 : 

u=h(u), (4.2.8) 
RB h(u) = Of (xe), e= f Qu). f^ ETET B 2 71 2 76 BUB PLURI HE 
证 .很 容易 看 出 ,h(w) 是 周期 的 ,在 转变 点 附近 每 个 周期 内 有 q 个 局 域 极 小 值 ， 
它们 与 下 = F, 时 粒子 的 静态 位 形 1u1(j =1,2,…,g) 相 联系 ,如 图 4-9(a) 所 
示 . 由 于 上 述 的 单 自由 度 描述 ,在 F, 附近 公 度 结构 5 的 行为 与 单 粒子 情况 完全 


voc(gr) 'o(F-F,)'”, (4.2.9) 





图 4-9 (a) 公 度 情况 的 h(u) 的 行为 ; 
(b) 非 公 度 情况 下 h(u) 在 不 同 下 下 的 情况 


非 公 度 结构 的 脱 钉 转变 相对 较为 复杂 .在 Aubry 相 变 点 以 下 (K<K., 基 态 是 非 
钉 扎 态 ) 时 , 非 公 度 结构 的 耗 散 动力 学 不 存在 脱 钉 转变 ,只 要 下 >0, 系 统 就 会 以 
常 速 度 v(1) = voc F 运动 . 当 开 > 天 .时 , 非 公 度 基 态 处 于 钉 扎 态 , 此 时 需要 一 
个 有 限 大 小 的 外 力 OF, 才能 使 结构 产生 运动 .系统 结构 的 非 公 度 性 使 得 我 们 只 
能 处 理 一 个 无 限 大 自由 度 的 问题 ,而 不 能 像 公 度 情 况 那样 化 为 单 自 由 度 情 况 处 
H. 
1E F< F, 时 ,讨论 非 公 度 结构 动力 学 重要 的 数值 分 析 工 具 就 是 转动 有 序 静 
态 的 线性 稳定 性 分 析 . 对 无 理 数 w, 可 用 有 理 允 近 的 方法 处 理 .例如 最 重要 的 黄 
金 分 割 的 情况 w = (VY5+1)/2, 它 可 以 用 Fibonacci 数列 通 近 :rw = FF,[F,_1,n 
—0o ,其 中 Fibonacci 数列 为 : 
Fo=1,Fi=1,F,ri=F,+F,-r nn™*%. (4.2.10) 
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因此 w, =…,8/$,13/8 ,21/13 ,34/21,… 可 以 以 最 快 的 速度 逼近 w. 

4 FF, 时 ,对 非 公 度 结构 运动 的 分 析 又 可 以 约 化 到 单 变 量 的 情况 ,因为 
此 时 系统 同样 存在 解析 的 单调 动力 学 过 函数 Fox). ú = hCu). El 4 - 9(b) iB tH 
T hlu ERA 下 下 的 情况 ,可 类 似 看 到 有 一 系列 极 小 值 .因此 与 这 些 极 小 值 相 
联系 的 粒子 在 势 阱 的 逗留 时 间 为 coc (F -下 )”. 应 当 注 意 到 ,除了 上 面 与 公 度 
情况 的 共同 点 之 外 ,二 者 还 存在 明显 的 不 同 , 即 在 Fa 附近 公 度 情况 h(u) 的 局 域 
极 小 值 个 数 保持 为 g ,而 非 公 度 时 局 域 极 小 值 的 个 数 在 FF, 时 趋 于 无 穷 多 ! 
ARR ALR: 


Q9 (F-F,), (4.2.11) 
这 样 , 非 公 度 结构 在 F, 附近 5 的 临界 规律 为 : 
voc(gr) 'occ(F - F,)',£—-1/2* 6, (4.2.12) 


这 里 是 与 K Mw 都 有 关 的 量 . 一 般 情况 下 ,5E(1/2,1), 图 4-10 给 出 了 mw 
= w, K=2.0 NM oC F) HA, F, 附近 的 规律 为 gs<0.74, 从 这 里 我 们 可 以 
BBA PARA RAR TARY BARR. 


0.00 
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 


K 4-10 w-w,,K-2.0Bf 8g 
oC F) BA 





4.2.2 周期 力 驱 动 下 的 共振 行为 


本 节 我 们 考虑 FK 系统 在 周期 外 力作 用 下 的 耗 散 动力 学 . 设 周 期 力 是 均匀 

地 加 到 系统 上 的 ,FE(i)=FCt+T 了 ). 运 动 方程 仍 由 (4.2.1) 描 写 . 很 容易 看 出 , 若 
|u, CL) HER BEL RAE A |u (io) 的 解 , 则 由 下 面 变 换 定义 的 

o, m du (t) = lu, (ts Y) t mi (4.2.13) 


是 系统 初始 位 形 分 布 为 o,mo lu GO BRE rm, s€Z, Y, - VT 为 周期 
力 的 频率 . 
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在 有 周期 力 的 驱动 下 ,FK 系统 的 动力 学 不 仅 存 在 空间 尺度 竞争 ,而 且 还 存 
在 时 间 尺 度 的 竞争 . 当 上 述 的 变换 具有 不 变性 , 即 
tu (Ol =0,,., tu Cet (4.2.14) 
时 ,我 们 就 说 此 解 是 共振 的 ,由 此 ,周期 力 的 相位 变换 s 个 周期 的 时 间 等 于 FK 
系统 在 空间 平移 rw + m 的 时 间 , 即 


| rwtm 


M 
元 一 一 ， (4.2.15) 


L^ 


v 为 粒子 平均 间距 .这 样 FK 系统 共振 解 的 平均 运动 速度 为 


At= 





ru tm 


5 (4.2.16) 
we o WU BE (rms) XE FEARS BEM. TER wir mss) 
有 惟一 的 最 小 值 . 当 * = 1 时 ,我 们 称 共振 是 简 谐 的 , 当 ;>1 时 共振 是 亚 谐 的 . 当 
然 此 处 的 (r,m ,s) 是 不 可 约 的 .上 面 的 共振 反映 出 系统 与 周期 外 力 的 同步 行为 
(gie). 

一 、 周 期 开关 常 外 力 下 的 运动 
我 们 先 考虑 下 面 的 周期 力 情形 , 它 是 用 周期 地 开关 常 外 力 来 实现 的 "2 : 
F,t€(nT,nT + ta) 
Fd , 
O, £C (nT * t, (n * 10 T) 
其 中 n€2Z,1 为 常 外 力 下 的 作用 时 间 . 为 方便 分 析 , 下 面 设 c, BB LUI F B 
作用 相当 于 一 个 短 时 的 脉冲 .在 短 时 脉冲 时 ,前 面 常 外 力 的 结果 可 以 用 到 这 里 . 
我 们 先 讨 论 公 度 结构 的 情形 .我们 选 初始 位 形 为 w= pjgq(p,g&€Z) 的 基态 
iu,1( 这 可 以 在 撤去 外 力 后 容易 得 到 ). 当 F<F, 时 ,上 面 的 脉冲 力 不 足 以 引起 
系统 的 运动 ,5=0. 即 使 当下 >F, 时 ,如 果 心太 得 ,初始 基态 位 形 没有 足够 时 间 
移出 吸引 域 , 系 统 也 不 会 向 一 个 方向 运动 ,5=0. 当 下 <F, 且 i 足够 大 (当然 要 
相 比 工 较 小 ) 时 ,在 关闭 下 期 间 系统 就 可 以 弛 殉 到 一 个 稳定 的 位 形 | u;1. 对 标 
E FK 情形 ,i wi1 具 有 下 面 的 形式 : 
fuil={uj.,+ml,r,mEZ, (4.2.18) 
因此 在 外 力 的 一 个 周期 TO OR HE rw + m, 则 简 谐 共振 的 
平均 速度 为 





v= 


(4.2.17) 


五 /yo = rwtm. (4.2.19) 

图 4-11(a) 给 出 了 za=LU3,K=2.0,T=21,tuw=1 时 的 vCF) 曲线 , 纵 轴 用 

qol Y, 表示 ,9 为 w= pla 的 分 母 .可 以 看 到 只 有 五 = ny lq 的 台阶 出 现 ,mEZ. 
每 一 个 台阶 都 代表 一 种 共振 状态 ,每 两 个 台阶 之 间 是 不 连续 的 . 

对 于 处 于 Aubry 相 变 以 下 的 非 公 度 结构 ,基态 的 集合 是 连续 的 ,外 周期 力 的 
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1.0 





图 4-11 (a) 公 度 情况 开关 力作 用 的 5( 玉 ) 曲 线 ;(b) 非 公 度 的 去 (下 ) 曲 线 


作用 不 会 产生 锁 模 ,因此 z(F) 曲 线 是 连续 的 .这 一 点 可 以 从 图 4 一 11(b) 中 的 线 
a 看 出 来 ,这 里 w= wo ，,K=0.1<K.. 当 非 公 度 结构 处 于 Aubry 相 变 点 以 上 时 ， 
系统 的 运动 又 会 出 现 与 公 度 结构 类 似 的 锁 模 现象 ,FT( 下 ) 曲线 由 一 系列 台阶 组 
成 .当然 由 于 w 是 无 理 数 ,这 些 台 阶 就 不 再 均匀 (等 间隙 ) 地 出 现 ,如 图 (b) 中 的 
线 b 所 示 ,K =4.0>K,. 

二 、 余 弦 力 驱动 下 的 锁 模 行为 

下 面 考虑 一 个 由 直流 力 与 余弦 交流 力 组 成 的 周期 力 ?? 0 0, 

F(t)=F + F,cos(2xy,1). (4.2.20) 

其 中 代表 直流 力 的 大 小 , F, 代 表 交 流 力 的 幅度 ,Y。 为 周期 力 的 频率 .当天 = 
0 时 ,系统 是 完全 可 解 的 : 





. = FE, . 
uj (1) = jw * Ft t 4 sinn yet) + a, (4.2.21) 


其 中 a 为 任意 相位 (系统 平移 不 变性 ). 当 K >0 时 ,系统 存在 两 个 竞争 的 频率 
(时 间 ) 尺 度 :周期 力 的 频率 yx。 和 直流 力 F 驱动 下 粒子 在 周期 势 场 中 运动 的 速 
度 (频率 ) .二 者 之 间 竞争 的 结果 会 导致 较为 复杂 的 同步 运动 . 

当 w 为 整数 时 ,在 基态 时 每 一 个 粒子 都 处 于 周期 势 势 阱 底部 ,有 外 力 时 上 
面 的 问题 可 约 化 成 单个 粒子 的 运动 : 


ù = - ZsinQxu) + F + F, cosQxya t). (4.2.22) 


这 个 系统 运动 的 平均 速度 o CF) d d BUB PA A BSE RIT REM SRR 
结实 验 中 表现 为 Shapiro 台阶 ,并 得 到 了 广泛 深入 的 讨论 . 
对 于 有 理 的 非 整数 ww ,我 们 同样 可 观察 到 简 谐 和 亚 谐 共振 台阶 : 


rw tm 


BY = (4.2.23) 
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图 4-12(a) Ae B] E24 w —1/2, K =4.0.F, 20.2, y, 20.2 时 的 o (Fd 
与 脉冲 力 不 同 , 除 了 共振 台阶 之 外 ,在 台阶 之 间 还 有 连续 的 曲线 ,在 此 处 ,系统 为 
非 锁 定 状 态 .值得 注意 的 是 ,如 果 把 大 台阶 之 间 连 续 部 分 放大 ,还 可 以 发 现 小 的 
亚 谐 共振 台阶 ,如 图 4-12 中 的 小 图 (a) 所 示 (s=2). 这 些 亚 谐 台 阶 可 通过 计算 
定 态 解 的 最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数 和 看 到 , 当 指 数 为 负 时 ,系统 处 于 亚 谐 共 振 锁 模 


态 .图 4-12(b) 给 出 了 相应 于 图 (a) 参 数 下 在 一 小 区 域 中 4 的 变化 情况 ,可 以 看 
到 很 多 <0 的 区 域 . 





0 一 0. 

010150202503035040450.5 — 703 0.305 0.31 0.315 
F F 
(a) (b) 


El4—12 (a) 4% w - 1/2, K 24.0. F,, 0.2, yo 0.2 FER CF) AR 
(b) 相应 于 图 (a) 参 数 下 一 小 区 域 中 a. 的 变化 情况 


Floria 与 Falo 研究 了 非 公 度 结构 的 情况 . 为 方便 下 面 的 讨论 ,我 们 分 析 黄 金 
分 割 倒数 平均 间距 的 情况 , 即 w= wu! = (V5 一 1)/2. 对 于 小 的 K ,系统 在 外 力 
作用 下 非 公 度 结构 不 会 产生 锁 模 行为 ,因而 
DOF. (4.2.24) 
为 方便 研究 ,可 以 类 似 于 前 面 引 入 的 动力 学 壳 函 数 .但 由 于 周期 力 的 存在 ,这 里 
的 壳 函 数 应 当 是 二 维 的 BD FLz,y). 系 统 状态 可 表 为 : 


u,(t)=fCiwt tt+a,7%ot + B), (4.2.25) 
这 里 a,b 为 任意 相位 .函数 F(z,y) 是 y 的 周期 函数 和 z 的 阶 牙 周 期 函数 : 
flr+t+l,yt+1)= f(rt+1,y)=1+ f(x,y). (4.2.26a) 
因此 同样 可 用 另 一 z, y 均 为 周期 的 函数 
gx.) f(x.y)-c (4.2.26b) 


代替 .动力 学 壳 函 数 f(x y) 24 K,F, Fe, yV 变化 时 也 连续 变化 . 当 天 一 0 时 ， 
fla, wh 





Fa . 
f(x,y) = x + ary sinn), (4.2.27) 
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这 个 函数 在 x ,y 平面 是 连续 解析 的 .一 个 小 的 K 对 fu(x,y) 只 是 加 上 了 调制 ， 
其 解析 性 仍 保留 . 系统 存在 临界 的 与 o XB K.(0),4 KD KL BE, f(x,y) W 
解析 性 被 破坏 .这 种 现象 与 基态 的 Aubry 相 变 很 类 似 , 但 它 是 在 耗 散 的 驱动 动力 
学 系统 中 的 转变 .图 4-13 给 出 了 开 =1.4,4.0 和 已 =0.2,7Y。=0.2 时 动力 学 
过 函数 g(x,y) 的 情况 ,可 以 看 到 K=1.4 时 g(x,y) 是 连续 的 ,而 K=4.0 时 
就 变 得 不 连续 .这 种 相 变 称 为 动力 学 Aubry 相 变 .从 动力 学 上 看 ,基态 Aubry fH 
变 是 非 公 度 结构 由 钉 扎 态 向 滑动 态 的 转变 ,而 动力 学 Aubry 相 变 则 是 由 锁 模 态 
向 非 锁 模 态 的 转变 . 





图 4-13 K-1.4,4.0 fl F,, 20.2, y, - 0.2 HAA 
过 函数 g(x,y) 


由 于 动力 学 过 函数 F(z,y) 的 解析 性 破坏 , 当 K< K. (a)i, a CF) HR a 
不 再 是 连续 的 ,而 是 由 许多 台阶 组 成 的 .特别 当 K 较 大 时 ,可 从 五 (下 ) 线 上 看 到 
无 穷 多 的 锁 模 共振 台阶 : 
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ol yy = (rw * m)/s. (4.2.28) 
图 4-14 给 出 了 K=1.4,2.8,4.0 时 三 条 04 
五 (下 上) 曲线 ,可 以 看 到 大 K 时 的 共振 台阶 . 0.35 
这 些 台阶 对 于 固定 的 w= (/5 -1)/2 可 用 
三 整数 对 (r,m,s) 来 描述 . 对 非 公 度 情 况 5 02 
(r,m,s) 可 以 约 化 到 最 小 且 惟 一 .图 4 一 15 015 
给 出 了 当 Fe -0.2,y»,-0.28 ior °! 
模 共振 在 (K,F) 平 面 的 相 图 .我 们 可 以 看 0 
到 许多 的 共振 舌头 (Arnold 舌头 ), 每 一 个 
舌头 都 与 (r, m,;s) 惟 一 对 应 .系统 较 大 的 
舌头 (0,0,1) 对 应 于 9 - 0( 钉 所 情形 ). 括 图 4-14 K=1.4,2.8,4.0 
头 的 宽度 随 开 的 减 小 而 变 窗 ,在 某 一 K. 时 的 去 (下 ) 曲 线 
收缩 为 零 .因此 ,不同 共 振 舌 头 的 尖端 起 始点 K. 都 不 一 样 . 但 状态 由 舌头 内 移 
到 舌头 外 时 ,系统 就 会 发 生动 力学 Aubry 相 变 . 





图 4-15 F,-0.2,y,-0.2 时 的 锁 模 
共振 在 (K ,FF) 平 面 的 相 图 


4.3 Frenkel-Kontorova 系统 的 小 阻尼 时 空 动 力学 


4.3.1 模型 


前 面 我 们 讨论 了 FK 系统 在 外 力 驱 动 下 的 耗 散 动力 学 .在 一 些 情况 下 ,系统 
惯性 项 的 效应 可 以 不 予 考虑 .但 在 更 多 情况 下 ,由 于 系统 受到 的 阻尼 不 太 大 ,局 
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性 项 仍 起 着 重要 的 作用 ,因而 在 分 析 时 就 要 考虑 它 的 影响 .本 节 我 们 要 考虑 下 面 
的 FK 系统 : 
0, + yd, * sin0, = K(0,,, - 20; * 0, 1)+F(1),i=1,2,.…,N, (4.3.1) 

这 里 我 们 用 K 代表 振子 间 的 相互 作用 强度 (注意 :前 面 讨 论 中 K 是 代表 周期 势 
的 高 度 ) ,y 是 阻尼 系数 ,下 (1 ) 为 均匀 作用 于 FK 系统 上 的 力 . 本 节 我 们 主要 考 
虑 直流 力 的 情形 :F(z)= 下. 这样 做 的 原因 主要 在 于 考虑 了 惯性 项 6, 之 后 ,系统 
本 身 的 动力 学 行为 已 经 比较 复杂 了 ,而 用 直流 力 研 究 可 以 充分 揭示 系统 内 部 的 
时 空 尺 度 竞 争 .车 F(1) 与 时 间 有 关 , 则 系统 又 引入 了 新 的 时 间 尺 度 ,势必 使 系统 
分 析 变 得 更 加 困难 ,不 易 抓 住 要 害 . 另 外 ,为 便于 分 析 ,我 们 选用 标准 的 FK 系统 
为 出 发 点 ,相互 作用 选用 最 简单 的 简 谐 作用 . 上面 的 运动 方程 被 用 来 研究 相当 多 
的 物理 现象 ,如 电荷 密度 波 的 输 运 行为 .表面 滑动 摩擦 问题 .纳米 尺度 的 摩擦 问 
题 .约瑟夫 森 结 阵列 、 自 组 织 临 界 性 、 固 体 的 热传导 问题 等 等 .最 简单 的 力学 模型 
就 是 一 系列 弹 得 连接 的 单 摆 在 外 力矩 作用 下 的 动力 学 行为 .因此 上 面 的 简单 系 
统 可 以 描述 许多 不 同 物 理 体系 中 的 现象 ,对 它 的 研究 可 以 发 现 这 些 不 同 物理 系 
统 中 不 同行 为 表现 背后 的 共同 本 质问 题 . 

尽管 上 面 的 系统 看 起 来 十 分 简单 ,但 它 有 十 分 丰富 的 动力 学 行为 ,也 只 是 近 
十 年 来 这 个 系统 才 得 到 了 较为 细致 的 研究 .这 项 研究 的 主要 动力 来 自 于 对 表面 
滑动 摩擦 问题 2%] 和 超导体 约瑟夫 森 结 耦合 阵列 5? 的 实验 结果 .表面 摩擦 问题 
本 来 是 一 个 老 问题 ,但 实验 上 对 表面 及 尺度 的 要 求 比较 高 ,尤其 是 当 人 们 试图 从 
微观 上 去 理解 摩擦 问题 时 ,对 实验 设备 就 提出 更 高 的 要 求 .在 纳米 尺度 的 摩擦 问 
题 实验 也 是 近 十 几 年 的 事情 ,通过 对 摩擦 力 与 运动 速度 及 负载 的 关系 的 研究 ,人 
们 提出 了 类 似 于 上 述 方程 的 模型 ,而 揭示 出 的 许多 现象 用 上 面 的 FK 系统 也 可 
实现 ,因而 用 FK 系统 做 一 些 定性 的 分 析 使 得 人 们 对 这 一 系统 的 非 线 性 动力 学 
有 了 很 多 新 的 认识 . 另 一 个 大 的 方面 是 看 合约 瑟 夫 森 结 中 涡 旋 动力 学 ( 磁 通 动力 
学 ) 的 研究 .我 们 知道 ,单个 的 约瑟夫 森 结 是 用 相位 差 0 来 描述 ,其 方程 正 是 经 
典 力 学 中 的 单 摆 运 动 方程 .因此 ,研究 约瑟夫 森 结 阵列 的 动力 学 不 仅 有 超导体 性 
质 研究 的 意义 ,用 它们 来 研究 一 些 非 线 性 动力 学 行为 也 是 非常 理想 的 ,如 它们 已 
被 用 来 研究 耦合 非 线 性 振子 的 同步 . 非 线性 格 点 系统 中 波 的 传播 及 时 空 系统 复 
杂 动 力学 等 . 当 考 虑 约瑟夫 森 结 阵列 采取 扩散 型 近邻 耦合 时 ,系统 就 可 用 FK ES 
型 来 描述 . 

我 们 一 般 关 心 系 统 的 长 时 间 及 空间 平均 行为 ,而 FK 系统 的 平均 速度 与 外 
力 的 关系 在 耦合 约瑟夫 森 结 中 表现 为 直流 电压 V 与 电流 1 之 间 的 关系 .实验 表 
明 ,测量 系统 的 T- V 曲线 会 出 现 不 连续 的 台阶 现象 ,说 明 系 统 在 即使 没有 交流 
力 时 也 会 出 现 共振 现象 ,对 应 于 FK 系统 就 是 系统 的 平均 速度 会 出 现 共 振 台 阶 ， 
而 这 些 台 阶 反映 出 外 力 的 增加 并 不 导致 更 大 的 速度 282 .我 们 将 在 本 节 中 对 
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此 进行 讨论 ,研究 这 些 共振 产生 的 机 制 ,并 给 出 它们 的 表达 式 . 我 们 还 将 分 析 在 
这 些 台阶 上 的 动力 学 及 其 在 台阶 之 间 转 变 时 动力 学 的 变化 . 除 研究 标准 的 FK 
模型 外 ,我 们 还 将 考虑 耦合 为 非 凸 函数 的 情形 ,分 析 耦 合 的 非 凸 性 所 带 来 的 非 线 
性 效应 . 
在 上 述 方程 中 并 未 出 现 粒 子 间 平均 间距 a (RASA ARO BAK 
度 ), 它 实际 隐 含 于 系统 的 边界 条 件 中 .本 节 我 们 主要 考虑 周期 调制 边界 条 件 : 
0,,v(t)=0(1)+2xM=0(t1)+ Na, (4.3.2) 
即 粒 子 间 的 平均 间距 a = 2xMIN , M EZ 代表 在 链 上 扭 结 的 净 数 目 . 它 由 初始 
时 给 出 ,但 在 之 后 是 固定 的 ,不 再 随时 间 改 变 .用 约瑟夫 森 结 的 语言 来 说 ,M 即 
涡流 或 磁 通 量子 的 数目 ,它们 都 是 系统 的 拓扑 量 ,由 初始 条 件 给 定 ,可 以 调节 .很 
显然 ,方程 (4.3.1) 在 M 一 M +N 时 保持 不 变 ; 另 外 ,如 果 10 CO TIERE M = 
M, 的 解 , 则 19、_; (| NAR M = - Mu, 的 解 .这 两 个 解 只 是 镜像 的 关系 ,因而 


只 需 研究 M=0,1,…, 方 N 情况 即 可 . 


如 果 考 虑 开放 边界 的 情况 ,本 节 讨论 的 主要 结果 仍然 适用 .读者 可 用 下 面 的 
开放 边界 条 件 


MR (4.3.3) 


0 (1) = Oy (Ct) + 2nf 


去 检验 后 面 的 结果 .这 里 fE [0,1/2]€R 称 为 阻 挫 . 当 N 很 大 时 ,两 种 边界 条 件 
的 结果 趋 于 一 致 . 


4.3.2 连续 化 极限 :Sine-Gordon 方程 


上 面 的 运动 方程 (4.3.1) 实 际 上 是 Sine-Gordon 方程 的 空间 分 立 化 形式 , 因 
此 Sine-Gordon 方程 的 有 关 结 果 可 以 直接 应 用 到 分 立 情形 .但 分 立 化 带 来 了 新 
的 效应 一 一 声 子 辐射 ,直接 导致 了 共振 现象 .我 们 在 这 里 先 考虑 连续 化 极限 下 的 
有 关 动 力学 . 
我 们 可 以 把 格 点 j 用 连续 变量 x =j/N 代替 , 则 耦合 部 分 变 为 
V30,(:) 2 (6,,,-7 20, * 6.) 
—[0xr- IIN,t) -20(x t) * Cx - UN,O] (4.3.4) 


= quo 02x! = xs Cr n 


上 面 只 保留 到 二 阶 导数 .相应 地 方程 (4.3.1) 化 为 
6, + y0, * sin Ó- F * 40, , x € [0,1], (4.3.5) 
其 中 和 = KIN ,边界 条 件 为 
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ARE 


0, (xt i,t)- 0, (zsr)， (4.3.6) 
Sine-Gordon Fi #2 f£ 9b 71 SR BHF B — 7h JUL SES RE RR. RITS 
Ox, t)=ACE), t rt*ut, (4.3.7) 
u 为 波 速 ,为 待定 量 .将 其 代 人 方程 (4.3.5) ,可 得 
(u? -A7 )h (CE) + urh (Ct)+sin h(t)=F, (4.3.8) 


边界 条 件 为 A(5+1)=A(5)+2rM. 上 述 关 (5) 方 程 为 阻尼 直流 驱动 单 摆 运 动 
方程 ,有 效 质量 为 (wu — 2°) ,阻尼 系数 为 uy. 
先 假定 u >A ,将 变量 标 度 C V u - A 7, 上 述 方 程 化 为 
dhidy + adh/dn+ sin g^ F, (4.3.9) 
其 中 a= Y/Y1- (Alu) .当下 足够 大 时 ,此 方程 有 周期 解 (运动 解 ). 下 减 小 时 ， 
此 解 失 稳 . 当 a € (0, a  ) 时 ,系统 会 经 历 同 宿 分 岔 ; 当 a m a 时 ,系统 经 历 鞍 结 


NB a” 71.2, 1E a € (0,0 ) 及 下 的 一 个 区 域内 ,系统 的 周期 解 与 不 动 点 解 共 
存 . 


方程 (4.3.9) 的 周期 解 满 足 


h(n+ T,) 2 h(9) *2x, (4.3.10) 
其 中 工 ,为 解 的 周期 .由 边界 条 件 (4.3.6) 可 知 : 
M =V- Tas (4.3.11) 
因而 
T,-Va - y (MA), (4.3.12) 


由 于 T Ea AF 的 函数 , 当 我 们 把 o 作为 自由 参量 时 ,因为 7,M ,4 均 可 知 ,由 
此 式 可 以 确定 Fla). H a 可 以 得 到 : 
u=A/V1- Cla, (4.3.13) 
a 的 变化 对 应 于 下 的 变化 ,因此 此 式 给 出 了 行 波 波 速 u 与 下 的 关系 .a 的 变化 
TREO [ y, 99) CE (4.3.13) 3. 4 a oo Hf, u—> AL T, 7%, F 
J1+ QxyMAY 5 F5 a— y Bl uo, T, 0, F—2xyMu. 
对 于 u< 的 情况 ,系统 对 应 于 另 一 支行 波 解 .我 们 采取 下 面 变量 代 换 : 


t£--/A -u g,.h-n-g, (4.3.14) 
则 方程 (4.3.8) 化 为 
d gld + adgldg * sin g=F, (4.3.15) 


其 中 a= r[ V Gfuy - 1,8 
uc AIV Yt CylaY , (4.3.16) 
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相应 地 T,(a,F)=Va ty (MYA) .此 时 acE(0,c). 当 ca 一 oo 时 ,ww 一 人 ， 
T >, F— F,53$ a0 BE u>0, T,, >, F-*0. 

上 面 两 种 情况 构成 了 sine-Gordon 方程 (4.3.5) 的 两 支 解 .系统 的 运动 速度 
v=《d9/dt)=2xMu. 图 4-16 给 出 了 w 与 下 的 关系 曲线 .可 以 看 到 整个 曲线 在 
v=u 处 被 分 成 左右 两 支 .右边 一 支 ( 对 应 于 wu >) 具有 和 较 高 的 速度 ,我 们 称 为 
高 速 区 ,左边 一 支 则 称 为 低速 区 ,vw.=2x VKMIN .可 以 看 到 在 v 很 大 时 wv 与 F 
之 间 是 直线 的 关系 ,这 与 我 们 的 直观 结果 是 相符 合 的 . 


6x 


hE) (a) 
4n 
2n 
1 VSU. 
0 1 2 3 
R? én hÈ) 
(b) (5 
EN 4n 
1 
| 2x 
! E 
0 v 3 0 1 2 3 
图 4 一 16 sine-Gordon 方程 的 图 4 一 17 sine-Gordon 方程 在 低速 
v( 下 ) 关 系 曲线 和 高速 两 个 区 域内 的 波形 


前 面 的 分 析 没 有 讨论 v( 下 ) 曲 线 上 行 波 运动 的 稳定 性 .研究 表明 , 行 波 解 在 
低速 区 都 是 稳定 的 ,而 是 在 高 速 区 负 和 斜率 部 分 是 不 稳定 的 .值得 注意 的 是 ,在 低 
速 区 和 高 速 区 , 行 波 的 波形 1(5) 是 不 一 样 的 .图 4- 17 给 出 了 在 两 个 区 域内 的 
波形 情况 (对 应 于 w( 下 ) 曲 线 上 的 (a),(b) 点 ). 可 以 看 到 在 低速 区 的 行 波 波形 出 
现 数 个 很 陡 的 扭 结 结构 (多 个 扭 结 来 自 于 M>1i), 疡 在 5 的 一 点 范围 内 保持 不 
AS ,在 扭 结 区 域 有 很 陡 的 2x 变化 . 当 uA 时 ( 即 o v, ), 扭 结 的 宽度 趋 于 0， 
可 以 看 到 速度 o 被 压缩 在 v. 附近 .此 时 的 临界 速度 v.( 或 wx.=%) 称 为 扭 结 的 光 
速 ( 扭 结 收缩 的 机 制 与 Lorentz 收缩 类 似 ) .在 高 速 区 , 当 uA Coo v; ) 时 ACE) 
解 也 会 出 现 类 似 的 收缩 ,但 由 于 靠近 vo. 的 负 斜 率 部 分 动力 学 上 的 不 稳定 ,因而 
这 种 扭 结 收缩 在 高 速 区 观察 不 到 .因而 可 观察 到 的 波形 A(5) 与 5 几乎 是 线性 
变化 的 , 因 定 可 称 此 时 的 扭 结 是 拉 伸 的 或 延展 的 . 


4.3.3 低速 区 的 共振 现象 及 动力 学 
一 、 共 振 台 阶 的 机 制 及 平均 场 理 论 
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对 连续 化 极限 的 讨论 使 我 们 对 FK 系统 的 大 致 动力 学 行为 有 了 一 个 总 体 认 
识 .系统 在 外 力 的 作用 下 分 为 低速 区 和 高 速 区 两 个 截然 不 同 的 运 到 区 域 .低速 区 
时 系统 为 压缩 的 扭 结 运动 ,而 在 高 速 区 压缩 的 扭 结 则 被 拉 伸 .对 于 分 立 化 的 FK 
格 点 系统 来 说 , 这 两 个 区 域 仍然 保留 , 但 由 于 分 立 化 , 使 得 系统 又 有 了 有 别 于 
连续 的 情况 和 新 现象 .共振 现象 即 为 一 种 表现 .我 们 首先 着 眼 于 低速 区 的 情况 . 
为 研究 系统 的 整体 行为 , 我 们 会 ree 


x» (8), (4.3.17) 


这 里 (代表 时 间 平 均 .另外 我 们 用 6 = MIN 表示 链 内 拓扑 扭 结 数目 与 总 粒子 
数 的 比值 .下 面 的 结果 中 我 们 看 到 , 系统 的 动力 学 性 质 取 决 于 8 ,而 与 N 的 大 小 
没有 直接 关系 . 

在 低速 区 ,由 看 合 项 的 分 立 性 带 来 的 直接 后 果 就 是 整体 行 波 在 运动 过 程 中 
会 辐射 出 小 幅 线 性 波 ( 下 面 称 为 声 子 , 因 它 是 由 振荡 引起 的 ). 在 这 个 行为 背后 的 
关键 机 制 就 是 耦合 链 与 周期 势 场 的 竟 争 作用 .在 连续 化 极限 下 ,尽管 周期 势 场 存 
在 , 它 的 作用 由 Sine-Gordon 方程 给 出 .而 在 分 立 情况 下 ,由 于 粒子 间 相 互 作用 
强度 有 限 ,耦合 链 在 非 均 周期 场 中 运动 时 会 发 生 格 点 与 势 的 相互 作用 ,其 后 果 就 
是 使 得 扭 结 (kink) 在 运动 时 不 是 固定 不 变形 的 , 它 会 产生 小 幅 振 功 . 图 4-18 给 
WY dt F=0.4,N=100,M=1,y=0.1, K 2 1.0 时 某 一 时 刻 粒子 的 位 置 分 布 ， 
我 们 可 以 观察 到 总 体 上 系统 位 形 结构 是 一 个 扭 结 结构 ,与 连续 情况 类 似 .所 不 同 
的 是 ,在 靠近 扭 结 的 地 方 有 一 些 粒 子 的 位 置 在 平衡 位 置 附近 作 振 荡 型 分 布 . 因 
此 ,在 分 立 格 点 情况 下 ,系统 的 行 波 结构 是 由 运动 的 扭 结 骨 架 和 围绕 骨架 的 辐射 
声 子 波 构 成 .运动 扭 结 的 声 子 辐射 现象 曾 由 Currie 5€" Peyrard 与 Kruskal” 
以 及 其 他 研究 者 2! 数值 讨论 过 ,而 且 这 一 现象 在 约瑟夫 森 结 阵列 实验 中 也 
观察 到 .通常 声 子 的 辐射 含有 多 种 频率 模式 .在 某 些 情况 下 ,其 中 一 些 特定 的 模 


1.2 
1.0 


j 


图 4-18 小 阻尼 下 某 一 时 刻 粒子 的 位 置 分 布 
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式 会 与 扭 结 的 运动 模 发 生 共 振作 用 ,因而 产生 锁 相 行为 .这 种 情况 发 生 在 线性 模 
被 单独 激发 (共振 ) 时 .这 种 锁 相 行为 反映 在 粒子 的 运动 上 就 是 系统 的 平均 运动 
速度 o 出 现 共 振 台 阶 .在 台阶 上 ,虽然 外 力 一 直 增 加 ,但 锁 相 速度 没有 明显 增 
加 .从 后 面 我 们 可 以 看 到 ,外 力 所 注 人 的 多 余 能 量 使 系统 的 动力 学 变化 复杂 化 . 
根据 上 面 的 分 析 ,我 们 下 面 对 锁 相 行为 进行 较为 系统 的 推导 和 描述 . 设 FK 
系统 的 定 态 扭 结 解 为 19* | ,j=1,2,…,NN. 在 外 力 驱动 下 扭 结 沿 外 力 的 方向 运 
动 .分 立 格 点 使 扭 结 在 运动 中 辐射 声 子 ,我 们 可 以 在 运动 方程 (4.1.1) 的 运动 扭 
结 解 附近 线性 化 ,0,(1)= 0; (2) + u(t), 可 得 到 
ü, + yu, + [ cos( 07 Ju, —k(u,.-2uj* Wj-1) ,j= 1,2,.…,N. 
(4.3.18) 
对 于 较 小 的 y ,我 们 可 以 将 上 面 方程 中 的 耗 散 项 略 去 ,我 们 就 得 到 保守 的 运动 方 
程 : 
ü;*[cos(07 )]u;  KCuj., 7 2u, t uj), (4.3.19) 
我 们 的 目的 在 于 得 到 线性 声 子 辐射 的 色散 关系 .但 上 面 方程 中 左边 第 二 项 的 
cos( 07 ) 是 一 个 与 格 点 ; 有 关 的 量 , 这 使 得 色散 关系 的 得 出 变 得 困难 .由 图 4 一 18 
可 以 看 出 , 声 子 辐射 只 是 在 扭 结 的 尾部 ( 尾 波 ,wake) 发 生 ,因此 我 们 可 以 采用 平 
均 场 近 似 的 方法 ,设法 使 得 上 述 方 程 左 边 第 二 项 的 格 点 依赖 性 只 发 生 于 u, BI 
我 们 用 一 个 平均 值 


N 


BN cos(0; ) (4.3.20) 
来 代替 方程 中 含 cos(0”) 的 项 ,我 们 称 Be 为 收缩 因子 .值得 指出 的 是 ,pwr 是 一 
个 与 时 间 无 关 的 量 ,因为 它 只 依赖 于 定 态 扭 结 的 拓扑 性 质 .收缩 因子 描述 的 是 扭 
结 解 10” | 的 压缩 效应 .例如 , 当 M=1 时 , 若 六 很 大 ,9= MIN 一 0, 此 时 扭 结 可 
用 下 面 的 2x AE 
. i 0, j<ut, 
0; C07 2x, j2 vt, 
所 以 Bur 1.3X PERG Watanabe 等 人 的 结果 一 致 .用 了 平均 场 近似 后 , 声 子 
方程 为 


(4.3.21) 


ü, + Buru; = KC uj. 72u; + uj. 1), (4.3.22) 
现在 我 们 把 线性 声 子 模 u (1) = expLi Cut + kpj)] 代 入 上 面 方程 ,就 可 很 容易 
地 得 到 声 子 频率 w 与 空间 波 矢 kp 之 间 的 色散 关系 : 





w, =a] Bur + 4K sint (85. (4.3.23) 
在 周期 调制 边界 条 件 下 , 扭 结 在 环 上 的 运动 角 频 率 为 w =20/T — v, 即 系统 的 
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平均 运动 速度 . 4 w, Sw, 满足 下 述 条 件 时 : 
mM, W, mw n,m EZ, (4.3.24) 
扭 结 的 运动 与 声 子 的 辐射 就 会 发 生 共 振 ,此 时 扭 结 运动 频率 与 线性 模 锁定 .由 周 
期 边界 , 声 子 的 波 数 应 满足 : 
mkp= m,:2nxó. (4.3.25) 
这 样 系统 的 速度 共振 台阶 就 由 下 式 给 出 : 





m 
vm mm) = w, = Bur + 4K sin’ (mj6z| m,) ,m,,m, € Z. 
1 


(4.3.26) 
这 个 结果 由 笔者 及 合作 者 于 1998 EA . 相 比 于 之 前 的 研究 者 38 TU, 


上 述 结果 考虑 了 以 下 几 点 :(1) 上 面 的 推导 虽然 用 了 平均 场 近似 ,但 充分 考虑 了 
扭 结 的 压缩 效应 ,这 一 点 反映 在 收缩 因子 6 上 .而 在 此 之 前 的 推导 均 未 考虑 到 
这 一 点 ,有 的 或 者 只 考虑 pr = 1 的 情况 ,有 的 干脆 将 此 项 不 考虑 ( 令 Bye = 0); 
(2) 这 里 我 们 用 一 对 整数 (x, sm, ) 来 描写 扭 结 与 声 子 之 间 的 锁 相 效应 ,充分 考 
虑 了 亚 谐 共振 效应 .这 种 共振 在 $=0 时 尤为 重要 .在 此 之 前 的 讨论 均 只 考虑 了 
mm; 二 1 的 情况 .上 述 结 果 既 考虑 了 FK 系统 的 公 度 性 效应 ,又 将 亚 谐 共 振 包含 进 
来 ,因而 完整 地 给 出 了 系统 的 速度 共振 台阶 . 

二 、 数 值 结果 

对 上 述 的 理论 预测 公式 ,我 们 可 以 用 数值 模拟 FK 系统 来 检验 .在 图 4- 19 
TAH N=8,7Y=0.1 及 M=1,2,3 时 的 v(F) 曲 线 .我 们 可 以 看 到 许多 
的 共振 平台 ,它们 都 是 由 于 扭 结 在 运动 中 与 辐射 出 来 的 声 子 模 发 生 锁 定 而 造成 
的 .在 许多 地 方 可 以 看 到 , 同一 力 下 可 对 应 多 个 不 同 的 v 值 .这 是 由 单 粒 子 在 局 
期 势 场 中 小 阻尼 运动 的 双 稳 性 造成 的 . 当 许多 粒子 相互 耦合 时 ,我 们 就 会 在 同一 
F 下 对 不 同 的 初始 条 件 得 到 不 同 的 定 态 ,形成 多 稳 性 .由 于 这 种 多 稳 性 ,我 们 如 
果 绝 热 改 变 下 来 计算 v ,就 会 出 现 曲 线 的 滞后 效应 .另外 由 于 共振 台阶 的 出 现 ， 
打破 了 连续 极限 下 Sine-Gordon 方程 w( 下 ) 曲 线 的 连续 性 ,曲线 会 出 现 多 个 共振 
平台 .在 图 中 我 们 用 (xm, m ) 来 验证 这 些 台 阶 , 并 对 照 系统 实际 的 动力 学 行为 ， 
然后 标 在 图 中 .图 中 所 有 可 看 到 的 共振 平台 都 可 以 用 公式 (4.3.26) 很 好 地 预测 
出 来 .在 图 (a) — (c) 中 ,我 们 分 别 取 bur =0.55,0.25,0.15. TRÆR, M1 
时 , 亚 谐 共振 台阶 出 现 得 十 分 频繁 .为 了 有 一 个 对 比 ,在 表 4- 1 中 我 们 给 出 了 上 
述 三 种 情况 下 的 台阶 及 其 数值 结果 .公式 (4.3.26) 的 预测 结果 和 以 前 的 预测 


理论 结果 v= w, = mi! V1+4Ksin (m, ôr) 相对 照 . 可 以 清楚 看 到 ,公式 
(4.3.26) 不 仅 可 预测 所 出 现 的 台阶 ,而 且 与 数值 结果 更 接近 ,有 的 在 误差 范围 内 
由 来 完全 一 样 ,而 以 前 的 预测 值 则 差 很 多 ,而 且 对 亚 谐 台 阶 根本 没有 预测 . 





4.3 Frenkel-Kontorova 系统 的 小 阻尼 时 空 动力 学 


235 








may 03)02,)03. 


5,3), (7,4),(8,5} 


qe aT ATE a enero om Spr n 


2,1) 


^C Op 


E 4 — 19 


o. 0,2,4,3) 
-° (5,2),(8,3) 


Pr m (2.1) 
7 (4,1),(7,3) 
"(3,1) 








N=8,7=0.1 及 M=1,2,3 89 v(F) 曲 线 








表 4-1 HA Wm Im EG A SR 
d: m,.m) 数值 结果 平均 场 近似 以 前 预测 
(a) &=1/8,8=0.55 
3:1 0.640 0.637 0.700 
4:1 0.525 0.533 0.559 
5:1 0.395 0.398 0.420 
6:1 0.260 0.266 0.289 
7:1 0.150 0.152 0.180 
7:2 0.605 0.599 未 预测 
(b) $=2/8,8=0.25 
2:1 1.000 1.030 1.118 
3:1 0.501 0.500 0.577 
5:2 0.751 0.766 未 预测 
5:3 1.125 1.197 未 预测 
7:3 0.850 0.855 未 预测 
7:4 1.125 1.157 未 预测 
8:5 1.230 1.229 未 预测 
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续 表 
FLEUR (mn, mi) 数值 结果 平均 场 近似 以 前 预测 
12:5 0.850 0.819 未 预测 
(c) 6=3/8,8=0.15 
1:1 1.800 1.888 2.100 
2:1 0.720 0.733 0.866 
3:1 0.250 0.286 0.420 
3:2 1.368 1.333 未 预测 
4:1 0.510 0. 509 0.559 
5:1 0.131 0.172 0.252 
7:2 0.510 0.488 未 预测 
8:5 1.210 1.213 未 预测 


K 4-20 画 出 的 是 在 不 同情 况 下 FK 系统 一 个 粒子 运动 的 速度 ww (1) = 
9,(1) 的 变化 情况 .在 图 (a) 中 ,N=16,M 1, Y 20.1, K 21.0, F - 0.05, IT 
只 显示 了 速度 的 大 于 零 部 分 .可 以 看 到 速度 会 有 一 个 很 大 的 脉冲 ,之 后 伴随 一 系 
列 小 的 脉冲 .大 脉冲 表明 粒子 从 一 个 势 阱 跳 到 另 一 个 势 阱 内 , 相 邻 的 稍 低 的 脉冲 
实际 上 是 相 邻 粒子 发 生 相应 跳跃 时 的 响应 ,其 他 小 脉冲 均 是 其 他 粒子 经 历 跳 跃 
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图 4-20 不 同情 况 下 FK 系统 一 个 粒子 运动 速度 的 变化 情况 
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时 的 响应 ,这 些 响应 随时 间 ( 实 际 是 随 格 点 距离 ) 增 加 而 指数 衰减 ,一 直到 扭 结 波 
再 传 来 ,粒子 重新 出 现 大 脉冲 ,发 生 新 的 牙 迁 .在 小 脉冲 过 程 中 ,粒子 不 再 有 跳 
Bk xx d RE AE - E S (stick - slip ii zh. 如果 在 下 的 一 个 变化 范围 里 粒子 
速度 在 一 定时 间 内 的 总 脉冲 数目 保持 不 变 , 则 v(F) 表 现 为 共振 台阶 ,mi iom 
由 大 峰 与 小 峰 的 数目 决定 ,显然 图 (a) 是 一 个 m :1 的 共振 . 随 着 外 力 下 的 增 大 ， 
相 邻 粒子 间 的 影响 也 变 大 .图 (b) 给 出 了 N=8,M=3,F=0.02 时 的 一 个 5:1 
共振 , 即 粒 子 跳 牙 一 次 期 间 速 度 共有 5 个 峰 . 当 M >1 时 ,多 扭 结 效应 加 强 , 我 们 
可 以 看 到 高 阶 的 共振 形式 ,如 图 (c) 所 示 . 值得 注意 的 是 ,v(F) 曲 线 上 的 一 点 可 
以 对 应 于 系统 多 种 运动 状态 ,这 一 点 以 前 的 研究 者 没有 指出 来 .例如 ,zm ma 和 
nmi:nm2(n€Z) 的 共振 在 约 化 形式 上 一 样 ,但 它们 对 应 于 完全 不 同 的 运动 ,这 
可 在 时 空 结构 的 多 样 性 上 体现 出 来 .另外 , 当 共 振 的 值 mm, 比较 接近 时 , 速 
度 共振 台阶 几乎 是 简 并 的 ,这 些 相 邻 的 模式 会 相互 作用 ,从 而 导致 更 复杂 的 时 空 
动力 学 .特别 地 , 当 粒 子 间 耦合 强度 K 减 小 时 ,系统 的 分 立 性 效应 更 明显 ,我 们 
会 观察 到 更 多 的 共振 ,这 些 共振 可 以 非常 密集 其 至 重合 .此 时 系统 的 运动 情况 最 
为 复杂 

三 、 平 均 场 理论 的 物理 解释 

从 前 面 的 数值 结 吉 果 与 平均 场 结果 的 对 比 可 以 看 到 二 者 符合 得 非常 好 .而 从 
前 面 的 收缩 因子 8 的 选取 来 看 它 与 8 有 一 定 的 关系 .我 们 比较 关心 8 的 物理 意 
义 .由 于 8 只 与 静态 扭 结 的 结构 有 关系 ,我 们 来 研究 耗 散 的 情形 : 

à, =- cos 0, + k(O -206 * 6, .) * F, (4.3.27) 

当下 =0 时 ,上 述 方 程 用 数值 来 确定 FK 系统 的 基态 ,因此 实际 上 基态 正 对 应 于 
静态 扭 结 .对 直流 力 驱 动 的 耗 散 的 FK 系统 ,我 们 在 前 面 指 出 存在 一 个 临界 F, 
当 F<F. 时 FK 的 结构 是 钉 所 的 ,而 当下 > 下. 时 结构 是 滑动 的 .对 公 度 情形 (6 
ABM), FMA K 都 大 于 零 ,而 对 于 非 公 度 情形 , 当 K >K, 时 下 .=0. 对 
上 面 的 方程 ; 取 和 ,可 有 


(8,) = - (cos0) + F, (4.3.28) 
只 有 当 FF. 时 扭 结 是 运动 的 ,因此 我 们 有 
Bur = (cos; ) =F., (4.3.29) 


即 By 就 是 使 得 扭 结 克 服 PN Ae BEE SE BG mh ER A OLET 21077 .这 个 结果 很 有 
意义 ,因为 Aubry 相 变 的 很 多 信息 都 包含 于 F. 中 ,pr 反映 FK 系统 公 度 性 的 影 
响 . 在 图 4-21 中 ,我 们 画 出 了 Bws 在 不 同 K 下 与 阻 挫 6 的 关系 .可 以 看 到 ,所 有 
的 曲线 都 是 关于 5 —0.5 对 称 的 ,这 是 FK 系统 对 称 性 的 结果 .另外 ,所 有 的 曲线 
都 是 非 单调 的 ,可 以 看 到 曲线 上 很 多 的 小 峰 ( 特 别 是 K 为 中 等 强度 时 ) ,这 些 峰 
位 于 6 为 有 理 数 的 位 置 , 反 映 出 公 度 性 的 影响 .最 明显 的 峰 位 于 0 —0/1,1/1,1/2 
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等 处 ,所 有 的 峰 位 置 可 用 Farey 序列 给 出 : 
pq, a basil Qn+1 > Pavol duer = (Bt Be NC aa tarda p.,q€Z. 
(4.3.30) 


—o— K=0.5 

t= E5078 

—— K=1.0 

—2— K=1.0(N=377) 
x— K-2.0 


== R50 





图 4-21 Bye te K 下 与 阻 挫 6 的 关系 


El 4-21 的 结果 与 前 面 的 Br 试验 值 符合 得 非常 好 . 这 也 从 侧面 证 实 了 平均 场 
的 理论 结果 是 合理 的 . 

OE A BRERA K ,系统 的 分 立 性 导致 在 低速 区 的 最 大 速度 位 于 1:1 共振 台 
阶 上 (mi 不 能 小 于 m): 

Ving (OK) =V Bur (9, K) t 4Ksin (én), (4.3.31) 

它 是 6 与 K 的 函数 .图 4 一 22(a) 画 出 了 ww 在 不 同 K 下 与 6 的 关系 .可 以 看 到 
复杂 的 关系 . 当 K 很 大 时 ,由 于 pwrE[0,1], 因 而 上 式 中 的 sin( 6r) 项 会 起 很 大 
作用 ,但 在 $ 接近 于 0 或 1 时 ,sin(6x) 很 小 ,此 时 8 起 着 重要 作用 ， 

虽然 从 理论 上 说 系统 在 低速 区 的 最 大 速度 在 1:1 处 ,但 实际 观察 中 在 很 多 
情况 下 我 们 却 不 能 看 到 1:1 甚至 2:1 等 台阶 .许多 台阶 看 不 到 的 原因 有 这 样 几 
点 :(1) 前 面 的 推导 中 没有 考虑 耗 散 效应 , 略 去 0, 的 项 , 当 y 较 大 时 , 耗 散 会 使 
得 一 些 共振 被 “平滑 ” 掉 了 ;(2) 耦合 强度 K 的 影响 , 开 很 大 时 ,系统 趋 于 空间 连 
续 的 Sine-Gordon 方程 ,因而 共振 被 抹 平 ;(3) 系统 存在 内 部 的 限制 , 即 对 连续 
Sine-Gordon 系统 ,低速 区 的 v v, = 2nd VK .因此 我 们 又 有 以 下 的 判 据 : 


v(mi,m2)<v.=2x0VK, (4.3.32) 
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— f(sin X 
fX? —B4K 











图 4 一 22 (a) vw 在 不 同 K 下 与 6 的 关系 ; 
(b) f(X) 和 sin’ X 在 不 同 Bw 下 的 曲线 


这 意味 着 超过 v. 的 那些 台阶 将 不 能 观察 到 .将 上 式 具 体 化 , 令 X= dxm,/m,, 
X€[àx,9) (BN m, 最 大 只 能 等 于 mm,), 我 们 有 下 述 不 等 式 : 
X! - B, [AKZesin! X, (4.3.33) 

在 图 4 一 22(b) 我 们 画 出 了 /(X)= X? 一 Bue /4K 和 simX 在 不 同 Bys 下 的 曲线 ， 
K=1.0. 44 X — X, 虚线 越过 实 线 时 的 共振 台阶 是 可 看 到 的 .在 实际 模拟 中 ， 
我 们 采用 有 限 大 小 的 N ,比如 我 们 考虑 M=1 即 86=1/N 及 mx, =1 的 情况 , 则 
消失 的 台阶 满足 mino my r/N<X,, RIA m 委 NXo/r. 当 8 很 小 (CN BK) 
时 ,Xu=*0.15, 因 此 m, x:0.95 N/x. M0, 24 N—8 时 ,xm ,<3, 此 结果 与 数值 观 
察 完 全 一 致 ; 当 N=16 时 ,mi S.B m, Æ 6 以 下 的 台阶 都 要 消失 ,这 个 结果 
在 数值 计算 中 得 到 完全 一 致 的 验证 . 

四 、 共 振 台 阶 上 的 动力 学 

当 系 统 没 有 共振 台阶 时 ,动力 学 的 吸引 子 是 简单 的 扭 结 行 波 . 共 振 人 台阶 的 出 
现 来 源 于 扭 结 运动 与 声 子 辐射 之 闻 的 锁 相 , 所 以 共振 的 出 现 使 系统 的 运动 变 得 
AR KER m ) 共 振 人 台阶 上 的 动力 学 比较 简单 ,因为 它们 只 需 一 个 小 的 外 力 
下 就 可 激发 得 到 .当下 较 大 时 ,更 多 的 线性 模 ( 声 子 ) 可 以 被 激发 出 来 ,它们 相互 
竞争 ,相互 作用 ,系统 的 动力 学 就 变 得 复杂 .一 个 很 有 意义 的 问题 就 是 共振 台阶 
之 间 跃 迁 的 动力 学 .是 什么 使 得 原先 的 台阶 失 稳 而 跳跃 到 新 的 台阶 上 ? 在 实际 
观察 中 ,我们 可 以 看 到 沿 着 一 个 共振 台阶 绝热 增加 下 时 系统 动力 学 的 变化 : 

(1) 周期 运动 一 周期 运动 一 跃迁 到 新 台阶 ; 

(2) 周期 运动 一 准 周期 运动 一 跃迁 到 新 台阶 ; 

(3) 周期 运动 一 准 周期 运动 一 混沌 运动 一 跃迁 到 新 台阶 . 
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第 (1) 种 情况 主要 出 现 于 外 力 下 较 小 时 的 那些 台阶 上 .这 种 情况 下 ,在 共振 
台阶 上 ,运动 的 扭 结 与 其 辐射 出 的 声 子 相互 作用 ,产生 锁 相 . 当 增 加 下 时 ,多 出 
的 能 量 没 有 使 系统 运动 得 更 快 ,而 是 用 来 放大 线性 波 的 振幅 . 振幅 大 到 一 定 程 度 
就 会 反 过 来 破坏 这 个 共振 ,导致 运动 路 迁 到 新 的 台阶 上 .从 这 个 角度 来 看 , 声 子 
对 扭 结 运动 的 锁定 可 以 认为 是 为 系统 带 来 了 额外 的 阻尼 或 耗 散 .在 下 较 大 时 ， 
系统 扭 结 运动 会 辐射 出 几 个 线性 波 ,它们 相互 作用 的 结果 会 导致 准 周期 甚至 混 
沌 运动 , 即 第 (2) 和 第 (3) 种 情况 .这 里 下 增 大 的 作用 不 仅 是 放大 线性 波 的 幅度 ， 
而 且 也 激发 出 新 的 模式 . 

在 图 4 一 23 中 ,我 们 画 出 了 N=8,M=3,7Y=0.1,K=1.0 时 在 3:2 台阶 上 
改变 下 的 运动 情况 .为 方便 ,我 们 画 出 了 sin 0, 与 sin 9, 的 Poincané 截面 .截面 
上 的 点 是 当 平 均 变量 


sin 6. 











sin 6, 


图 4-23 3:2 台阶 上 改变 下 的 Poincané 截面 
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(0G) d X 60070. (mod2x) (4.3.34) 


时 记录 的 .当下 处 于 台阶 的 左 端 时 ,Poincaré 截面 上 是 一 个 点 (没有 画 出 来 ) ,说 
明 系 统 的 运动 是 周期 的 .增加 下 ,可 以 发 现 从 某 一 下 开始 ,截面 上 的 点 变 成 了 闭 
合 环 ,表明 周期 运动 被 二 频 准 周期 所 代 蔡 ;继续 增加 下 ,可 以 看 到 闭合 环 不 断 增 
大 ,在 图 (d) 出 现 了 环 面 倍 分 岔 ;在 图 (g) 又 会 出 现 更 为 复杂 的 网 状 结构 (我 们 没 
有 考察 在 从 (f) 到 (g) 的 过 程 中 是 否 还 有 更 多 的 环 面 售 分 倪 ) .下 继续 增加 时 , 系 
统 在 环 面 上 出 现 混沌 运动 (也 没有 三 频 准 周 期 ). 在 图 (k) 和 (1) 中 , 环 面 混沌 被 破 
坏 ,系统 出 现 更 大 范围 的 混沌 运动 .这 种 现象 与 前 面 所 讨论 的 准 周期 到 混沌 的 道 
路 非常 类 似 . 


4.3.4 高 速 区 的 共振 现象 及 动力 学 


在 高 速 运动 区 ,FK 系统 在 外 力 驱动 下 也 会 出 现 共振 台阶 5 ”1 .与 低速 区 
的 共振 不 同 ,这 里 的 共振 是 由 于 周期 的 整体 旋转 解 在 运动 中 激发 出 系统 的 固有 
振荡 模 而 出 现 了 失 稳 . 除 机 制 不 同 外 ,高 速 区 的 这 种 参数 不 稳定 性 在 连续 化 
Sine-Gordon 系统 中 也 会 发 生 .下 面 的 讨论 集中 于 分 立 的 情况 .在 分 析 共 振 之 前 ， 
我 们 先 讨论 关于 周期 解 的 稳定 性 分 析 问 题 ,然后 分 析 8=0(M=0) 的 情况 ,再 将 
结果 推广 到 M 尖 0. 我 们 会 看 到 M405 M=0 的 情况 有 明显 不 同 ,前 者 的 模式 
是 相互 耦合 的 ,而 后 者 是 可 分 离 的 .因而 M 关 0 的 分 析 更 为 复杂 ， 

一 、 周 期 解 的 稳定 性 分 析 

ik FK 系统 在 高 速 区 的 周期 旋转 解 为 16 (001,0; (+T)=0 (0) 2r, T 
为 最 小 周期 .为 研究 其 稳定 性 , 令 





O) 20; (DO) tu GO) j 1,2, N, (4.3.35) 
u, (1) 为 一 小 扰动 .将 其 代入 方程 (4.3.1) 并 只 取 线 性 项 ,我 们 有 
u, + yu, (cos 0; (2)]u, = KV ,j=1,2,,N, (4.3.36) 
相应 的 边界 条 件 为 : 
周期 边界 条 件 : us s CO m ult), (4.3.37a) 
开放 边界 条 件 :uo(i)= uu CO ,unri(t)= us (2), (4.3.37b) 


显然 方程 (4.3.36) 有 解 1w = 01, 这 个 平 南 解 的 局 部 稳定 性 由 Floquet RFR 
gg .方程 有 2N 个 独立 函数 ,每 个 函数 都 满足 

u, (t+ T) 9 gu; UO, (4.3.38) 
p H Floquet 乘 子 ,可 为 实数 ,也 可 为 复数 ,显然 我 们 有 2N 个 乘 子 .如 果 所 有 2N 
乘 子 都 满足 1x1<1, 则 平庸 解 1|w = 01 是 稳定 的 .只 要 有 一 个 14|>>1, 则 解 就 不 
稳定 .很 明显 ,wu(i)=9' (+) 即 沿 周期 解 轨 道 的 解 是 一 个 平庸 乘 子 解 , 相 应 的 乘 
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T u-1. 
我 们 作 变 量 替 换 
u (t) 2e "v (1),521,2,"7, N, (4.3.39) 
可 以 将 u, (3) 的 方程 转化 为 含 时 的 哈密 顿 系 统 : 
v,— p(t)v = KV ,j=1,2,..,N, (4.3.40) 
其 中 
b, (0) 7 K/4- cos 07 (1). (4.3.41) 


方程 (4.3.40) 的 所 有 乘 子 都 必须 处 于 单位 圆 上 , 即 它们 都 是 成 对 出 现 , 且 乘 积 为 
1 ,因此 相应 的 乘 子 y 都 必须 处 于 半径 为 -=e 六 的 圆 上 . 换 句 话说 ,这 IN 个 乘 
子 构成 N 个 乘 子 对 ,其 中 任何 一 对 (mi ,wz) 满 足 


yt 


Kihe”. 
这 样 FEF y RA EH , A HRH Su SRT. 
二 、 周 期 边界 条 件 :M=0 的 情形 
M=0 时 ,系统 在 高 速 区 的 基本 解 是 同 相 (完全 同步 ) 解 , 即 解 不 依赖 于 格 


(4.3.42) 


点 : 
0: (1)=0° (02,7 51,2, 5, N. (4.3.43) 
我 们 可 以 将 扰动 xi (r)ik Fourier 级 数 分 解 ; 
N/2 
u(t)= >) An DEN, (4.3.44) 
m= — NI2+1 
代入 方程 (4.3.36) 可 得 
Ån + YÀ, + [w’, + cos 8' (1)]A, =0, (4.3.45) 
此 处 
w, =2 V Ksin(marl/N),m = - N[2* 1,7, N[2. (4.3.46) 


可 以 看 到 ,通过 健 里 叶 变 换 ,原来 耦合 的 方程 化 为 格 点 本 征 模 式 的 独立 方程 ,每 
一 个 方程 都 是 Hil 方 程 .因此 , 微 扰 的 每 一 个 模式 都 是 系统 旋转 解 自 身 参 数 驱动 
的 .参数 驱动 会 在 一 定 强度 下 发 生 参 数 共 振 ,导致 某 个 m 模式 增长 ,最 终 引 发 旋 
转 解 的 失 稳 . 

对 每 一 个 模式 ,方程 (4.3.35) 有 两 个 Floquet 乘 子 , 它 满 足 前 面 讨论 的 性 质 . 
因此 这 两 个 乘 子 或 者 是 实 的 ,或 者 是 复 共 轿 的 .下 面 我 们 分 析 各 个 模式 . m=0 
的 模式 较 易 分 析 ,方程 为 

A, + vA, + [eos 6 (12)]A, 50, (4.3.47) 
方程 的 一 个 解 即 平庸 解 A,(1)= 0), ERTA i =1 HF pe”, N 
此 必 有 另 一 乘 子 ue ”<1, 在 此 方向 的 扰动 总 是 衰减 的 . m =0 的 模式 
是 中 性 稳定 的 . 当 m0 时 ,这 些 模式 的 稳定 性 与 系统 参数 有 关 , 必须 进一步 分 
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Vr .为 能 够 解析 分 析 ,我 们 首先 设法 得 到 旋转 解 9” (1) 的 近似 表达 式 .对 同 相 旋 
转 解 ,其 方程 为 阻尼 单 摆 运 动 方程 (耦合 项 消失 ) : 





6° + y0' +sin 0° =F. (4.3.48) 
为 此 进行 时 间 尺 度 变换 :rz= wi ,w= F/y, Bl 
d 6" dà" ; " 
e ae "s + “sin 0 =f. (4.3.49) 
旋转 周期 解 可 用 w— o9 w 展开 得 到 : 
B tales qe c uin r+% cos -o[2.. (4.3.50) 
w w w 
在 实际 中 只 需 取 第 一 项 即 可 得 到 很 好 的 结果 : 
0' (Li)=r= wt. (4.3.51) 
将 其 代入 A, (i) 的 方程 ,并 采用 z+ 为 时 间 变 量 ,可 以 得 到 
2 
s d y, £D + (A+ ecos T)A, =90, (4.3.52) 


dr 
这 里 y.=7/w, A= w/w’ ,e= w’. 上述 方程 即 阻尼 Mathieu 方程 . Mathieu 
方程 被 广泛 用 来 研究 参数 共振 问题 ,读者 可 以 参阅 有 关 书 籍 .我 们 关心 的 是 
A, =R We E , 它 依赖 于 系统 的 参数 A 与 se. 图 4-24 给 出 了 N=8, 开 = 
2.56 时 的 稳定 性 区 域 .图 中 的 阴影 区 为 Mathieu 舌头 ,在 舌头 中 解 是 不 稳定 的 ， 
即 扰动 会 指数 增长 .由 于 
A= we, (4.3.53) 

因此 上 面 系统 的 参数 局 限于 线 上 .这 些 直线 在 图 4- 24 中 画 出 来 ,直线 的 斜率 与 
模 m 有 关 . 在 阴影 区 中 的 部 分 都 是 不 稳定 的 ,其 参数 宽度 可 由 直线 与 舌头 边界 
的 交点 确定 .在 交点 处 系统 的 周期 旋转 解 失 稳 ， 
会 发 生 亚 谐 ( 倍 周 期 ) 分 岔 .在 直线 与 舌头 左边 
界 相交 时 的 分 贫 是 超 临 界 的 , 即 从 同 相 解 分 支 
分 岔 出 的 新 稳定 解 是 连续 变化 的 .直线 与 舌头 
右边 界 的 交点 处 系统 的 分 岔 是 亚 临 界 的 ,分 贫 D 
变化 是 不 连续 的 .直线 与 舌头 的 交点 给 出 了 FK 
系统 的 共振 台阶 . 

三 、 周 期 边界 条 件 : M >0 的 情形 图 4-24 N=8,K=2.56 Bd 

M >0 表示 在 系统 内 部 有 M 个 拓扑 扭 结 . 的 稳定 性 区 域 
在 高 速 运动 区 ,这些 扭 结 被 拉 伸展 开 . 此 时 我 们 仍 可 用 M =0 情况 的 微 扰 及 传 
里 叶 展 开 方 法 ,但 由 于 各 种 模式 间 有 相互 耦合 ,因此 我 们 无 法 像 M =0 的 情况 
那样 分 别 考虑 各 自 模 式 的 稳定 性 . 另 一 方面 ,由 于 对 M 天 0, 第 m 个 传 里 叶 模 只 
与 其 左右 的 m+ M 模式 相 耦 合 ,我 们 又 可 以 采取 一 定 办 法 得 到 一 些 解析 结果 . 
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在 高 速 区 ,周期 的 旋转 解 几 乎 是 均匀 的 转动 ,空间 中 有 M 个 扭 结 : 
07 Ct) wt *2nMjlN, (4.3.54) 
将 其 代入 模 A。 的 方程 有 


A,, + YA, + wA, 十 Fle Ana + e "A., u] =0. (4. 3.55) 


微 扰 的 平庸 解 为 u = 07 , 它 对 应 于 m=0 的 模 .类 似 于 m =0 的 讨论 ,我们 仍 可 
以 。 作 近 似 , 且 只 需 近 似 到 O(e) 即 可 .另外 上 面 方程 中 的 耗 散 项 可 以 略 去 , 它 
对 下 面 的 计算 没有 太 大 影响 ,这样 
Ån *wLA,tc(e"A, ute “A, iu) =0, (4.3.56) 
这 里 e 选 为 es=1/2, 以 其 为 展开 参量 .首先 当 不 考虑 e 项 的 影响 时 ,上 式 是 一 系 
列 频 率 为 w, 的 谐振 子 方程 .因为 第 m 个 振子 只 与 第 m+ M T CT HERR ,所 
以 在 O(e) 展 开 中 共振 发 生 于 以 下 频率 : 
WA + Ww ys, (4.3.57) 
这 里 1 是 一 个 固定 的 整数 ,我 们 可 以 分 析 这 些 频率 附近 的 解 .我 们 先 讨论 右边 + 
取 正 号 的 情况 . 令 
w= w, twi. t eo, (4.3.58) 


o 为 一 失 谐 参数 .下 面 我 们 用 双 时 间 尺 度 方法 定 出 o E A, OIE e 展开 : 


oo 


A, (tse) 7 >) PAn To, Ti), (4.3.59) 
HT, =¢,7T, =eT, 分 别 代 表 快 时 间 尺度 与 慢 时 间 尺 度 . 我们 把 To T, 作为 
独立 变量 处 理 . 
d d 
dt ° ar 
ix Hio: =9:/9T ,p=0,1. 将 展开 及 时 间 微 分 代 人 A, 方程 , 按 不 同 。 RAHA 
数 相 等 来 整理 (过 程 从 略 ) ,其 中 
Ano(To TI)=B, (Te + C, (Ti)e "7, ms£0. (4.3.61) 
为 使 u 是 实 变量 ,上 面 的 系数 需要 满足 
B,-C,.B!,-C,, (4.3.62) 
在 O(e) 量 级 ,可 以 发 现 除 Boe, MC RCEEE Se SS T 有 关外 ,其 余 系数 
B,C BST, 无 关 . 这 两 个 系数 为 
Bray (T,) = —2aw CP?" CT) eh, (4.3.63) 


= 262,9, +679, (4.3.60) 


这 里 4 满足 方程 
4z md + doww mat+1=0, (4.3.64) 
即 
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~-%41] 2l 1 
À 5 t TL (4.3.65) 


当 A= -iGwyw 4)«0 时 ,4 为 复数 , 则 C, 系数 有 一 个 随时 间 指 数 发 散 的 
分 量 . 当 A>0 时 ,4 为 负 的 实数 ,所 有 系数 均 为 振荡 的 ,此 时 解 是 稳定 的 .所 有 失 


稳 转变 发 生 在 A=0, 即 
o- €] 1 ,X=-o2, (4.3.66) 
WWM 











代入 (4.3.64) 式 ,可 有 


w=w, t Wain t 


1 
o e, 4.3. 
Joan (4.3.67) 
这 也 给 出 了 相应 的 速度 共振 台阶 ,因为 这 里 的 w 实际 上 就 是 FK 系统 运动 的 速 
E. 

值得 指出 的 是 ,对 M 天 0 ,在 上 述 失 稳 点 所 发 生 的 分 岔 是 Hopf r5 ,而 不 是 
M=0 时 的 倍 周 期 分 盆 . 另 外 ,这 里 只 分 析 了 w= w, + win MEW HR, RY 
讨论 可 以 分 析 w= wi - ww 附近 的 情况 .结果 表明 ,在 这 个 频率 附近 不 存在 失 
稳 情 况 , 故 没 有 共振 台阶 . 

对 开放 边界 条 件 情况 的 讨论 实际 也 类 似 , 只 是 旋转 周期 解 换 成 

07 (t)~ wt +2nfj, (4.3.68) 


这 里 f 为 阻 挫 . 结 果 分 析 证 实 了 也 有 共振 发 生 , 但 情况 要 复杂 得 多 ,这 里 不 再 讨 


论 . 
4.3.5 Frenkel-Kontorova 系统 的 拓扑 动力 学 性 质 


前 面 我 们 分 别 在 低速 区 和 高 速 区 讨论 了 EK 系统 的 动力 学 行为 .迄今 为 止 ， 
我 们 只 是 指出 :在 低速 区 系统 的 拓扑 结构 是 运动 扭 结 , 扭 结 辐 射 声 子 的 结果 会 引 
发 共振 ;在 高 速 区 扭 结 被 拉 伸 ,系统 的 基本 模 参 数 失 稳 也 会 导致 共振 .实际 上 ,由 
于 共振 的 发 生 和 扭 绪 的 运动 , 扭 结 的 拓扑 结构 也 会 受到 影响 .因此 讨论 系统 的 拓 
扑 性 质 随 参量 的 变化 以 及 在 动力 学 转变 过 程 中 拓扑 结构 的 变化 是 很 有 意义 
Bg 05799 .下 面 我 们 就 对 这 一 问题 进行 较为 细致 的 讨论 . 

一 、 动 力学 收缩 因子 与 偏离 因子 

为 描述 系统 的 集体 拓扑 行为 ,我 们 可 以 引入 下 面 的 相干 函数 : 


N 
RODEO = eS, (4.3.69) 


g=1 


这 里 的 R(1) 是 典型 的 相干 因子 , 它 被 广泛 用 来 研究 看 合 振子 系统 的 同步 行为 ， 
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我 们 在 第 二 章 讨论 耦合 极限 环 同 步 时 已 经 用 过 . p(:) 是 一 个 集体 相位 .上 面 是 
一 个 复 变量 ,我 们 可 以 把 上 面 的 复 变 量 分 成 实 部 和 虚 部 : 


B= KS cosh (1, (4.3.70a) 


BIG X sin[ 0, (2)]. (4.3. 70b) 
我 们 可 以 相应 地 计算 81,(1) 的 时 间 平 均 : 


GOD= Im] [CO i-a, (4.3.71) 


下 面 我 们 对 这 两 个 量 的 物理 含义 进行 讨论 .首先 ,我 们 看 到 9, CO PUES S T] 
在 前 面 的 平均 场 理 论 中 引入 的 收缩 因子 By 非常 类 似 . Br 描述 的 是 静态 扭 结 的 
拓扑 性 质 , 因 此 可 以 说 8.(1) 描 述 了 格 点 系统 拓扑 结构 的 动力 学 特征 ,我 们 称 其 
为 动力 学 收缩 因子 .通常 p E10,1].8B, 越 大 ,表明 扭 结 的 局 域 化 程度 越 高 .对 于 
很 小 的 外 力 下 ,我 们 可 以 期 望 
(Bi COD Bue (4.3.72) 

当 改 变 系统 参数 如 6= MIN 和 下 时 ,《B1(1)) 也 会 发 生 改 变 .在 图 (4 一 25) 中 ,我 
们 画 出 0 = 1/100 和 34/89(~ (3 -VS5)/2) 时 绝热 改变 下 时 《pi 的 变化 情况 .对 9 
=1/100, W0 Æ (a). 24 F ABBA, CB, 几乎 不 变 且 约 等 于 Bus ,这 与 结果 
(4.3.72) — Be ; 24 Y on F 时 ,可 以 看 到 《8B, ) 减 小 ,表明 系统 拓扑 结构 的 局 域 化 程 
度 降 低 , 但 此 时 局 域 扭 结 解 仍然 稳定 .在 Fo。 之 0.65 时 ,〈《p8,) 突 然 下 降 到 一 个 小 
的 负 值 .这 个 变化 对 应 于 运动 由 低速 区 向 高 速 区 的 转变 ,《Bi) 变 成 小 值 说 明 局 域 
扭 结 被 拉 伸 了 .当下 很 大 时 ,系统 运动 以 v= Fly 均匀 进行 .系统 的 定 态 解 可 近 
似 写成 

0,(1)= 9*2njó + CFI Y)t, (4.3.73) 
e 为 任意 位 相 . 当 F->co 时 ,将 上 述 解 代 入 9, CO REGN HERI 


B,(t) = Re 





N > eo =0. (4.3.74) 
对 有 限 的 下 ,《B1)<0, 随 着 FAIM, COD BUTS. TRTUEUB SI ETF 
零 的 规律 与 其 他 参数 无 关 : 

(BG) o 一 下 一， (4.3.75) 
当 我 们 从 大 下 绝热 地 减 小 时 ,由 于 系统 在 小 阻尼 时 的 多 稳 性 ,Bi) 曲 线 会 出 现 
滞后 现象 , 即 在 Fy 处 (B81) 并 不 跳 回 到 高 速 区 分 支 ,而 是 继续 为 负 , 一 直到 Fo 


4.3 Frenkel-Kontorova 系统 的 小 阻尼 时 空 动力 学 247 





0.42 时 才 变 为 正 . 然 后 (B81) 经 历 一 系列 中 间 过 程 才 回 到 最 上 面 的 分 支 .这 些 结果 
在 图 4 一 25(b) 中 也 可 以 看 到 .所 不 同 的 是 ,图 (a) 中 所 有 (8B,) 值 均 在 Bue 以 下 , 即 
运动 的 扭 结 总 是 会 或 多 或 少 被 拉 伸 ;图 (b) 则 在 低速 区 很 大 范围 内 《p, 大 于 
Bue ,这 说 明 此 时 运动 的 扭 结 局 域 化 程度 比 静止 时 要 高 .这 种 情况 对 于 M >1 的 
系统 较 多 出 现 , 特 别 是 对 于 接近 非 公 度 的 结构 . 





图 4-25 6=1/100 M 34/89( = (3 —/5)/2) AE 
下 时 (PB,) 的 变化 情况 


下 面 我 们 讨论 8,(1) .在 外 力 下 下 ,系统 运动 状态 主要 是 定 态 ,因此 运动 广 
程 中 儿 (1) 的 时 间 平 均 影 响 很 小 .可 认为 (名 (1))~~0. 对 运动 方程 两 边 取 时 间 和 
格 点 平均 ,可 以 得 到 yo+ D 《sin0,(1))= 玉 ,(*) 表 示 时 间 平 均 .根据 (B,) 的 
定义 我 们 有 


N 
(B. (GO) — p D (sing, (1))=F- ve. (4.3.76) 


对 于 大 的 下 ,系统 运动 遵循 欧姆 定律 , 即 v = F/17, 此 时 (p:=0. 因 此 可 以 看 出 ， 
(B,(1)) 实 际 上 描述 了 系统 速度 -外力 关 系 偏离 线性 欧姆 定律 的 程度 ,我 们 称 为 
偏离 因子 .在 图 4 - 26 PRAH) F H a= 1/100 和 34/89 时 的 关系 ,下 
仍然 是 绝热 增加 或 减 小 .图 中 虚线 是 理论 结果 (4.3.76) ,圆圈 是 模拟 结果 ,可 以 
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看 到 二 者 符合 得 很 好 .在 低速 区 的 几乎 所 有 地 方 和 高 速 区 的 一 些 地 方 (48,) 关 0， 
说 明 系 统 的 v( 下 ) 关 系 是 非 线性 的 .这些 偏 离 主要 来 自 于 v( 下 ) 的 共振 效应 .在 
高 速 区 ,我 们 可 以 看 到 虽然 (B,)=0 但 (4B,) 可 以 不 为 零 ,说 明 系 统 的 v CF) 曲线 
虽然 遵循 线性 关系 ,但 系统 的 拓扑 结构 仍然 会 “感受 到 ”周期 势 场 的 存在 . 
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图 4-26 (B) F 1£6- 1/100 $0 34/89 时 的 关系 


二 、 反 扭 结 的 产生 及 影响 

上 面 我 们 主要 讨论 了 2 和 B, 的 平均 性 质 .实际 上 ,8, 和 g, 的 时 间 性 质 也 
是 值得 探讨 的 .在 图 4-27 中 ,我 们 画 出 了 38=1100,y7=0.1 及 下 上 =0.1， 
0.2,0.4 和 0.5 时 B81,(1) 的 时 间 演 化 .初始 条 件 是 随机 给 定 的 . 当下 很 小 时 ， 
Bi.2(t) 会 趋 于 一 个 正 值 , 且 有 很 小 的 振 蔓 (在 图 中 看 不 出 来 ). 当下 =0.2 时 ,我 
们 看 到 8, ;(z) 除 趋 于 正 值 外 ,还 出 现 大 幅 的 脉冲 式 振 葛 ,这 种 振荡 带 有 阵 发 性 
质 , 每 次 发 生 都 是 接近 几 个 脉冲 .另外 ,《Bi) 也 随 之 下 降 . 当下 增加 时 ,这 种 振荡 
越 来 越 频 繁 ,反映 出 系统 拓扑 结构 在 运动 中 的 强烈 变化 及 向 新 拓扑 态 的 分 岔 转 
变 . 为 了 揭示 这 种 振荡 ,我 们 可 以 看 一 下 系统 的 时 空 演化 行为 ,如 图 4 一 28 所 示 ， 
参数 完全 对 应 于 图 4- 27. 时 空 图 的 横 轴 表示 时 间 , 纵 轴 表 示 格 点 ,图 中 的 黑色 
部 分 表示 cos[ 0, (1 ) ] 较 小 的 值 ( 即 势 阱 区 域 ), 图 (a) 的 黑色 线 给 出 了 FK 系统 在 
小 下 时 的 扭 结 运动 .由 于 模拟 中 用 到 N = 100,M=1, 即 只 有 一 个 拓扑 扭 结 , 因 
此 我 们 只 看 到 一 条 直线 (周期 边界 条 件 ). 可 以 看 到 直线 右 侧 的 许多 黑 点 ,这 些 黑 
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点 表示 运动 扭 结 在 运动 中 辐射 出 来 的 线性 波 ( 声 子 ). 当下 增 大 时 ,在 图 (b) 中 我 
们 看 到 三 条 沿 扭 结 方向 运动 的 直线 和 两 条 与 扭 结 运动 方向 相反 的 直线 .图 4 一 29 
画 出 了 在 某 一 时 刻 t。 系统 的 空间 位 形 结构 .可 以 看 到 与 扭 结 结构 不 同 ,此 时 结 
构 又 多 出 一 个 峰 和 一 个 谷 . 实际 上 ,这 个 结构 是 由 三 个 扭 结 和 两 个 反 扭 结 
(antikink) 构 成 的 ,或 者 说 此 时 的 结构 由 一 个 扭 结 和 两 个 扭 结 一 反 扭 结 对 (kink- 
antikink pair, KAP) 构 成 的 .一 般 情况 下 扭 结 N, 与 反 扭 结 的 数目 N, (或 KAP 数 
H Nkap) 有 以 下 关系 : 























0.0 m 0.0 
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 


t t 





Æ 4-27 =1/100,y=0.1 & F=0.1,0.2,0.4 $0.5 时 
By. CE) BS RFI RAE 


N,- N,=M,Nga =2N,> (4.3.77) 


即 它们 受到 系统 总 拓扑 扭 结 数 目 M 的 限制 .可 以 看 到 , 扭 结 与 反 扭 结 相 向 运 
动 , 然 后 相遇 而 发 生 碰撞 ,在 这 些 碰撞 发 生 时 ,系统 的 拓扑 结构 都 会 受到 影响 ,这 
就 导致 了 Bis(1) 的 脉冲 振荡 行为 . 在 扭 结 与 反 扭 结 各 自 运动 时 ,可 以 看 到 
Bio CO EI NI . KAP 的 出 现 削 弱 了 原来 单个 扭 结 的 压缩 程度 ,因而 可 以 看 
到 (B,) 下 降 .当下 增 大 时 ,更 多 的 KAP 产生 出 来 , 扭 结 与 反 扭 结 的 碰撞 更 加 频 
繁 ,如 图 4 一 28(c) 所 示 , 这 些 碰撞 使 得 Bi. 的 振荡 更 加 厉害 (如 图 4 7 27 的 (c) 所 
示 ). 
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E 4-28 对 应 于 图 4- 27 的 系统 时 空 演 化 行为 


三 、 从 低速 区 向 高 速 区 的 跃 变 

一 个 很 有 意思 的 问题 是 由 低速 区 向 高 速 区 的 转变 .在 低速 区 , 扭 结 是 被 压缩 
的 ,而 在 高 速 区 ,压缩 的 扭 结 被 拉 伸 ,这 其 中 经 历 了 什么 变化 ” 在 图 4-27(d) 
中 ,我 们 给 出 了 当 F = 0.5 时 系统 向 高 速 区 的 转变 情况 ,可 以 看 到 B, (z) 很 快 地 
衰减 至 零 附近 ,而 在 零 附 近 又 经 历 一 段 时 间 的 大 幅 振荡 , 振 功 幅度 甚至 超过 : =0 
的 值 .由 图 4-28(d) 中 的 时 空 演 化 可 以 看 到 ,这 一 大 幅 振荡 的 区 域 对 应 于 扭 结 
束 和 反 扭 结束 发 生 大 规模 碰撞 的 时 候 . 为 了 证 实 这 一 机 制 ,在 图 4 - 29 中 我 们 给 
出 B(i) 在 下 =0.7,N=100,M=1 时 的 演化 及 其 时 空 动力 学 .我 们 的 初始 条 件 
选 在 无 外 力 时 的 基态 ,在 上 =0 时 突然 加 上 大 的 下 力 ,系统 经 历 典型 的 淳 火 过 
程 .+=0 时 ,基态 结构 中 只 有 一 个 拓扑 扭 结 (M = 1) ,加 上 外 力 后 ,静止 的 扭 结 发 
生 移动 ,由 于 下 很 大 ,因此 B,(i) 经 历 了 一 个 大 幅 的 振荡 ,最 小 一 直到 负 值 .此 时 
系统 为 响应 外 力 ,运动 速度 也 会 增 大 , 当 扭 结 以 很 大 速度 运动 时 ,自身 会 失去 不 
一 个 扭 结 - 反 扭 结对 ,如 图 4 - 29(b) 所 示 . 当 122,28 时 ,我 们 还 会 看 到 新 的 
扭 结 一 反 扭 结对 “分 贫 "出 来 ,每 次 “分 贫 ?" 都 导致 系统 整体 结构 的 拉 伸 , 扭 结 束 与 
反 捏 结束 以 相反 方向 运动 ,并且 发 生 碰 撞 , 快 扭 结 不 稳定 性 使 得 碰撞 产生 出 更 多 
的 扭 结 - 反 扭 结 对 ,对 应 于 Bi(z) 我 们 可 以 看 到 对 应 于 “分 盆 ” 的 振荡 ,并 且 B, 
(1) 一 边 振荡 一 边 快 速 下 降 .在 10260 时 ,两 个 很 大 的 扭 结束 与 反 扭 结 束 发 生 碰 
撞 ,B,(z) 整 体 振 划 也 到 零 的 附近 .上 述 的 “分 贫 " 并 非 参数 意义 上 的 分 贫 ,而 是 由 
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于 系统 的 快 扭 结 不 稳定 性 导致 的 系统 状态 的 不 断 失 稳 ,实际 也 体现 了 系统 内 部 
存在 的 分 贫 行 为 .事实 上 ,这 一 不 稳定 性 构成 了 系统 的 低速 状态 雪崩 失 稳 而 过 湾 
到 高 速 状态 .Braun 等 人 曾 用 非 线性 FK 系统 在 热 涨 落 环 境 下 的 雪 月 失 稳 来 讨论 
系统 的 滞后 效应 ”2” ,此 处 不 再 详细 叙述 
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图 4-29 Bi(t) 在 F=0.7,N=100,M=1 时 
的 演化 及 其 时 空 动力 学 


如 果 我 们 仔细 观察 系统 的 拓扑 结构 在 上 述 转变 中 的 变化 ,可 以 发 现 当 我 们 

从 基态 出 发 时 , 扭 结 运 动 是 从 其 “尾部 ”开始 的 ,快速 的 运动 使 得 其 他 粒子 来 不 及 

反应 (未 加 外 力 它 们 均 处 于 静止 状态 ) ,因而 扭 结 的 快速 运动 导致 结构 局 部 的 严 

重 不 平衡 (堵塞 ) ,我 们 可 以 用 一 个 形象 的 词 “交通 阻塞 ”来 形容 .我 们 可 以 用 
下 面 的 量 : 

A(z)=max{0,(1),j=1,2,.…,N| —min{6,(¢),j=1,2,°7,N} 

(4.3.78) 

来 量度 系统 偏离 局 域 扭 结 的 程度 .A 越 大 ,反映 出 系统 的 “交通 阻塞 " 越 严重 . 图 

4-30 给 出 A(1) 在 下 =0.7,N=100,M=1 时 的 演化 ,可 以 看 到 当 上 <60 时 
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A(Ci) 持 续 增加 ,反映 出 在 上 =60 以 前 一 些 粒 子 运动 而 其 他 粒子 运动 被 阻塞 ,到 
t = 060 时 阻塞 最 严重 .上 >60 时 ,A 很 快 下 降 到 零 ,说 明 系 统 由 于 大 量 的 扭 结 与 反 
扭 结 碰撞 后 而 产生 雪 裔 现象 ,系统 严重 非 平 衡 的 “交通 阻塞 ”结构 被 逐渐 抹 平 ,所 
有 粒子 逐渐 以 相同 速度 运动 , 扭 结 解 也 被 完全 拉 伸 . 





图 4-30 A(DTEF-0.7,N8-100, M - 1 时 的 演化 
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—. ESA FK 系统 
在 前 面 我 们 讨论 的 系统 都 是 标准 FK 系统 .由 于 简 谐 相互 作用 ,系统 的 动力 
学 虽然 仍 是 很 复杂 ,但 相对 来 说 是 比较 简单 的 .一 般 地 ,只 要 振子 间 相 互 作 用 势 
是 凸 函数 ,前面 所 观察 到 的 对 标准 系统 的 现象 同样 也 可 以 看 到 .对 于 一 般 的 相互 
作用 势 V Cx) ,小 阻尼 及 直流 力 驱 动 下 系统 的 运动 方程 为 
十 yÒ, + sinB, = KL V'(8,,, -06,-a)- V'(8, -0,.,— a)\+F, 
(4.3.79) 
V(z) 在 一 般 情 况 下 是 非 线 性 的 (实际 是 指 相应 的 力 - dY(z)/dz). 人们 对 
Lennard-Jones, Toda , Morse 等 非 线性 相互 作用 势 的 FK 系统 进行 过 讨论 .这 些 作 
用 势 更 多 地 反映 了 粒子 之 间 的 较为 真实 的 相互 作用 .除了 这 些 种 类 的 相互 作用 
外 ,还 有 一 类 与 自 旋 、 相 位 有 关 的 相互 作用 .例如 ,对 于 DNA 链 中 的 螺旋 和 碱 基 
对 的 相互 耦合 为 复杂 的 转子 类 型 的 作用 .在 反 铁 磁 液 晶 中 , 偶 极 子 与 层面 之 间 的 
耦合 是 正弦 形式 的 .这 相当 多 的 作用 势 都 是 非 凸 的 .下 面 我 们 讨论 比较 简单 的 正 
弦 相 互 作用 的 情形 : 
V(x)=1-cos x. (4.3.80) 
我 们 之 所 以 选 这 种 相互 作用 势 有 以 下 原因 :(1) 这 种 相互 作用 是 非 凸 相互 作用 
中 比较 简单 的 ,而且 V(x) 是 周期 函数 , 它 描述 自由 度 变量 为 相位 的 系统 较为 典 
型 ;(2) 这 种 作用 势 曾 在 耦合 转子 系统 `.DNA 的 碱 基 对 旋转 、 磁 性 Heisenberg 模 
型 一 维 手 征 性 XY 模型 .细小 颗粒 体系 以 及 约瑟夫 森 结 阶梯 等 不 同 物理 体系 中 
被 广泛 讨论 过 ”3 .特别 地 ,耦合 约瑟夫 森 结 阶梯 系统 的 哈密 顿 就 是 用 正弦 耦 
fr B) FK 系统 描述 的 : 
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H= -2J, >，[cos(0 - 6,,, - 2xf) + hcos(20,)], (4.3.81) 


其 中 J, 为 水 平 约 瑟 夫 森 耦 合 强度 , S AUB = J,/2J, HERA ERA 
这 也 是 1D 手 征 性 XY 模型 的 哈密 顿 形 式 .因此 ,这 种 作用 势 真 实地 描述 了 许多 
系统 的 情况 ,因此 结果 具有 一 定 的 代表 性 ;(3) 在 连续 化 极限 下 ,正弦 耦合 与 简 
谐 耦 合 会 回 到 相同 的 Sine-Gordon 方程 ,因而 Sine-Gordon 方程 位 形 空间 分 立 化 
不 仅 有 线性 分 立 化 ,而 且 也 可 以 非 线性 分 立 化 ,正弦 耦合 就 是 其 中 一 种 .下 面 我 
们 就 对 系统 (4.3.79) 的 时 空 动力 学 进行 讨论 .将 V(xz) 代 入 方程 ,我 们 写 出 具体 
的 运动 方程 : 
6, 十 70; + sin 0, = K[sin (8,178, —a) eni, — 5, -a)] +F, 
(4.3.82) 
我 们 在 下 面 的 讨论 中 仍 采 用 周期 边界 条 件 :9,,w(1)= 0,(1)+2xM. 因 此 a= 
2xMIN .计算 中 采用 y=0.1. 在 K 较 大 时 ,上 面 的 方程 可 连续 化 为 Sine- 
Gordon 方程 .因此 系统 的 运动 也 分 为 低速 区 和 高 速 区 .但 由 于 非 凸 耦合 ,系统 
(4.3.82) 在 动力 学 上 与 普通 FK 系统 就 有 许多 差别 . 
一 < 转 于 呼吸 子 
我 们 先 看 在 高 速 区 的 情况 .图 4 一 31 画 出 了 N=8,M=1,K=1.0 时 各 个 
振子 速度 的 情况 .与 标准 FK 系统 不 同 的 是 ,系统 的 振子 分 成 两 个 集团 ,一 些 振 
子 以 不 为 零 的 相同 的 速度 转动 ,而 其 余 的 则 被 钉 扎 , 在 速度 为 零 附近 小 幅 振 荡 . 
这 是 系统 非 凸 耦合 和 单个 系统 双 稳 性 的 结果 .对 于 单个 振子 来 说 ,其 相 空 间 中 有 
两 种 吸引 子 ,一 种 是 局 域 解 , 另 一 种 则 是 运动 解 , 这 导致 了 系统 的 双 稳 性 . 当 这 些 
振子 通过 正弦 耦合 结合 在 一 起 时 ,由 于 耦合 的 非 凸 性 ,系统 不 像 简 谐 耦合 那样 形 
成 整体 的 运动 ,而 是 仍 可 保持 部 分 钉 扎 、 部 分 运动 的 形式 .我 们 称 这 种 解 为 转子 
呼吸 解 (breather) .转子 呼吸 子 的 概念 是 由 Takeno 与 Peyrard 讨论 保守 的 

















图 4-31 N=8,M=1,K=1.0 时 各 个 





振子 高 速 区 运动 情况 
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分 立 Sine-Gordon 系统 时 提出 的 " .呼吸 子 同 扭 结 、 孤 立波 等 一 样 是 非 线 波 的 
一 种 , 它 是 指 在 空间 局 域 的 (不 传播 的 ) 时 间 振 荡 的 一 种 解 ,已 被 证 明 只 发 生 于 非 
线性 格 点 系统 .这 种 波 的 动力 学 行为 在 近年 来 得 到 了 密切 的 关注 , 它 在 格 点 系统 
的 能 量 输 运 和 热传导 等 方面 都 起 着 重要 的 作用 779 . 这 方面 的 详细 论述 可 见 
Flach 的 综述 及 其 中 的 文献 ”5 .上 述 的 转子 呼吸 解 是 这 样 一 种 解 :部 分 格 点 上 的 
振子 是 转子 解 ( 即 相位 单调 变化 ) ,其 他 格 点 的 振子 是 局 部 振荡 解 ( 相 位 没有 2x 
变化 ), 它 与 其 他 呼吸 解 一 样 是 一 种 局 域 激发 模式 . 

在 图 4-32 中 ,我 们 计算 了 系统 的 平均 运动 速度 o 与 外 力 下 的 关系 ,N = 
8,K=1.0,M=1,2,3. 在 高 速 区 ,我 们 可 以 看 到 vw( 下 ) 曲 线 的 多 支 分 岔 现象 ,每 
一 支 都 可 表 为 

v, (t) = vi + du;sin( wt + 9), (4.3.83) 





图 4-32 平均 运动 速度 v 与 外 力 下 的 关系 


vo 描述 了 第 i 个 振子 的 转动 频率 ,第 二 项 对 应 于 v! 附近 的 振荡 .转动 频率 写 为 

a E 当 振子 钉 扎 时 ， 

"5 (Fiy, 当 振 子 转动 时 ， 
因此 系统 运动 的 平均 速度 为 

v=nF/Ny, n=0,1,2,°°,N. (4.3.85) 
这 就 是 图 中 所 观察 到 的 多 分 支 现象 . 可 以 看 到 理论 结果 与 数值 结果 符合 得 非常 


(4.3.84) 
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好 .多 分 支 现象 说 明 系统 的 呼吸 解 与 初始 条 件 有 密切 的 关系 ,从 不 同 初 始 条 件 出 
发 ,系统 运动 可 处 于 不 同 分 支 上 . 当 M=2 和 3 时 (如 图 (b) 和 (c)), 可 以 看 到 n 
较 小 的 分 支 消失 ,这 是 系统 多 拓扑 扭 结 的 结果 .另外 可 以 看 到 不 同 分 支出 现 的 阅 
值 是 不 同 的 .v 越 大 ,所 需 的 下 RAK. 

转子 呼吸 解 对 系统 弱 看 合 是 稳定 的 . 当 K 增 大 时 ,呼吸 解 会 逐渐 失 稳 ,过 渡 
到 与 凸 耦 合 类 似 的 单一 分 支 = FI y 的 情形 , 即 所 有 振子 都 会 变 成 转动 解 .图 4 
一 33 给 出 了 y=0.1,a/2r= MIN —1/100, F 20.7 时 改变 耦合 强度 K 系统 的 
时 空 演化 图 .图 中 横 轴 为 时 间 , 纵 轴 为 格 点 .对 每 一 格 点 , 当 其 相位 0, CH) SEXE 2x 
的 整数 倍 时 就 在 图 中 标 出 .系统 的 初 态 取 下 =0 时 的 静态 ,而 在 j= 10,20,---, 
100 处 对 这 些 格 点 加 一 个 大 的 激发 .在 图 (a) 中 ,K =0.5, 我 们 可 以 很 清楚 地 看 
到 初始 被 激发 的 十 个 振子 是 转动 解 , 而 其 他 区 域 是 白 的 ,说 明 其 他 振子 没有 转 
动 ,它们 只 在 各 自 的 平衡 位 置 附近 小 幅 振 动 . 当 耦 合 强度 K 增 大 时 ,呼吸 子 解 会 
失 稳 .图 (b) 给 出 K —1.805 时 的 时 空 图 ,可 以 看 到 初始 被 激发 振子 引起 的 转动 
通过 耦合 传 到 附近 振子 ,使 附近 振子 也 开始 转动 ,形成 呼吸 子 集团 . 当 K 继续 增 
加 时 ,由 图 (c) 的 KK=1.808 25 和 图 (d) 的 K=1.81 可 以 看 到 ,呼吸 子 集团 不 断 
变 大 ,形成 更 大 的 集团 ,最 后 所 有 振子 都 成 为 转动 的 ,呼吸 子 解 完全 消失 .这 个 由 
呼吸 子 解 到 呼吸 子 集团 化 最 后 到 整体 转动 解 的 分 岔 揭示 出 耦合 强度 与 耦合 函数 
非 凸 性 之 间 的 竞争 . 

呼吸 子 解 在 二 维 耦合 的 FK 系统 也 可 以 观察 到 5 .例如 ,我 们 可 以 研究 下 
面 的 系统 : 
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0,; A + sinB,; = K, [ein Cys = Op a) mL 4 "LO PLIN 
+ K[sin(8,,., 70, 7a,) sinl,- 8,47, )] t F. (4.3.86) 
我 们 可 以 定义 第 (i,j) 个 振子 的 平均 运动 速度 
v= lim > I. 8, (t)dt. (4.3.87) 
我 们 可 以 通过 v; 的 空间 分 布 来 确定 系统 的 呼吸 子 解 .在 图 4-34 中 ,我 们 给 出 
T4 y-0.1,N -100x100,2, =a, 20.01 X2z, K, - K, =0.5,F=0.7 Bf v, 
的 分 布 情况 ,初始 条 件 随机 给 定 , 当 wv,  0.2F] y 时 我 们 将 格 点 (i,j) 用 点 标 
记 , 当 v >0.2F/Y 时 我 们 用 叉 标 记 . 可 以 看 到 在 100 x 100 的 格 点 中 有 一 个 很 
大 的 集团 是 转动 的 ,而 其 他 区 域 则 是 局 域 振动 的 ,w, 可 认为 约 等 于 零 ,这 从 数值 
上 证 明了 转子 呼吸 解 在 二 维系 统 中 的 存在 . 








图 4 一 34 二 维 呼 吸 子 :w,j 的 分 布 情况 


三 、 非 凸 耦合 对 低速 区 共振 的 破坏 

对 简 谐 看 合 ,FK 系统 在 低速 区 由 于 运动 扭 结 与 辐射 出 来 的 声 子 耦合 而 产 
生 共 振 现象 ,这 种 共振 现象 是 以 外 界 注入 的 多 余 能 量 用 来 转化 为 声 子 振荡 能 量 
作 代 价 的 ,因而 速度 可 以 随 下 增 大 仍 保持 不 变 . 当 振 子 间 看 合 为 非 凸 形式 时 , 共 
振 可 能 会 被 破坏 .如 图 4-32 中 M —1 的 情况 ,我 们 在 低速 区 完全 没有 观察 到 共 
振 台 阶 ,整个 系统 在 低速 区 都 处 于 钉 扎 态 . 最 有 意思 的 情况 是 当 6 = MIN EXE 
无 理 数 时 的 动力 学 .在 图 4 一 35 中 ,我 们 画 出 了 N=8,M=3,K=1.0,y=0.1 
时 FK 系统 的 运动 速度 在 低速 区 与 外 力 F 的 关系 .为 了 有 更 清楚 的 对 比 , 我 们 
同时 把 标准 FK 系统 相同 参数 的 v( 下 ) 曲 线 画 在 上 面 .对 两 种 情况 ,我 们 都 可 以 
看 到 速度 的 共振 台阶 .对 于 小 下 的 情形 ,正弦 厅 合 的 共振 台阶 都 存在 且 与 标准 
FK 的 台阶 基本 一 致 .当下 逐渐 增 大 时 ,可 以 发 现 有 的 共振 台阶 右 端 反而 下 降 或 
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图 4-35 非 凸 耦合 与 标准 FK 系统 的 运动 速度 在 低速 区 与 外 力 下 的 关系 对 照 


跳 到 一 个 低 的 分 支 上 去 .这 是 典型 的 非 凸 效应 ,主要 是 由 于 过 大 的 声 子 振荡 波 使 
台阶 提前 失 稳 造成 的 ,这 种 失 稳 使 得 共振 台阶 被 破坏 . F 越 大 , 越 靠 近 低速 区 与 
高 速 区 边界 v, =2x6 VK 的 速度 台阶 被 破坏 情况 越 严重 ,从 图 中 我 们 可 以 看 到 ， 
1:1 的 共振 被 完全 破坏 ,在 简 谐 情况 增加 下 刚好 出 现 1:1 台阶 的 地 方 ,正弦 耦合 
的 w( 下 ) 曲 线 突 然 下 跳 到 一 个 新 的 分 支 ,这 个 分 支 从 一 个 很 低 的 v 值 随 下 增加 
而 上 升 ,1:1 的 共振 已 经 完全 不 存在 .这 意味 着 一 个 新 相 的 出 现 . 为 了 搞 清楚 在 
这 个 分 支 上 的 动力 学 ,在 图 4- 36 中 我 们 画 出 了 在 5:2 共振 失 稳 与 1:1 失 稳 处 
系统 各 振子 9,(:) 的 演化 情况 .中 间 的 图 是 一 个 非常 好 的 行 波 结构 ,以 便 对 照 . 
图 (a) 对 应 于 5:2 失 稳 的 情况 ,可 以 看 到 行 波 结构 被 破坏 ,各 个 振子 都 出 现 了 无 
规则 运动 .图 (c)1:1 失 稳 后 的 时 空 情况 更 为 混乱 ,可 以 看 到 系统 运动 无 论 在 时 
间 还 是 在 空间 上 都 是 无 规则 的 .由 于 整个 1:1 区 区 域 系 统 的 运动 都 是 时 空 混沌 的 ， 
我 们 称 此 区 域 为 无 规 相 (disordered phase)" .这 种 1:1 共振 被 完全 破坏 的 无 轨 
相 是 非 公 度 正弦 耦合 FK 系统 的 固有 相 . 我 们 可 以 用 Farey FF PB iE R m Tr 8l 
8 = 8/13,13/21,21/33 , = —> (V5 - 1)/2 来 验证 ,都 发 现 同样 的 区 域 .图 4 一 37 Ei 
出 了 N=54/89 时 系统 在 下 =0.28 的 时 空 演化 图 .为 方便 观察 ,我 们 用 

A, 716,00) 7 0,(t)|(mod27) (4.3.88) 
来 表示 相 邻 振子 之 间 的 距离 .对 于 标准 FK 系统 而 言 , 当 系统 初始 从 基态 出 发 ， 
A, 一 般 是 在 a 附近 振荡 的 量 . 我 们 这 里 将 初始 条 件 也 设 在 下 =0 时 的 状态 ,在 t 
三 0 时 加 上 下 ,观察 系统 演化 .可 以 看 到 在 :<15 以 前 A; 的 演化 是 较为 规则 的 ， 
但 A, 随时 间 是 增加 的 ,在 上 >15 时 ,Ai 的 值 超出 了 2r, 即 此 时 振子 的 顺序 可 以 
被 打破 ,因而 系统 进入 了 时 空 混沌 态 . 
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图 4-37 N=54/89 时 系统 在 下 =0.28 的 时 空 演 化 图 


对 其 他 形式 的 非 凸 耦合 FK 系统 动力 学 行为 的 研究 也 是 非常 重要 的 ,这 方 
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面 的 专门 研究 迄今 为 止 还 不 多 ,值得 进一步 深入 讨论 . 
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粒子 在 周期 势 场 中 的 布朗 运动 问题 有 着 深厚 的 物理 背景 .很 多 物理 体系 的 
周期 性 结构 决定 了 粒子 在 其 中 的 输 运 问题 是 一 个 有 着 共同 本 质 机 制 的 课题 .这 
样 的 物理 系统 可 以 是 简单 的 力学 阻尼 摆 , 电 学 中 的 锁 相 环 ,也 可 以 是 较为 复杂 的 
超 离 子 导体 高温 氧化 物 超 导体 内 的 涡流 动力 学 、 约 瑟 夫 森 结 的 相位 动力 学 . 电 
荷 密度 波 等 人 们 一 直 在 关注 的 问题 .对 于 一 维 的 体系 ,这 些 系统 运动 的 Lan- 
gevin 方程 一 般 可 写作 


. . N 9Víx,, 
x, + Ye, + dsin[ 722) = 5 Á 2) CRGO) EG), (4.4.1) 


其 中 x, 代表 第 j; 个 粒子 的 坐标 ,z, 为 相应 的 速度 ,2 为 周期 势 的 周期 d 为 势 从 
高 度 . V(x ,zi) 反 映 了 粒子 j 与 i 之 间 的 相互 作用 , F(z) 为 作用 于 第 个 粒子 
上 的 决定 性 外 力 ,&(z) 则 为 随机 力 .在 这 里 的 讨论 中 ,我 们 讨论 Fr) = FRE 
(1) 为 时 空 无 关联 白 噪声 的 情形 : 

(8, (2)? 20,686 (1)8 (1) )=27yksTo, 6(t — 0), (4.4.2) 
ks 为 Boltzmann # Bt, T 为 热 浴 的 温度 . 当 粒 子 间 相互 作用 较 弱 或 环境 温度 较 
高 时 ,很 多 情况 下 我 们 只 考虑 单 粒子 在 周期 势 场 中 的 布朗 运动 问题 就 够 了 .我 们 
在 第 一 章 中 已 对 这 个 问题 做 过 讨论 .解决 问题 的 关键 是 求 出 粒子 的 空间 位 置 与 
速度 的 分 布 函数 w(x ,v= x,t), EN Fokker- Planck 方程 为 


Ow _ ow 9 l1. ow 
31 -v SE ey go vw nU Cr)w * kT Fe], (4.4.3) 








Ru OU’ (x2) =dU(x)/dx = dsin(2nxlb) -下 .这 个 方程 求解 已 经 是 十 分 困难 
( 见 第 一 章 ) ,因而 即使 对 单个 粒子 在 周期 势 场 布朗 运动 问题 的 封闭 解析 求解 也 
仍然 是 十 分 困难 的 ,我 们 只 在 大 阻尼 和 小 阻尼 极限 下 可 以 得 到 形式 仍 十 分 复杂 
的 解析 解 . 对 有 相互 作用 系统 输 运 问题 的 讨论 则 基本 上 局 限于 数值 讨论 与 物理 
机 制 分 析 相 结合 的 手段 . 当 粒 子 间 相互 作用 不 能 忽略 时 ,相互 作用 会 给 系统 带 来 
新 的 时 空 尺度 与 竞争 机 制 ,因而 会 导致 一 些 新 的 现象 “1 .考虑 到 空间 波 矢 况 
4 ,描述 这 种 竞争 的 最 简单 的 模型 就 是 FK 系统 ,此 时 相互 作用 为 最 近邻 的 简 谐 


HE: V(x, ty) =a K(x 7 xa c a) .前 面 对 其 基态 及 时 空 动力 学 的 讨论 


对 本 节 的 内 容 是 很 有 帮助 的 .下 面 的 讨论 中 ,我 们 固定 5=2x,d =1. 这 样 方 程 
(4.4.1) 就 可 写成 : 
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v,7 — yu, - dsin x, + K(x,, 72x; * x4) * Ft &(t), (4.4.4) 
相应 分 布 wiri, 1v; 1 ,1) 的 Fokker - Planck 方程 为 


dw xS [ 1 9w,3U2w a Iw 
ow | "e "3s. tYguQwt eT ry) I, (4.4.5) 


这 里 UC 2, DN FK 系统 的 总 势能 : 





Ua) = >) [dü ces z) ty KG - z-a} |. (4.4.6) 


在 过 阻尼 情况 下 ,我们 可 用 Smoluchowski 方程 来 代替 上 面 的 Fokker - Planck 7j 
Ti: 





dp 1 “. a (aU ap 
2; y 2 Bet kT SP), (4.4.7) 


BH pni o | wallet OL | ay 为 约 化 分 布 函数 .有 一 些 工作 集 
中 于 对 上 面 的 方程 求解, 得 到 一 些 近似 结果 ,但 由 于 系统 本 身 很 复杂 ,这 些 近似 
结果 并 不 直观 体现 物理 现象 ,我 们 这 里 不 详细 讨论 

对 直流 外 力 驱动 FK 系统 的 布朗 运动 问题 ,我 们 主要 关心 两 个 区 域 ,一 
FO 时 的 线性 响应 区 ,此 区 中 主要 研究 系统 的 扩散 性 质 ; 另 一 个 是 当 改变 下 时 
系统 在 外 力 下 的 迁移 性 质 ,此 区 域 是 非 线 性 响应 的 . 下 面 我 们 分 别 对 此 讨 


ie . 


4.4.1 线性 响应 :扩散 的 加 强 效应 


系统 的 扩散 性 质 由 扩散 系数 D 描述 .对 有 相互 作用 的 粒子 系统 ,我们 可 用 
下 面 的 集体 扩散 系数 来 描述 , 它 由 平均 平方 位 移 的 线性 部 分 给 出 : 


5M; Da (E 0) 7 2, OP), (4.4.8) 





D = lim 


上 述 的 平均 是 系 综 平均 , 即 (4) = | Aw n dv, dz, .注意 平方 位 移 不 仅 包含 自 
平方 位 移 (1=j) ,而 且 包 含 交叉 平方 位 移 (i 关 j) .在 实际 计算 中 ,扩散 系数 可 用 
线性 响应 下 的 迁移 率 给 出 ， 
D(T,k,6)= kT lim o)/F , (4.4.9) 
(是 体系 的 平均 运动 速度 .在 PO 时 ,D 与 环境 涨 落 温度 工 ,粒子 间 耦 合 强度 
KAER- a] b 有 密切 的 关系 .特别 地 ,D 与 K 和 8 的 关系 是 看 合 系统 独 有 
的 , 它 体现 出 系统 扩散 的 独 有 合作 性 质 . 
在 图 4- 38(a) 中 ,我 们 计算 了 8 为 黄金 分 割 数 86 = (V5 - 1)12 时 不 同 温度 
下 扩散 系数 D 与 K 的 关系 .我 们 看 到 的 第 一 个 现象 是 扩散 系数 与 耦合 强度 之 间 
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的 关系 是 非 单调 的 .对 于 弱 耦 合 强度 六 ,扩散 过 程 被 压制 ,D BS K 的 增加 而 减 
小 .当天 > 天 .时 ,D 开 始 随 开 的 增加 而 上 升 .在 K Br, D HORSE D SKI 
间 满 足下 面 的 关系 : 


D=D,(T)|K-K,|*, (4.4.10) 





1. k,T-1.0 


2. k,T-0.50 
3. k,T-025 








` COT T^" T ^m OT 
00 01 02 03 04 05 06 07 0.8 





图 4-38 (a) 86= 66 时 不 同 温度 下 DD 与 K 的 
关系 ;(b) 扩散 系数 与 阻 挫 6 之 间 的 关系 


这 里 标 度 指 数 a( 芽 ) 随 温度 升 高 而 降低 .在 第 二 个 阅 值 K。 ,耦合 系统 的 扩散 系 
X D 首次 超过 单个 粒子 的 扩散 系数 值 D,( 即 K =0 BER D (D S4 K>K.N,D 
> D, ,我 们 称 这 种 现象 为 阵列 加 强 的 扩散 过 程 .对 于 中 等 大 小 的 KK,D 与 K 的 
KARE AYRE: 

DK”? , (4.4.11) 
8(T) 也 是 随 人 增加 而 降低 标 度 指数 ,8(T)~T .当天 很 大 时 ,扩散 系数 会 
逐渐 趋 于 一 个 饱和 值 ,这 个 值 比 单个 粒子 扩散 系数 值 D, 要 大 得 多 .上 面 的 现象 
揭示 出 非常 有 意思 的 结果 , 即 我 们 只 有 克服 一 个 临界 耦合 强度 才能 得 到 一 个 更 
强 的 扩散 过 程 .K, 和 KK。 随 温度 的 增加 而 增加 , 即 对 于 高 温 ,我 们 必须 有 更 大 的 
耦合 才能 克服 系统 扩散 上 无 组 织 状态 .阵列 加 强 扩散 过 程 在 一 些 实际 应 用 中 是 
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有 价值 的 .在 很 多 情况 下 (例如 表面 的 生长 过 程 ) 我 们 希望 体系 有 和 较 快 的 扩散 速 

上 面 的 行为 可 以 作 直 观 的 理解 . 它 实 际 上 是 系统 有 序 与 无 序 的 竞争 .有 序 来 
自 于 粒子 之 间 的 耦合 作用 , 它 倾 向 于 把 粒子 组 织 起 来 而 形成 集体 行为 .无 序 是 由 
外 界 的 热 涨 落 造 成 的 , 它 倾 向 于 破坏 系统 的 有 序 运动 .对 较 弱 的 耦合 强度 , 热 噪 
声 占 主导 地 位 ,粒子 无 法 组 织 形成 协作 扩散 ,相反 这 个 弱 的 相互 作用 使 得 原本 自 
由 的 粒子 扩散 受到 约束 .因此 我 们 看 到 系统 的 扩散 随 耦 合 的 加 入 反而 减 小 ,耦合 
成 为 体系 高 摩擦 的 另外 耗 散 来 源 . 当 耦 合 强度 增 大 到 一 定 程度 ,系统 可 以 通过 相 
互 作 用 而 把 无 序 的 涨 落 变 成 有 效 的 合作 扩散 能 量 ,我 们 可 以 看 到 系统 的 扩散 速 
率 上 升 并 超过 单 粒 子 ( 无 耦合 ) 的 情况 ,形成 阵列 加 强 扩 散 的 现象 . 

上 面 讨论 的 是 非 公 度 的 情况 .我 们 可 以 讨论 系统 的 扩散 系数 与 阻 挫 6 之 间 
的 关系 .这 一 结果 在 图 4 一 38(b) 中 给 出 ,这 里 K=0.1, 其 他 参数 不 变 , 温 度 取 三 
种 不 同 的 值 .可 以 看 到 D 与 6 之 间 的 关系 是 很 复杂 的 .T 较 高 时 CERMAK 
突出 .曲线 是 关于 0 — 1/2 对 称 的 ,因此 我 们 只 需 在 o € [0,1/2j 区 间 讨 论 . 当 9 
很 小 时 ,D 5 8 之 间 是 线性 关系 ; 

D-D,T$, (4.4.12) 

斜率 与 温度 T 成 正比 .这 反映 出 8 很 小 时 扩散 会 因 耦 合 的 引入 而 受到 抑制 . 10 
制 的 原因 在 于 此 时 的 PN 又 很 高 ,粒子 与 周期 势 的 作用 占 主 要 地 位 ,我们 就 需要 
更 大 的 激发 能 克服 PNB. 当 环 境 温度 T 较 低 时 ,扩散 的 公 度 效应 就 变 得 很 明 
显 .对 于 图 中 RQT 0.25 的 曲线 ,可 以 看 到 D 1E 6021/3 和 2/3 时 有 最 大 值 ,这 
两 个 值 非常 靠近 黄金 分 割 5, = (5 - 1)/2 和 1- ôs. 


一 般 情 况 下 扩散 系统 与 温度 关系 是 比较 复杂 的 . 当 不 考虑 粒子 之 间 相 互 作 
用 时 ,在 小 阻尼 和 高 温 下 ， 





REST nun T 


D- 2y wy (4.4.13) 


而 扩散 速率 随 温度 升 高 而 增加 .在 大 阻尼 和 低温 下 ,扩散 主要 是 由 于 热 涨 落 引 起 
的 阱 间 有 跃迁 导致 的 ,因此 
ksT d V1? 2rd -za T 
D-- Un )] 一 人 ， (4.4.14) 
这 里 1,(x) 是 修正 Bessel 函数 .在 上 面 两 个 结果 中 ,我 们 可 以 看 到 右边 有 同样 的 
Boltzmann 因子 (Arrhenius 因子 )e ?7*7 ,只 是 前 面 因子 不 同 , 它 来 自 于 热 涨 落 的 
阱 间 牙 迁 效应 .在 一 般 情 况 下 ,扩散 系数 有 复杂 的 形式 :1 : 
_ (2x)! ka T 
yLa(d, T, Ald, T,0)- AC, d, T,0)]" (4.4.15) 
这 个 形式 是 第 一 章 的 结果 , 它 可 由 D=k,Tlim,..(v)/F 直接 得 出 , 式 中 的 各 个 





D 
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系数 为 : 
a(a.T.F)= | exp! f(x) — Fx lE, Tldz, (4.4.162) 
AG,T,F)- i expll - f(x) Frlk,Tldz,  (4.4.16b) 


A(d,T,F)= L dzexpl[ — fla) + Fr]/ksTI | g(y)expil f(y) - Fyl/ksTidy, 





这 里 f(x) = — deos zx,g(x) 称 为 核 函 数 , 它 可 由 下 面 的 运算 得 到 dutem 
ale) = pH. (4.4.17) 
此 处 c 为 一 常数 ,日 为 一 个 算 子 连 分 : 
Hat K, (4.4.18) 
r“ Lk kc 


这 里 工 是 单位 算 子 ,区 -为 
K* =/k,Ta/axz,K° -K'* EF ldz- F], (4.4.19) 
上 面 结果 对 单 粒 子 在 任何 温度 和 阻尼 下 都 适用 . 
42 BRT ARAM ,耦合 会 导致 系统 的 行 波 运动 .此 时 系统 的 扩散 过 程 与 
扭 结 运动 有 关 , 扭 结 可 以 视 为 准 粒 子 , 它 可 用 有 效 质 量 .静态 能 量 和 PN & ES 
来 描述 5 .在 低温 下 系统 的 扩散 系数 为 
D= Dye Pts”, (4.4.20) 
D, 为 与 Ent XW AF ,通常 在 小 阻尼 时 D, oc Em ,在 大 阻尼 时 Do ®© Epy. YE 
am Aa NT 





D^Ck,T | 1- & Gs bs TY |. (4.4.21) 

在 式 (4.4.20) 中 我 们 看 到 类 似 单 粒子 的 Arrhenius 因子 ,只 是 能 量 项 对 单 粒子 而 
言 是 周期 势 又 ,而 对 于 FK ARE PNA. 
4.4.2 非 线性 响应 :迁移 过 程 的 抑制 效应 

4 FK 系统 所 受 外 力 增 大 时 ,系统 的 输 运 由 漂移 过 程 主导 .此 时 我 们 可 以 用 

系统 的 迁移 率 来 描述 输 运 过 程 : 

a= GIF. (4.4.22) 

在 图 4 一 39(a) 和 (b) 中 ,我 们 计算 了 5=3/8 和 1/8 时 不 同 温度 下 jy 与 外 力 下 的 

关系 .为 方便 对 比 ,我 们 也 画 出 了 单 粒 子 的 kw( 下 ) 曲 线 (Rs 工 =0.5). 我 们 看 到 的 
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第 一 个 现象 是 当下 较 小 时 ,耦合 系统 的 迁移 率 远 远大 于 单 粒 子 的 迁移 率 . 当 下 
增加 时 , 单 粒 子 的 jy BE 单调 增加 ,而 耦合 系统 的 n 除 随 下 有 增加 部 分 外 ,在 很 
大 的 区 域内 都 是 随 下 增加 而 减 小 的 .温度 的 改变 对 系统 的 迁移 率 在 F 的 很 大 范 
围 内 几乎 没有 影响 .这 个 效应 在 图 4 一 40 中 给 出 ,6 = 3/8, X E] BL IB T. F —0. 10 
0.05 时 py BÉ c, T 的 变化 曲线 .可 以 看 到 y BG ET 的 改变 几乎 不 变 ,甚至 对 下 上 = 
0.1 的 情况 还 会 降低 .我 们 称 u BF 减 小 及 随 AsT 几乎 不 变 的 现象 为 迁移 过 程 
的 抑制 效应 ,这 种 效应 显然 是 一 种 集体 现象 


—— k,T=0.1 
—e— k,T=0.2 
—5— k,T=0.3 
—+— k,T=0.5 
—— single 


—n— k,T=0.1 
—o— k,T=0.3 
—e— k,T=0.5  ¥ 
= single 4 





图 4 一 39 6=3/8 $n 1/8 时 不 同 温度 下 
u 与 外 力 下 的 关系 


事实 上 ,有 了 前 面 无 噪声 下 FK 小 阻尼 系统 在 下 作用 下 的 动力 学 分 析 ,这 
种 抑制 过 程 是 不 难 理解 的 .在 低速 运动 区 ,运动 的 扭 结 与 它 所 辐射 出 来 的 线性 波 
发 生 耦 合 而 产生 锁 相 ,导致 系统 运动 的 锁定 . 它 集中 表现 在 系统 整体 运动 速度 随 
F 的 变化 出 现 平 台 5%.231 .由 于 系统 耦合 的 有 序 对 噪声 涨 落 有 一 定 的 抵抗 力 , 因 
此 在 有 限 温度 下 ,速度 的 主要 平台 仍然 存在 .在 平台 上 ,系统 的 迁移 速率 y= 
v(m,,m,)| Foc F^' ,因此 随 丰 的 增加 ww 反而 会 减 小 ,造成 迁移 过 程 的 抑制 .此 
时 热 涨 落 的 能 量 主要 用 来 放大 线性 波 ( 声 子 ) 的 振幅 .在 台阶 的 右边 , 热 涨 落 使 锁 
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图 4-40 p» 随 ksT 的 变化 曲线 


相 失 稳 而 造成 共振 台阶 的 振幅 很 小 , 热 涨 落 不 易 使 锁 相 破坏 . 


4.5  Frenkel-Kontorova 系统 与 热传导 研究 


4.5.1 研究 意义 和 背景 


统计 物理 学 的 最 大 成 功 之 处 就 在 于 阐述 了 有 大 量 自由 度 的 系统 的 宏观 热力 
学 现象 及 其 转变 .通过 合理 的 引进 统计 假设 及 其 系统 的 作用 规律 ,统计 平均 避免 
了 在 系统 微观 层次 上 的 纠缠 ,从 而 理解 了 热力 学 的 一 般 规律 .如 今 统 计 物 理 的 思 
想 方 法 和 结果 已 被 用 于 大 量 的 不 同 领 域 .只 要 系统 有 大 的 自由 度 或 者 随机 因素 ， 
统计 物理 就 有 发 挥 其 作用 的 空间 . 

另 一 方面 ,从 统计 物理 学 诞生 伊始 它 就 与 系统 的 微观 动力 学 规律 夭 断 丝 连 . 
尽管 人 们 想 尽 各 种 办 法 解释 统计 方法 的 合理 性 ,但 是 关于 统计 与 动力 学 的 关系 
以 及 统计 的 适用 性 的 争论 几 百 年 来 至 今 就 一 直 没 停止 过 .从 最 早 的 Bolzmann 的 
H XE 38 , Maxwell 妖 , 到 后 来 Fermi Pasta 和 Ulam 的 64 振子 实验 以 至 非 线 性 系 
统 混 沌 动力 学 的 讨论 ,都 反映 出 统计 物理 的 基本 问题 重要 性 ?>”'” .我 们 在 第 
一 章 中 已 讨论 过 这 方面 的 一 些 问 题 ,这 里 不 再 重 氢 .我 们 只 想 指 出 ,虽然 关于 热 
力学 系统 平衡 态 的 微观 动力 学 与 统计 之 间 的 关系 已 基本 清楚 ,但 我 们 对 非 平衡 
态 的 理解 ,无 论 从 宏观 层面 还 是 微观 层面 上 都 是 远 远 不 够 的 .对 于 平衡 态 统计 ， 
我 们 有 研究 统计 和 动力 学 关系 的 遍历 性 理论 ,而 对 于 非 平衡 统计 ,我 们 至 今 尚未 
建立 一 套 关 于 其 动力 学 基础 的 理论 .这 其 中 因素 众多 ,而 系统 的 非 线性 与 复杂 性 
是 阻碍 基础 理论 建立 的 重要 原因 之 一 . 

本 节 我 们 着 重 于 热传导 问题 微观 动力 学 的 研究 .应 该 说 对 这 一 问题 的 研究 
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尚 无 最 后 的 定论 ,但 近年 来 对 格 点 和 格 气 系统 的 热传导 微观 机 制 的 分 析 是 很 有 
启发 性 的 .利用 Frenkel-Kontorova 研究 热传导 问题 只 是 这 众多 分 析 中 的 一 个 模 
型 ,但 它 扮演 着 承上启下 的 作用 ,使 人 们 的 研究 思路 有 所 转变 .因此 ,在 下 面 的 讨 
论 中 ,FK 系统 热传导 问题 只 是 一 个 小 的 部 分 ,我 们 将 尽 可 能 地 讨论 涉及 近年 来 
人 们 利用 不 同系 统 研究 的 成果”. 

从 热传导 的 研究 历程 来 看 ,迄今 为 止 共 经 历 了 三 个 阶段 .第 一 个 阶段 是 
1984 年 以 前 的 研究 ”55 .这 个 阶段 热传导 的 研究 主要 是 唯 像 理论 , 它 是 非 平 衡 
热力 学 系统 输 运 理论 与 线性 响应 理论 的 一 部 分 ,人 们 得 到 在 线性 响应 下 热流 与 
温度 梯度 关系 的 傅 里 时 定律 : 

J=—-k(T)VT, (4.5.1) 
这 里 为 热流 ,&( 工 ) 为 热传导 系数 , 它 通常 与 温度 工 有 关 . 在 这 一 阶段 ,虽然 也 
有 关于 宏观 热传导 和 微观 动力 学 之 间 的 讨论 ,但 没有 本 质 的 突破 .研究 者 的 主要 
兴趣 在 于 各 种 物理 材料 和 体系 的 热传导 性 质 ,其 中 以 实验 为 主 .20 世纪 下 半 叶 
非 线 性 系统 动力 学 和 混沌 行为 研究 的 兴起 ,促使 人 们 用 动力 学 的 眼光 重新 审视 
平衡 态 和 非 平衡 态 热力 学 系统 的 宏观 性 质 .热传导 作为 非 平衡 热力 学 中 非常 重 
要 的 输 运行 为 也 受到 密切 关注 . 人 们 至 今 还 十 分 关心 的 问题 是 ;系统 正常 的 热 传 
导 的 微观 机 制 是 什么 ?不同 的 反常 热传导 与 系统 内 部 动力 学 有 什么 关系 ”由 于 
热力 学 系统 的 微观 自由 度 很 大 , 且 作 用 是 非 线 性 的 ,解析 的 方法 基本 不 奏效 , 计 
算 机 技术 的 飞快 发 展 也 是 这 些 问题 得 以 研究 的 客观 原因 .1984 年 ,Casati 等 人 模 
拟 了 ding-a-ling 模型 (下 面 有 介绍 ) 的 热传导 性 质 ,并 提出 混沌 性 是 能 量 扩 散 输 
BWA! .这 项 工作 现在 看 来 有 特殊 的 意义 ,尽管 在 当时 并 未 引起 太 大 
的 关注 . 它 开创 了 热传导 行为 微观 机 制 研究 的 先河 , 自 此 这 方面 研究 进入 第 二 个 
阶段 .在 此 期 间 ,Prosen 与 Robnik 于 1992 年 用 ding-dong 模型 “% 对 Casati 等 人 
的 研究 结果 给 予 支持 . 1997 年 ,Lepri 系 人 对 Casati 等 人 的 机 制 提出 质疑 ,他 们 
用 一 维 的 FPU 模型 模拟 热传导 '*” .研究 发 现 ,尽管 FPU 模型 本 身 是 混沌 的 (有 
正 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 ) ,但 系统 的 热传导 是 反常 的 .由 此 他 们 认为 ,混沌 性 并 不 足 
以 保证 正常 热传导 .1998 年 ,香港 浸 会 大 学 非 线性 研究 中 心 (CNS-HKBU) 的 研 
究 小 组 利用 Frenkel-Kontorova 模型 进行 热传导 过 程 的 数值 模拟 ,发 现 只 要 外 势 
场 存 在 ,系统 就 会 有 正常 热传导 "4 . 这 项 研究 没有 涉及 系统 是 否 混 沌 ,而 是 从 
另 一 个 角度 一 一 声 子 散射 与 模式 激发 来 进行 热传导 机 制 的 解释 .此 后 ,人 们 在 多 
种 不 同系 统 中 进行 研究 ,热传导 基本 问题 的 研究 成 为 热点 .可 以 说 ,从 1997 和 
1998 年 至 今 为 热传导 研究 的 第 三 阶段 .在 此 阶段 中 ,一 些 有 关 热 传导 的 机 制 从 
不 同 角度 被 提出 来 ,这些 机 制 分 别 可 以 在 一 定 范围 内 做 出 解释 ,但 至 今 尚未 有 统 
一 的 共识 .尽管 如 此 ,这 方面 的 研究 促进 了 大 自由 度 系统 统计 性 质 .模式 激发 性 
质 非 线性 波 等 相关 问题 的 研究 . 
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人 们 研究 的 模型 系统 各 种 各 样 . 从 类 型 看 大 致 有 两 类 :一 类 为 类 气体 的 模 
型 ,我 们 称 为 格 气 模型 ,如 Lorenz 气体 .Ehrenfest 气体 、 硬 球 系统 等 ; 另 一 类 为 类 
固体 的 模型 ,我 们 称 为 格 点 模型 ,如 ding-a-ling 模型 、ding-dong 模型 FK 模型 、 
FPU 模型 .耦合 转子 模型 等 等 .研究 系统 的 维 数 涉及 最 多 的 是 一 维 的 情况 ,二 维 
系统 的 也 有 ,但 不 多 , 且 主 要 是 准 一 维 的 体系 .三 维 的 较为 实际 系统 的 研究 迄今 
为 止 尚 未 见 到 . 

我 们 下 面 的 讨论 主要 是 给 出 人 们 从 不 同 角 度 研 究 的 结果 .FK 系统 热传导 
的 研究 只 是 其 中 的 一 种 ,但 由 于 其 特殊 作用 ,我们 下面 会 单独 讨论 . 


4.5.2 动力 学 不 稳定 性 (混沌 ) 对 热传导 的 影响 


Casati 等 人 提出 了 如 下 的 模型 "9 :系统 由 N 个 粒子 组 成 ,运动 局 限 在 一 
维 ,这 N 个 粒子 质量 相同 ,其 中 编号 为 偶数 的 粒子 为 简 谐 振子 ,奇数 的 为 自由 粒 
子 .每 个 振子 都 在 各 自 的 平衡 位 置 附近 振动 ,因此 自由 粒子 只 能 在 相 邻 两 个 振子 
之 间 来 回 运 动 , 并 会 与 它们 发 生 弹 性 碰撞 .由 于 这 种 形态 像 一 个 铃 锤 在 两 个 铃 销 
之 间 ,Casati 等 人 称 其 为 ding-a-ling 模型 . 将 此 系统 置 于 高 低温 两 个 热源 之 间 ， 
就 构成 了 研究 的 系统 ,如 图 4 一 41 Bray. 


1 234 N x 
qo---*606»——0--60] 
图 4 一 41 ding-a-ling 模型 


Ding-a-ling 系统 的 哈密 顿 可 写成 : 
N 
=> > (pit oli) + Vy, (4.5.2) 
k=1 


这 里 当 上 为 偶数 时 w, = w,k 为 奇数 时 ,w=0, 粒 子 质量 均 设 为 单位 质量 . pi sq, 
为 第 个 粒子 的 动量 与 位 置 , Vj 代表 碰撞 时 的 硬 核 相互 作用 . 当 总 能 量 固定 
时 ,系统 的 动力 学 随 w 的 改变 而 改变 . w 一 0 时 ,系统 变 成 一 维 等 质量 硬 球 气体 ; 
o 逐渐 增加 时 ,系统 可 变 成 在 整个 相 空间 的 混沌 (K E). 4 — 42 8B TN 
=2 时 在 w=0.2 和 3.0 的 截面 图 (gq 7 (92741 * DV270 B. p = Co; - Pi) 
J2>0 时 的 截面 ). 可 以 看 到 o 较 大 时 系统 的 全 局 混沌 . 当 N 增 大 时 ,全 局 混沌 
所 需 的 co PE E AUS. 

现在 考虑 在 系统 左右 两 边 加 上 热源 .为 方便 ,选择 N 为 奇数 , 且 左 右 与 热源 
接触 的 为 自由 粒子 .热源 的 温度 分 别 为 T, 和 Tk. 

这 里 值得 提 一 下 的 是 ,对 热源 的 实际 模拟 可 以 有 不 同 的 方法 . 目前 主要 有 三 
种 方法 :(1) 热 源 可 以 用 温度 为 T. BS Maxwell ^k £& i P599! ,其 速度 分 布 为 
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图 4-42 N=2 时 w=0.2 和 3.0 的 截面 图 


tape aloes. (4.5.3) 


当 粒 子 碰 到 热源 时 , 它 被 热源 吸收 ,然后 又 发 射 回 系统 ,其 速度 由 符合 (v ) 4 fi 
的 随机 值 给 出 ;(2) Nose-Hoover 热源 “”, 它 由 热源 方程 给 出 ,我 们 下 面 会 涉及 
到 ;(3) 热 噪 声 热源 ““ , 即 我 们 可 以 将 热源 用 噪声 e (1) 来 描述 , 它 满足 一 
定 的 关联 性 质 ,通常 可 用 白 噪 声 来 描述 : 

(EL 8 (20) 70, (EL 2 (226,8 (£7) 22YT, elt- t), (E(t) 6 (072) =0. 

(4.5.4) 

相应 地 ,与 热源 接触 的 粒子 的 动力 学 可 用 Langevin 方程 来 描述 . 上面 三 种 热源 
模拟 方法 可 根据 具体 问题 需要 灵活 选取 .需要 注意 的 是 ,第 (2) 种 Nose-Hoover 
热源 由 于 是 动力 学 描述 ,因此 有 时 结果 不 一 定 可 靠 ,使 用 时 需要 小 心 . 

对 于 ding-a-ling 模型 ,这 里 用 的 是 第 (1) 种 热源 .粒子 与 热源 作用 前 后 能 量 
改变 ,交换 的 能 量 设 为 AE, 则 热流 为 


Gl $E, (4.5.5) 
AE, 表示 第 i 次 与 热源 作用 时 的 能 量 交 换 ,n= n (z) 为 到 时 间 2 时 与 热 库 作 用 
TRB. CT (t)) 1, T GG) 时 说 明 系 统 达到 定 态 . 定 义 粒子 的 温度 为 
alia 
T, => Pi) (4.5.6) 


4 为 长 时 间 平 均 . 由 T, BS 4r fü nT LL f xe il BE EB BE V TSR Ja A De f He B 
(D=-KVT 我 们 可 以 定 出 系统 的 热传导 系数 KK. 图 4 一 43 给 出 了 K 与 N 的 
关系 ,可 以 看 到 对 固定 的 wo, N 增加 时 , K 很 快 趋 于 一 个 定 值 . K 也 可 以 用 
Green-Kubo 公式 算出 .Green-Kubo 公式 给 出 了 输 运 系数 与 自 关联 函数 之 间 的 关 
系 . 对 现在 的 一 维 N 粒子 系统 ,在 温度 T 时 
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K= | JODIDA (4.5.7) 
NT? 0 0 + . . 
160 
120 
K 
80 @=1.00 
40 
0 
4 6 8 10 12 14 16 18 


图 4-43 热传导 系数 K 与 粒子 数 N 的 关系 


J 为 平均 热流 ,(.》 表 示 平 衡 态 平均 . Casati 等 人 验证 了 这 种 方法 算出 的 热传导 系 
BOK 在 w 比较 大 时 与 前 面 模拟 的 结果 完全 相符 w 小 时 ( 非 K 系统 ) 则 不 相 
符 , 从 而 得 出 结论 :混沌 性 是 保证 系统 产生 扩散 性 能 量 输 运 和 正常 热传导 的 本 质 
条 件 . 
”“ 上述 论断 由 Prosen 和 Robnik 在 1992 年 用 另 一 模型 得 到 证 实 3 . 他 们 的 
模型 也 是 一 维 格 点 ,每 个 格 点 上 都 是 局 部 振荡 的 简 谐振 子 ,振子 之 间 有 硬 核 碰撞 
作用 以 交换 能 量 .他 们 把 这 个 系统 称 为 ding-dong 模型 . 在 一 定 能 量 范围 内 系统 
是 混沌 系统 ( 硬 混沌). 他们 通过 不 同方 法 计算 了 系统 的 热传导 ,发 现 系统 热传导 
是 正常 的 .这 一 结果 支持 了 Casati 等 人 的 论断 . 

1997 年 ,Lepri 等 人 讨论 了 一 维 Fermi-Pasta-Ulam 系统 的 热传导 问 Rl 
系统 的 哈密 顿 为 


H- > [se + VG 74-0]. (4.5.8) 
其 中 
-.1 2, Br. | à 
V(aq; ad = 5 (a4 7 4) t4: qi-1) : (4.5.9) 


8 描述 了 粒子 之 间 耦 合 的 非 简 谐 程度 ,将 系统 置 于 两 个 热源 之 间 , 设 热源 的 温度 
为 Tir RIH Nose-Hoover 热源 来 模拟 , 则 系统 方程 为 : 


”2 


. , , P q 
i= iq + Vn g) V(Gi go) ê= Tl (4.5.10a) 


qu7-V(qui-qi)- V(q; -q,.,),2€ i XN, (4.5.10b) 
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-2 
QN 


qn = — kgn 十 V’ Canes -gy)-— V Cay- gs- 8 = 
R 


-1, 

(4.5.10c) 
这 里 采用 固定 边界 条 件 :g, = quu, =0. 格 点 的 温度 仍 定义 为 T, = CoD 对 系统 
的 模拟 表明 , 当 加 上 热源 后 ,系统 最 后 会 达到 非 平衡 定 态 , 它 满足 局 域 平衡 条 件 ， 
但 与 热源 接触 的 两 端 则 会 呈现 奇异 性 .图 4 一 44(a) 给 出 了 T, —152, T, =24,N 
=128,194,256,8=0.1 时 的 温度 曲线 ,可 以 看 到 曲线 是 非 线性 的 .这 个 非 线性 
不 是 由 于 热传导 与 温度 有 关 ,而 是 与 系统 热传导 的 反常 性 质 有 关 . 这 可 以 从 考察 
系统 的 热流 看 出 来 .热流 J(z,i) 满 足 连续 性 方程 


x,t) t divJCz,1) 50, (4.5.11) 

这 里 2= D 6x ~ 2) (B+ V(g cas Jen = ia + q FORO REI I M S 
叶 变 换 并 按 波 数 的 级 数 展开 ,最 后 可 得 到 通过 第 i 个 格 点 的 热流 为 

J) = apfir, (4.5.12) 


0.0 0.5 





iN 


图 4-44 (a) 温度 曲线 ;(b) 热流 J 与 振子 数 N 的 关系 


ES f.--V(Gu74).J 9 《J;(1)); 可 以 验证 它 与 格 点 i AK LER IGI E 
处 于 非 平衡 定 态 . 图 4- 44(b) 给 出 了 热流 /与 振子 数 N 的 关系 ,可 以 看 出 Joc 
N^*,a20.55 £0.05. HF dTldx ~ N ,因此 由 傅 里 叶 定律 算出 的 热传导 系 
3X k= |J/(dT/dx)|œ@ N", Bl k BEN 的 增加 而 发 散 .这 说 明 FPU 系统 不 满足 
傅 里 叶 定 律 .系统 要 满足 傅 里 叶 定律 ,热流 本 应 该 随 着 NN 的 增加 以 Jcc N 的 速 
度 趋 于 0( 或 者 JN= 常 数 ). 这样 ,Lepri 等 人 得 出 结论 :混沌 性 并 不 是 保证 系统 
有 正常 热传导 (满足 Fourier 定律 ) 的 充分 条 件 . 这 一 结论 直接 对 Casati 等 人 的 结 
果 提 出 了 质疑 . 

1999 年 ,Alonso 等 人 (Casati 为 合作 者 之 一 ) 对 此 进行 了 反 驭 "5 .他们 研究 
了 二 维 的 台球 系统 一 一 Lorenz 气体 通道 . 它 是 由 一 系列 半圆 形 散射 体 构 成 的 , 自 
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由 粒子 在 通道 内 必须 与 散射 体 碰撞 才 可 以 沿 水 平方 向 运动 (如 图 4 一 45(a) 所 
AN) .将 系统 置 于 两 个 热源 之 间 ,Alonso 等 人 通过 数值 模拟 验证 了 系统 有 正常 的 
热传导 .他 们 指出 :正常 的 热传导 来 自 于 系统 正常 的 能 量 扩散 ,而 只 有 系统 是 完 
全 双 曲 ( 即 Anosov 系统 ,系统 在 整个 相 空间 都 是 双 曲 型 的 不 稳定 点 ,意味 着 全 局 
混沌 ) 时 才 会 有 正常 的 能 量 扩散 行为 ,因而 才 会 有 正常 的 热传导 行为 .实际 上 ， 
Casati 在 1984 年 的 工作 中 关于 “混沌 ”的 含义 已 经 强调 了 足够 混沌 “以 保证 系统 
是 扩散 型 的 能 量 输 运 ”. Lepri 等 人 所 讨论 的 FPU 模型 显然 并 不 满足 这 个 条 件 . 
FPU 在 能 量 面 上 不 是 全 局 混沌 的 ,而 是 存在 许多 KAM 环 面 区 ,尽管 他 们 随 参 
数 改 变 会 缩小 ,但 仍 残存 .这 些 残 存 的 规则 区 会 造成 能 量 输 运 时 的 “粘连 效应 ”， 
即 系统 运动 混沌 轨道 会 被 吸引 在 规则 区 边缘 逗留 较 长 时 间 , 这 直接 导致 能 量 输 
运 的 反常 性 .这 种 反常 扩散 使 得 系统 的 热传导 行为 也 出 现 反 常 .由 此 可 以 看 出 ， 
Lepri 等 人 的 怀疑 本 身 是 站 不 住 脚 的 ,他 们 明显 没有 完全 理解 Casati 等 人 的 论 





图 4-45 (a) Lorenz 气体 通道 ;(b) Ehrenfest 气体 通道 


最 近 , 李 保 文 等 人 研究 了 Ehrenfest 气体 通道 内 的 热传导 问题 “” .这 个 模型 
与 Lorenz 气体 通道 类 似 , 但 不 同 的 是 散射 体 是 三 角形 , 即 所 有 的 散射 面 都 是 平 
的 ,如 图 4 一 45(b) 所 示 , 这 种 台球 体系 KS MERCK E UEBI AS T AE LB IGI DER 
有 混沌 性 .他 们 的 结果 表明 , 当 所 有 散射 体 相 同 且 规 则 分 布 时 ,系统 有 反常 的 热 
传导 ,而 当 散 射 体高 度 或 位 置 随机 无 序 分 布 时 ,系统 有 正常 的 热传导 .因此 他 们 
认为 混沌 与 正常 热传导 之 间 没 有 直接 联系 . 

实际 上 ,以 笔者 的 观点 来 看 ,系统 是 否 出 现 了 正常 的 热传导 恰好 是 来 自 于 他 
们 模型 中 的 无 序 性 .在 第 一 章 中 ,我 们 讲 到 了 遍历 性 理论 中 关于 动力 系统 的 随机 
性 顺序 时 提 到 了 Bernoulli 移 位 变换 , 它 是 完全 随机 的 ,随机 性 比 Anosov 系统 要 
高 得 多 059] . 回 到 Ehrenfest 模型 ,这 里 散射 体高 度 或 位 置 的 随机 性 分 布 恰好 使 得 
粒子 在 其 中 的 反射 是 完全 随机 的 ,相当 于 Bernoulli 变换 ,在 每 一 步 都 是 不 确定 
的 .因此 这 个 系统 的 随机 性 比 Lorenz 气体 通道 系统 中 的 还 要 强 , 当 然 能 量 就 可 
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以 以 一 种 正常 的 方式 扩散 ,从 而 导致 正常 的 热传导 . 

从 以 上 的 讨论 来 看 ,混沌 性 是 保证 系统 有 正常 的 傅 里 时 热传导 的 根本 条 件 . 
这 个 观点 实际 上 仍然 是 有 其 合理 性 , 仍 是 对 热传导 机 制 研究 迄今 为 止 最 有 说 服 
力 的 观点 之 一 .实际 上 ,以 笔者 的 观点 来 看 ， 用 扩散 型 的 随机 性 ” (diffusive sto- 
chasticity) 来 代替 “混沌 性 "作为 正常 热传导 的 动力 学 条 件 也 许 更 为 恰当 . 


4.5.3 一 维 FK 链 中 的 热传导 问题 : 声 子 - 格 点 相互 作用 


一 维 FK 链 热 传导 问题 的 研究 在 1985 年 就 由 Gillan 和 Holloway 用 数值 方 
法 讨论 过 "1 ,但 由 于 不 是 关于 机 制 性 的 研究 而 没有 引起 关注 .1998 年 , 胡 斑 比 、 
李 保 文 和 赵 鸿 又 讨论 了 这 个 模型 "1 .为 方便 ,我 们 写 出 系统 的 哈密 顿 : 





H- xs pitas, Tia a - Keos(2nz,) |, (4.5.13) 


这 里 粒子 的 质量 约 化 为 1,a 为 弹簧 自由 长 度 ,K 衡量 周期 势 的 高 度 , 周 期 势 的 
周期 为 1. 下 面 研究 FK 系统 的 旋转 数 固定 为 =0.3. 如 果 考 虑 一 般 的 情况 ,我 


们 把 相互 作用 势 部 分 写 为 2V (x, 12; ) ,周期 势 部 分 写 为 DV G2. 在 模拟 
中 仍 采 用 Nose-Hoover 热源 ,靠近 热源 粒子 的 运动 方程 为 


2 
1 (4.5.14a) 
而 中 间 粒 子 的 运动 方程 为 


2 


dy = — Ekin + fu — feste =~ 1, (4.5.14b) 
Tr 


t= fi- fray lSi<n. (4.5.14c) 
这 里 = 一 V(x;_1 x) 一 U'(z,). 模 拟 中 采用 固定 边界 条 件 :x。o= xs. 70. 

图 446(a) 给 出 了 当 K 25, T, 20.3, T, 20.2 时 FK 系统 的 温度 分 布 曲 
线 ,我 们 可 以 看 到 很 好 的 温度 梯度 .对 FK 系统 来 说 , 它 与 FPU 最 大 的 差别 在 于 
考虑 了 定点 外 势 , 即 K 取 0. 为 考察 有 外 势 后 系统 的 热传导 是 否 正常 ( 即 热传导 
系数 在 N 无 关 ) ,我 们 还 需 考察 系统 热流 随 N 的 变化 情况 .由 连续 性 方程 ,对 于 
两 边 积 分 可 得 


. 9Ví(x,,xui) - 39V(x,., en) 
X, x 


JoJ- F à, end 3x, 


因此 热流 定义 为 





(4.5.15) 


. 9 
Ji, Pme. (4.5.16) 
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图 4-46 (a) FK 系统 的 温度 分 布 曲线 ;(b) 不 同情 况 下 JN BEN 的 变化 


我 们 可 计算 其 长 时 间 平 均 . 当 系 统 达 到 非 平衡 定 态 时 ,平均 热流 HS 
格 点 无 关 . 在 图 4 一 46(b) 中 给 出 的 是 不 同情 况 下 热流 与 粒子 数 的 乘积 JN. BRUN 
的 变化 情况 .实心 圆 点 是 FPU 模型 的 结果 ,可 以 看 到 JN BEN 的 增加 而 以 N 7I? 
的 规律 增加 ,说 明 FPU 系统 的 热传导 是 反常 发 散 的 ;空心 圆 点 是 FK 模型 当 K 
=5.0 的 结果 ,实心 方块 对 应 于 FK 外 势 为 





U(a)=- crees) - (án [cos(4rz)， (4.5.17) 
当 K,=5, K,-—15 时 的 结果 ,空心 三 角形 为 FK 的 相互 作用 势 为 
ox Ba 
V(xz)= 5 tT ， (4.5.18) 
外 势 为 
U(z)- "ges Qn) (4.5.19) 


时 8=0.9, 攻 =5S 的 结果 .可 以 看 到 ,对 这 三 种 FK 不 同 的 形式 ,只 要 外 势 存在 ， 
系统 都 表现 出 正常 的 热传导 , 即 JN = 常数. 

从 上 面 的 讨论 可 以 发 现 , 当 外 势 U(xz) 不 存在 时 , 格 点 系统 不 管 是 对 于 简 谐 
耦合 还 是 非 简 谐 耦合 都 不 再 有 正常 的 热传导 行为 ,热传导 系数 都 会 随 N 增加 而 
发 散 . 因 此 外 势 的 存在 是 格 点 系统 具有 正常 热传导 的 关键 之 处 .这 可 以 从 声 子 的 
激发 来 理解 . 当 格 点 系统 仅仅 是 简 谐 耦合 而 没有 外 势 时 ,系统 具有 不 同 模式 的 声 
子 ,但 这 些 模式 是 相互 独立 的 ,故而 声 子 之 间 没 有 相互 作用 .这 导致 热传导 以 声 
速 传播 ,热传导 系数 是 无 穷 大 的 . 当 格 点 的 粒子 耦合 是 非 简 谐 时 ,如 FPU 系统 ， 
各 种 模式 不 再 独立 而 是 相互 耦合 的 ,对 应 于 声 子 之 间 的 相互 作用 .虽然 温度 可 以 
有 梯度 存在 ,在 热流 以 NI 的 速度 而 非 N :速度 趋 于 0, 因而 热传导 系数 是 发 散 
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量 守恒 ,因而 会 出 现 正常 热传导 . 





图 4-47 呼吸 子 的 时 空 演化 行为 


3. 无 序 的 影响 : 李 保 文 等 于 2001 年 研究 了 一 维 质量 无 序 分 布 的 无 外 势 格 
点 系统 的 热传导 "5 ,他 们 发 现在 低温 时 非 简 谐 链 系统 的 热传导 系数 K 是 有 限 
的 ,而 在 高 温 下 K~ N"$; 同 年 ,Dhar 研究 了 其 中 的 输 运 系数 ,包括 热传导 系 
A 57 .这 一 问题 由 Savin 等 2002 年 又 进行 了 讨论 "” .杨磊 等 数值 证 实 了 二 维 
无 序 的 简 谐 耦合 格 点 系统 具有 正常 的 热传导 “”' . 

另外 , 尚 有 许多 关于 格 点 系统 热传导 的 讨论 ,这 里 不 再 详 述 . 


4.5.5 非 线性 格 点 体系 中 热传导 的 控制 : 热 整流 器 


能 量 输 运 是 一 种 宏观 过 程 ,对 宏观 过 程 的 控制 在 应 用 上 有 现实 的 意义 .2002 
tE Terraneo, Peyrard 与 Casati 合作 ,研究 了 控制 一 维 非 线 性 链 上 的 热传导 问题 ， 
开 惧 了 对 输 运 进行 控制 的 新 方向 .他 们 通过 引入 缺陷 的 方式 成 功 地 控制 热 
流 的 传导 .通过 这 种 控制 ,系统 可 以 从 正常 的 健 里 叶 热 传导 变化 为 绝缘 体 .这 也 
为 人 们 设计 控制 热能 传输 的 热 整 流 器 提供 了 理论 启示 . 

他 们 研究 的 是 简 谐 看 合 的 有 势 系 统 : 


b, 1 
We > [名 + Vi.) + EKO -9Y | (4.5.21) 


这 里 K 为 耦合 强度 , V (yw ) = D, (e ^» — 1)? 为 Morse 势 .这 一 模型 被 用 来 研 
究 DNA 链 的 行为 (尽管 这 里 用 的 是 Morse 势 , 但 结果 也 可 用 于 其 他 情况 ) .将 其 
置 于 两 个 热源 之 间 ,计算 中 格 点 温度 为 T, = m Oy) ARARA J= Ky. Cy, 
-= 542-34 D, 2 D,a, — a,n 1,2,… 时 ,系统 可 有 正常 的 热传导 , 且 可 以 建 
立 很 好 的 温度 梯度 ,如 图 4- 48(a) 圆 圈 线 所 示 . 热 源 JccN ,因此 系统 有 有 限 
的 热传导 系数 . 
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(b) 





图 4-48 (a) 圆圈 线 :均匀 链 的 温度 分 布 ,其 他 :改变 D, 时 的 温度 
分 布 ;(b) 改变 D, 时 与 D-DD 的 变化 曲线 


为 实现 控制 ,我 们 将 整个 链 分 成 三 部 分 ,每 一 部 分 有 不 同 的 参数 .在 与 热源 
接触 的 左右 两 部 分 粒子 (n=1,2,…(N 一 M)/2 及 n= (N+ M)/2,…,NN) ,我们 
令 了 =D, 而 在 中 间 的 M 个 格 点 我 们 令 D, =D (AD). RAN Ro, =a. 在 
实际 模拟 中 ,N=128,M=8,a=1,K=0.3,m=1,T,=0.16,T,=0.15,D= 
0.5. D, 是 可 改变 的 参数 ,从 0.5 变 到 1.2. 图 4 一 48(a) 给 出 了 改变 D, 时 的 温度 
分 布 .在 D, =0.8 时 (+ 字 线 ) ,我 们 可 以 看 到 温度 分 布 在 中 间 区 域 有 很 大 的 跳 
跃 , 变 得 不 再 连续 ; 当 D, =1.2 IE CE) ,温度 分 布 在 中 间 是 T, T, 的 平均 ,而 
在 两 边 的 温度 分 布 均 为 两 个 热源 的 温度 ,此 时 系统 像 一 个 绝缘 体 ,热量 传递 被 中 
间 的 “缺陷 ?" 格 点 所 阻碍 .如 果 计 算 此 时 的 热流 ,可 以 发 现 J 一 10“ 几 乎 为 零 .在 
图 4-48(b) 中 的 方块 线 即 为 了 与 D, - D 的 变化 曲线 ,可 以 发 现 D, - D 增 大 时 
J 很 快 趋 于 0. 

上 述 的 控制 机 制 可 用 简 谐 势 模型 来 理解 : 


2 ~ 
H= 2; [P + Dok + EKn ar ]. (4.5.22) 


7n 


D, = D,a? .模拟 的 结果 表明 ,类 似 于 上 面 Morse 势 ,此 系统 也 存在 由 导体 到 绝缘 
体 的 转变 ,而 且 现 象 更 明显 ,转变 更 陡 . 这 从 图 (b) 的 圆圈 曲线 中 J 下 降 更 快 可 
以 看 出 来 . 
下 面 我 们 来 分 析 一 下 这 种 控制 机 制 . 当 没有 热源 存在 时 , 简 谐 势 系统 有 平面 
波 解 : 
S, rye dt, (4.5.23) 
将 其 代入 运动 方程 : 
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Se = KG,a72y, + y.) 7 Dy, (4.5.24) 
我 们 可 得 到 o 与 & 的 色散 关系 : 
w =2(K + D- Kcos k). (4.5.25) 


因此 系统 的 频率 o WEN w E[2D ,2DD+4K] 的 声 子 带 . 

XT 3EH IBI ELE RAO, AD), RRRATRER TE EER RD 
须 使 得 wz =2(K +D- Kcos E) w? =2(K + D, — Koos k) HERRA. Ñ D, 
= 万 时 显然 声 子 带 中 的 波 都 可 以 传播 ; 当 D AD 时 , 则 只 有 一 部 分 (两 个 声 子 
带 的 交集 ) 频 率 的 波 可 以 传记 整个 系统 . 对 于 其 他 频率 ,yw ~e ^ n (p 为 实 
数 ) ,传播 在 通过 中 间 区 域 时 会 指数 衰减 ,因而 无 法 传播 D,- D 增 大 时 ,两 
个 声 子 带 的 交集 越 来 越 小 ,能 在 整个 系统 传播 的 波 的 百分比 越 来 越 小 . 当 D, - 


D>2K 时 ,两 个 声 子 带 不 再 有 重叠, 此 时 所 有 波 均 被 禁止 传播 至 整个 系统 .来 
自 热 库 的 波 传 到 格 点 中 间 区 域 会 全 部 被 反射 回来 ,因而 热流 I 几乎 为 零 , 系 统 
犹如 一 个 绝缘 体 . 

当 系 统 势 为 非 简 谐 势 时 ,上 述 的 结论 定性 上 是 一 样 的 ,因此 这 就 解释 了 热 传 
导 控 制 成 功 的 原因 .在 这 种 控制 方法 中 ,中 间 的 “缺陷 " 格 点 相当 于 一 个 界面 , 它 
将 系统 分 成 两 个 部 分 .在 实际 控制 中 ,通常 这 个 界面 是 事先 设计 好 的 ,因而 可 通 
过 保持 温差 AT = T, - T, 固定 改变 热源 温度 的 方法 达到 控制 热流 的 目的 . 


非 线 性 系统 的 输 运行 为 可 以 体现 在 许多 不 同 的 方面 ,表现 为 不 同 的 具体 行 
为 ,例如 我 们 在 前 面 所 讨论 到 的 扩散 、 漂 移 .热传导 等 宏观 现象 .先前 讨论 的 随机 
共振 过 程 实际 上 也 是 能 量 的 输 运 过 程 .在 诸多 的 输 运行 为 中 ,有 一 种 现象 是 近年 
来 受到 物理 .生物 等 不 同 领域 密切 关注 的 , 那 就 是 物质 .能 量 流 的 定向 输 运 问题 . 
在 上 一 章 中 我 们 所 涉及 的 FK 系统 在 直流 外 力 下 的 输 运行 为 就 是 一 种 典型 的 定 
向 输 运 (directed transport) 过 程 .但 是 ,这 种 定向 输 运 的 特点 是 ;产生 定向 输 运 需 
要 一 个 空间 上 的 定向 外 场 ( 偏 置 ,或 平均 效果 上 为 非 零 的 定向 外 力 ). 这 方面 的 研 
究 已 经 进行 了 很 长 时 间 并 且 相 对 成 熟 ,另外 从 机 制 的 理解 上 并 没有 原则 性 的 困 
难 . 因 此 这 不 是 本 章 的 讨论 内 容 . 这 里 我 们 更 感 兴趣 的 定向 输 运 问题 是 指 作用 于 
系统 上 的 外 力 总 的 效果 为 零 ( 甚 至 没有 外 力 ) 时 定向 输 运 的 可 能 性 及 效率 . 对 于 
这 种 情况 ,系统 要 产生 定向 运动 ,就 需要 打破 内 部 或 外 部 的 某 些 对 称 性 ,从 而 将 
涨 落 或 非 定向 驱动 的 能 量 转化 为 定向 运动 的 能 量 (做 功 ). 关 于 分 子 马达 问题 的 
研究 ,最 早 可 追溯 到 热力 学 中 有 关 第 二 类 永 动机 ( 单 源 热机 ) 问 题 的 争论 ,近年 来 
由 于 在 生物 学 、 物 理 实验 等 许多 方面 定向 输 运 研究 的 进展 而 成 为 新 的 热点 .本 章 
中 我 们 将 着 眼 于 由 这 些 具体 问题 抽象 出 来 的 物理 模型 ,因此 讨论 更 具有 一 般 性 . 
我 们 将 着 重 于 定向 输 运 的 理论 分 析 . 另 一 方面 ,以 往 关于 定向 输 运 的 研究 多 集中 
于 单个 分 子 马达 输 运 机 制 的 分 析 . 但 在 许多 情况 下 粒子 之 间 的 相互 作用 不 可 如 
免 甚至 起 着 决定 性 的 作用 .另外 一 个 很 有 意义 的 问题 是 :定向 输 运 是 否 可 以 纯粹 
由 系统 的 耦合 引起 ? 这 是 一 个 新 发 展 的 领域 ,至 今 尚 没有 系统 的 讨论 .所 以 本 书 
的 内 容 将 花 很 多 笔墨 着 重 于 耦合 系统 的 合作 效应 :合作 定向 输 运 . 合 作 定向 输 运 
是 近年 来 分 子 马 达 研 究 的 重要 方向 之 一 , 尚 有 许多 不 清楚 的 问题 ,并 有 更 为 丰富 
的 现象 ,因此 这 方面 在 本 书 中 的 介绍 应 该 说 还 是 初步 的 ,并 与 作者 的 兴趣 及 背景 
有 关系 , 故 不 可 能 面面俱到 .我 们 建议 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 我 们 在 后 面 列 出 的 
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有 关 文献 ， 
5.1. 热力 学 款 齿 与 布朗 马达 概述 


5.1.1 概述 


定向 输 运 问题 的 研究 重点 是 在 空间 周期 系统 中 定向 输 运 流 的 可 能 性 及 其 特 
点 . 当 体 系 处 于 热力 学 平衡 态 时 ,定向 运动 是 不 可 能 发 生 的 (排除 暂 态 过 程 ). 这 
可 由 热力 学 第 二 定律 直接 得 出 .在 热力 学 平衡 态 下 ,定向 运动 就 意味 着 系统 可 以 
从 单一 的 热源 吸收 热量 而 转化 为 宏观 运动 的 功 ,这 恰恰 成 为 第 二 类 永 动机 ( 单 源 
热机 ) ,违反 第 二 定律 .因此 要 产生 定向 输 运 ,要 满足 的 第 一 个 条 件 就 是 系统 必须 
处 于 非 平衡 状态 .在 实际 中 ,我 们 可 以 引入 非 平 衡 外 来 扰动 如 确定 性 外 力 或 随机 
涨 落 力 使 得 体系 离开 平衡 态 . 

上 面 是 一 个 产生 定向 输 运 不 可 缺少 的 前 提 条 件 . 对 系统 另 一 个 不 可 缺少 的 
要 求 就 是 空间 反 演 对 称 性 的 破 缺 . 这 种 破 缺 可 以 用 几 种 不 同 途 径 来 实现 :(1) 空 
间 周 期 系统 的 空间 反 演 对 称 性 可 以 内 襄 地 破 缺 , 即 周期 势 不 满 足 反 演 对 称 性 .我 
们 称 这 种 周期 势 为 糠 齿 势 (ratchet potential) ; (2) 非 平衡 扰动 自身 的 特点 某 些 情 
况 下 也 可 引起 空间 反 演 对 称 性 被 破坏 ;(3) 当 系 统 由 多 个 单元 组 成 时 ,系统 可 通 
过 耦合 产生 自发 地 产生 对 称 破 缺 .系统 的 非 平衡 性 与 空间 反 演 对 称 破 缺 是 产生 
定向 输 运 的 基本 必要 条 件 ,但 并 不 是 充分 条 件 . 要 产生 物理 上 可 观察 的 定向 运 
动 ,还 需要 系统 各 参数 的 适当 匹配 .存在 定向 输 运 的 系统 在 物理 上 称 为 棘 齿 系 统 
(ratchet) ,在 生物 学 上 则 称 为 分 子 马达 (molecular motor). 若 系统 的 定向 输 运 是 
由 于 随机 涨 落 引 起 的 ， 我 们 称 其 为 布朗 马达 (Brownian motor) ;车 这 种 定向 输 运 
是 由 确定 性 外 力 引起 或 不 含 随机 力 时 ， 则 称 为 确定 性 马达 (deterministic motor). 

布朗 马达 的 研究 来 源 于 多 个 方面 .最 早 关于 棘 齿 效应 的 讨论 来 源 于 对 热力 
学 第 二 定律 的 理解 ,这 在 阿 基 米 德 (Archimede)、 塞 贝克 (Seebeck)、 麦 克 斯 韦 
(Maxwell) 、 居 里 (Curie) 等 人 的 著作 中 可 零星 见 到 ,但 都 没有 对 此 效应 专门 的 讨 
论 .1912 年 由 Smoluchowski 提出 的 假想 实验 (gedanken experiment) 可 算是 关于 
棘 齿 效 应 的 专门 讨论 '”3?1 ;接着 , 费 曼 (Feynman) 对 此 进行 了 进一步 的 分 析 , 并 将 
其 推广 . 另 一 个 直接 推动 布朗 马达 研究 的 动力 是 近年 来 关于 细胞 内 输 运 过 
程 的 研究 ,特别 是 分 子 马 达 与 分 子 泵 的 生化 问题 .对 于 生物 分 子 马达 ,Huxley 于 
1957 年 研究 了 肌肉 收缩 的 问题 "5 ,其 后 又 有 相当 多 的 研究 ;对 于 分 子 泵 ,1986 
年 Tsong、Astumian 与 合作 者 用 棘 齿 效 应 解释 了 有 关 生 物 实验 ,并 将 定向 输 运 问 
题 与 分 子 泵 联系 起 来 (6 71 .在 物理 方面 ,1967 年 ,DeWaele 等 人 从 实验 上 观察 
到 并 从 理论 上 解释 了 在 一 个 磁场 和 无 偏 置 交 流 电 流 作用 下 直流 超 导 量子 干涉 装 
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置 中 的 电压 整流 效应 ( 棘 齿 效应 的 表现 )”””. 另 外 ,关于 无 仿 置 周期 驱动 力作 
用 下 在 对 称 破 缺 的 空间 周期 结构 中 定向 输 运 的 研究 ,从 20 世纪 70 年 代 中 期 开 
始 至 今 已 有 几 百 篇 实验 和 理论 论文 .这 些 方 面 的 研究 使 得 布朗 马达 和 定向 输 运 
的 内 容 变 得 大 为 丰富 * .由 于 所 涉及 的 定向 输 运 过 程 大 多 与 系统 的 非 线 性 
因素 有 关 , 因 此 近年 来 关于 输 运 过 程 与 系统 非 线 性 动力 学 的 关系 的 研究 以 及 时 
空 非 线性 系统 的 合作 输 运 研究 为 这 一 方面 的 探索 注入 了 新 的 活力 . 


5.1.2 Smoluchowski-Feynman Bi i 


一 个 很 有 吸引 力 的 问题 是 噪声 ( 热 涨 落 ) 的 利用 .在 前 面 讨论 中 我 们 已 经 
到 噪声 的 种 种 正面 作用 ,如 随机 共振 .噪声 促进 同步 ,噪声 诱导 斑 图 形成 ,噪声 促 
进 扩 散 等 种 种 现象 . 把 无 序 的 能 量 转化 为 对 我 们 有 用 的 能 量 是 多 少年 以 来 人 们 
孜孜 以 求 的 梦想 .人 们 要 问 :系统 是 否 可 以 自发 从 无 序 的 涨 落 中 获取 能 量 并 转化 
为 有 用 的 功 ? 如 果 能 ,怎样 来 实现 ? 我 们 可 以 设想 ,如 果 可 以 实现 的 话 ,地 球 上 
无 穷 无 尽 的 能 量 资源 就 可 以 被 利用 来 为 人 类 服务 ,如 海洋 .潮汐 等 ,从 而 解决 能 
源 危机 .在 热力 学 研究 的 历史 上 ,人 们 曾 设 计 各 种 精巧 的 永 动 机 ,试图 把 热 变 为 
功 .在 热力 学 平衡 态 , 热 变 功 而 不 产生 影响 是 不 可 能 的 .关于 这 个 讨论 ,一 个 著名 
的 假想 实验 是 由 Smoluchowski 于 1912 年 提出 的 ,后 来 由 费 曼 引 入 物理 学 教科 
书 中 并 加 以 推广 . 

一 、Smoluchowski-Feynman SU 

Smoluchowski 所 提出 的 假想 实验 装置 如 图 5- 1 所 示 , 装 置 由 几 个 部 分 组 
成 .在 一 根 轴 的 一 头 是 轮 翼 (叶片 ) , 另 一 头 是 棘 齿 . 棘 齿 是 一 个 圆 形 的 非 对 称 锅 
齿 . 丁 的 中 央 是 一 个 有 负载 的 轮子 .整个 装置 被 处 于 热平衡 的 气体 所 包围 .这 样 ， 
如 果 系 统 能 自由 转动 的 话 , 它 就 可 以 实现 由 气体 分 子 对 叶片 作用 引起 的 转动 布 
朗 运动 .为 实现 将 无 偏 置 随机 运动 转化 为 有 向 转动 ,我 们 可 以 借助 于 图 3 - 1 中 的 
“ 棘 爪 ", 它 可 以 使 得 棘 齿 不 发 生 倒转 . 这样 ,如 果 气 体 分 子 对 叶轮 的 作用 使 系统 
发 生 转 动 , 棘 爪 就 可 以 保证 棘 齿 单 向 转动 ,从 而 可 将 轴 中 间 的 重 物 提起 (做 功 )， 
实现 “ 单 源 热 机 "的 “梦想 " :从 单一 热源 吸收 热量 转化 为 功 . 

真 的 如 此 吗 ? 答案 当然 是 不 对 .上 面 的 假想 实验 明显 违反 了 热力 学 第 二 定 
律 , 它 是 永 动机 的 一 种 .尽管 系统 存在 非 对 称 性 ( 棘 齿 ) ,但 它 并 不 足以 引起 定向 
转动 .实际 上 ,既然 气体 分 子 与 叶片 的 作用 发 生 在 微观 尺度 ,那么 坏 爪 也 应 该 足 
够 小 才 可 能 实现 热 变 功 .正如 Smoluchowski 所 指出 的 , 棘 爪 本 身 也 处 于 小 的 热 
涨 落 环 境 中 .整个 系统 ( 棘 爪 与 叶片 ) 都 处 于 同一 温度 的 热 库 中 ,平衡 态 使 得 系统 
的 非 对 称 效应 被 抵消 . 

上 面 的 假想 实验 可 以 用 下 面 的 简化 随机 模型 来 描述 .考虑 一 维 布朗 粒子 在 
周期 势 V(xz) 中 的 运动 ,其 Langevin 方程 为 
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mac V'(x)9 gr * E(t), (5.1.1) 
其 中 m 为 粒子 质量 ,7 AMERA, ECL WAKE. Xk BH V(x ) 为 周期 为 
L 的 非 对 称 势 . 为 方便 ,我 们 可 以 选用 下 面 形式 的 势 ( 如 图 5 一 2 所 示 ): 





V(x)- V, [sin 4 ) * PE. (5.1.2) 
2 
1 
RT 
€ o 
-i 
-23 二 65 6 05 1 


x/L 


图 5-2 非 对 称 周期 棘 齿 势 V(x), 周 期 为 L 


热 涨 落 &(:) 是 一 个 温度 为 了 的 热源 ,可 假设 它 是 高 斯 型 的 白 噪声 : 
(£(20? 20, (E(t) £62) 22 9&4 T(t — s). (5.1.3) 
由 于 我 们 所 研究 的 系统 是 很 小 的 ,通常 阻尼 效应 远 远大 于 惯性 效应 ,系统 运动 处 
于 过 阻尼 状态 (m << 7) ,因此 方程 (5.1.1) 中 的 惯性 项 mx (1) 可 以 忽略 .这 样 
我 们 可 以 得 到 最 简单 的 Smoluchowski-Feynman 为 齿 随 机 模型 : 
mt)= -V(r(t)) + El). (5.1.4) 
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相应 地 ,我 们 可 写 出 概率 分 布 P(z ,i) 的 Fokker-Planck 方程 59 : 


9P(x,t) 9 |V'(x) kT? PC x,t) 
at x 7 "7. 3x) 7 (5.1.5) 


我 们 最 关心 的 就 是 粒子 流 4z》, 即 粒子 的 运动 速度 .对 于 周期 势 中 的 布朗 运动 ， 
我 们 在 第 一 章 和 上 一 章 中 都 曾 涉及 .由 上 面 方程 ,我 们 有 : 


(= -二 | V'(Cx)P(x,1dz. (5.1.6) 
).- 





P(x,t) 





此 式 不 易 计 算 . 考 虑 到 Fokker-Planck 方程 可 写 为 下 面 的 主 方程 : 
9P(x,t) ,9J(x,t) _ 
T * E 9, 








(5.1.7) 
EH JO 0 BOR: 
JG, t)e&Gcx GG) 7 xC(GOD) 
= -| 加 + PG, (5.1.8) 
7 7 9x 
则 粒子 流 为 : 
(a= | Hx t)dx= 5 [ xP(r,t)dx. (5.1.9) 


可 以 证 明 ,如 果 仅 考虑 粒子 流 , 则 只 需 考 虑 边界 条 件 为 周期 边界 条 件 时 的 Fok- 
ker-Planck 方程 ,此 时 系统 存在 定 态 分 布 P.,(z ) 且 解 惟 一 . 定 态 分 布 为 : 


P, (e) = De VPN, (5.1.10) 

配 分 函数 为 : 
Z= f e VT qz. (5.1.11) 
可 见 定 态 分 布 具 有 Boltzmann 分 布 的 形式 .因此 很 容易 算出 系统 的 粒子 流 为 零 ， 
《z)=0. (5.1.12) 


上 述 的 理论 结果 表明 :尽管 系统 有 空间 对 称 性 的 破 缺 ,但 系统 并 没有 优先 的 运动 
方向 ,因而 无 定向 运动 .这 个 结果 直接 说 明了 Smoluchowski-Feynman 假想 实验 
的 棘 齿 系统 不 会 出 现 自发 热 变 功 的 情况 ,其 关键 原因 就 在 于 系统 处 于 平衡 态 . 这 
与 热力 学 第 二 定律 是 相符 的 "”-'*1 .上面 结 果 可 推广 到 z 为 整个 实 空间 的 情 
&. 

=. RE 

E iB AA ABR AB SC FE RT Sg RET F8] BE ,在 这 一 条 件 
下 ,热力 学 第 二 定律 将 禁止 单 源 热机 将 热量 转换 成 功 . 费 曼 进 一 步 考虑 了 一 个 新 
的 情况 :车 床 齿 和 刺 扑 部 分 与 叶片 部 分 处 于 不 同 温度 的 热源 (如 图 5 -3 所 示 )， 
系统 是 否 会 将 热量 转化 成 功 ? 
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考虑 两 部 分 与 不 同 热源 接触 ,我 们 需要 同时 考虑 两 部 分 的 情况 . 引 人 两 个 集 
WEE BE c CODN BUR BUTS FS FE) Lh CL RU BS RECS z(i) 方 


HEH). c CE) SE c BRI] e np RAMA AKU RR UR RU ORI, A 
可 用 最 简化 的 Langevin 方程 : 


T, 


图 5-3 RSHRAR Ee MMR S ntm 


部 分 处 于 不 同 温度 的 热源 接触 
pa) = -EA +), (5.1.13a) 
ph(t)= -Æ Ve, (5.1.13b) 


£12 CC BR B E PE UR OLD , 设 为 相互 独立 的 高 斯 白 噪 声 : 

(6,502) 20,06 (06 (s)) 229, T,9,8(t— 5),i1,j 91,2. (5.1.14) 
注意 此 时 的 环 齿 势 与 x ,h WARK. 上面 的 方程 不 再 容易 解析 处 理 , 一 般 可 用 数 
值 模拟 的 方法 来 求解 .结果 表明 4 T, AT, 时 ,我 们 可 以 观察 到 棘 齿 的 定向 转 
动 .实际 上 , 当 环 齿 和 棘 爪 部 分 与 叶片 部 分 处 于 不 同 温度 的 热源 时 ,系统 已 处 于 
非 平衡 状态 ,因此 观察 到 棘 齿 的 定向 转动 是 可 能 的 .研究 还 表明 , 球 齿 的 转动 方 
向 取决 于 热源 温度 T 与 T, 的 相对 大 小 , T< T, 与 T, T, 的 转动 方向 相 
反 . 值 得 注意 的 是 ,由 于 这 是 假设 实验 ,因此 至 今 还 未 真正 在 实验 上 实现 .因为 实 
验 上 我 们 必须 在 一 个 很 小 的 尺度 下 进行 ,这 样 热 涨 落 才 会 起 主导 作用 . 


5.1.3 布朗 马达 的 基本 分 类 


由 上 面 的 讨论 可 知 , 系 统 除 空间 上 的 非 对 称 性 外 还 要 始终 偏离 平衡 态 . 一 种 
偏离 平衡 态 的 方式 就 是 使 系统 所 处 的 环境 温度 空间 分 布 不 均匀 .上 一 节 的 费 曼 
坏 齿 模型 就 是 一 个 典型 的 例子 . 另 一 种 使 系统 处 于 非 平 衡 态 的 方式 可 以 是 环境 
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温度 时 间 的 不 均匀 性 , 即 温度 随时 间 而 变化 .只 要 温度 变化 速度 不 太 慢 ,以 至 于 
系统 来 不 及 弛 列 回 平衡 态 ,系统 就 会 保持 在 非 平衡 态 .这 种 系统 被 称 为 温度 棘 此 
系统 .研究 发 现 ,这 类 系统 也 可 以 存在 非 零 的 定向 流 .第 三 种 保持 非 平 衡 态 的 方 
法 是 系统 的 结构 受到 外 来 驱动 而 随时 间 变 化 .这 个 驱动 可 以 是 直接 的 外 力 , 也 可 
以 是 对 系统 的 周期 势 本 身 的 调制 .驱动 可 以 是 确定 性 的 (通常 是 周期 的 ) ,也 可 以 
是 随机 的 .一 般 地 ,只 要 满足 这 样 几 个 条 件 就 可 以 认为 系统 是 一 个 环 齿 系统 :(1) 
空间 势 的 空间 周期 性 和 时 间 的 平移 周期 性 或 不 变性 ;(2) 所 有 的 力 或 梯度 在 空 

la] I TA) 统计 系 综 平均 后 应 为 零 ;(3) 系 统 应 始终 处 于 偏离 平衡 的 状态 .当然 周 
期 势 需 要 是 空间 非 对 称 的 , 即 反 演 对 称 性 被 破坏 . 

我 们 考虑 下 面 的 基本 模型 , 它 完 全 可 以 满足 上 面 的 要 求 ,并 且 是 空间 一 维 
的 ,使 得 讨论 比较 方便 : 


ne(t)=—-— VGG).fG)) + y(t) € Ft £(0, (5.1.15) 
(6(t)) =0,0E(14) E(s)) =2 pkg TO(t — 5), (5.1.16) 

其 中 V(x,f)=9V(x,f)/9x , VCx , £2 AES B SE BB I : 
V(rtL,f(i))- Vz, f(t)). (5.1.17) 


外 力 下 称 为 负载 力 , 在 系统 定向 运动 时 是 等 于 零 的 , 它 只 是 用 来 研究 系统 的 响 
应 .系统 受 的 外 力 y(1) 及 其 对 势 的 调制 参量 f(1) 是 周期 的 或 随机 的 . 
考察 系统 是 否 存 在 马达 运动 的 基本 量 是 平均 粒子 流 (7) = (drdi). HFA 
统 的 遍历 性 ,这 里 的 统计 系 综 平均 可 以 由 沿 轨迹 的 长 时 间 平 均 来 代替 : 
(x = limz Oft. (5.1.18) 


另 一 个 考察 噪声 效应 的 量 是 有 效 扩散 系数 : 


Day = lima (x) 7 GG). (5.1.19) 


根据 中 心 极限 定理 ,初始 位 置 为 zx(0) = zs 的 粒子 位 置 在 t 时 刻 的 分 布 将 趋 于 
如 下 的 高 斯 分 布 : 
1 . 2 
ae ————— exp} — | (xr) t- x 4D., sto, (5.1.20 
Pl N= Top [Gt ay (4D yt) tot ( ) 
TUEL ECT GOEGR T A TAR OD, MR 
了 波 包 随 时 间 的 弥散 速度 . G0 = 0 时 , 波 包 是 纯 扩 散 的 . 

外 力 y(1) 可 以 是 周期 的 ,也 可 以 是 随机 的 .车 它 是 周期 的 , 设 y(t + To) = 
yr), MEAT Ey Cede = 0: E y(1) 是 随机 的 , 则 其 系 综 平 均 应 该 为 零 , 即 
《y(1))=0,f(i) 也 应 有 类 似 要 求 . 

对 周期 势 V(x ,/) 来 说 , 若 存 在 一 个 Ar 使 得 

V(—zx,f(1))= V(x * Ax, f(t)), (5.1.21) 
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则 称 它 是 空间 对 称 的 . 它 与 /(1) 的 具体 形式 无 关 . 当 上 面 的 空间 对 称 性 不 满足 
时 , 则 称 其 为 非 对 称 或 空间 各 向 异性 的 . 

对 平均 无 偏 置 的 外 力 yO RA, E y(t) 是 周期 的 且 存 在 Ar 使 得 y(t + 
5t) 2 — y(t) SUK y(1) 是 时 间 反 演 对 称 的 , 易 见 在 两 次 反 演 后 y(t)= y(i+ 
2Ai). 由 于 >(4) 的 周期 为 To ,我 们 一 般 要 求 y(t + T2) 7 — y(r). 

由 V(z ,有 ) 的 对 称 性 及 周期 性 ,我 们 可 把 V(x ,f(1)) 写 成 下 面 的 形式 : 


V(x,f(t))- >) a, (f(t) cos(2nnz/L). (5.1.22) 


不 失 一 般 性 ,我 们 只 讨论 Ax =0、ao(CFCi))=0 的 情况 .类 似 地 ,对 称 的 周期 力 
y CO) d np 5 SUBE IRL BS 8: HR np RE I SK : 


y(t)= 25 b, cos( $, + 2xntl Tq). (5.1.23) 
对 于 对 称 的 随机 力 y(t), 我 们 要 求 其 奇 阶 算 为 0， 即 
y(t1) y CU) yu) 0. (5.1.24) 


值得 注意 的 是 ,如 果 V(xz,f(1)) 与 y(i) 同 时 满足 上 述 的 对 称 性 , 则 在 下 = 
0 时 系统 不 存在 非 零 定向 流 , 即 (x)= limz(z)/t==0. 其 证 明 并 不 麻烦 ,因为 由 于 
对 称 性 , 当 我 们 作 时 间 平 移 变换 和 空间 反 演 变换 时 ,对 于 下 = 0 会 有 4x)= 
- (x) FRU xr) =0. 这 个 结果 的 重要 性 在 于 告诉 我 们 :要 使 系统 产生 非 零 的 定 
向 粒子 流 ,周期 势 或 外 力 y(z) 的 对 称 性 必须 产生 破 缺 .根据 这 两 种 对 称 性 破 缺 
的 情况 ,我 们 可 以 将 所 研究 的 棘 齿 系 统 进 行 分 类 .一 般 来 说 有 两 种 基本 的 辐 齿 模 
型 ,一 类 是 yle) =0 的 系统 ,我 们 称 为 脉动 琼 齿 (pulsating ratchets); 男 一 类 是 
F(t) = OW BE, PR A (HR HK BF (tilting ratchets). Xr Bk and SU TU ,由 于 
y(t)=0, 因 此 应 有 f(1)260.78 — 2S BK SERRE RR BE, f (1) ITE : 
V(x,f(t))2 V(a)[1+ fXG)]. (5.1.25) 
XXE A ERG Fh ERI BRR , 即 /(1) 是 在 原 势 Vir) ee EWR Oe. 
xk 2 We Ug BEA ERR RA FR , 它 满足 : 
f(t)- 1089. (5.1.26) 
BD f(z1) 随 时 间 在 两 个 不 同 值 之 间 变 化 ,使 得 V(z,f) 有 时 存在 ,有 时 为 
零 !500 508) 
脉动 坏 齿 的 另 一 大 类 称 为 行 波 势 棘 齿 , 势 可 表示 为 (9501 : 
Vix fG)) = VG - fO). (5.1.27) 
这 个 称呼 来 源 于 势 可 表 为 类 似 于 行 波 的 单一 的 坐标 um x 7 f(t). 4 (1) 有 非 
零 的 长 时 间 漂 移 即 u = lim f(1)/t#0 BE, RM PR AR DEOS RT UR SSRUT CE FD) 


仅 为 时 间 的 周期 或 定 态 随机 函数 , 则 := 0, ATTIC OG ME b E Cr CSI S C. 
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这 两 类 坏 齿 系统 都 得 到 了 充分 的 研究 .对 行 波 势 棘 齿 ,周期 势 V(x) 可 以 不 必 是 
PRT 39e , 它 可 以 是 对 称 的 .总 势 V(x ,jz)) 的 空间 对 称 性 可 以 由 于 ji) 的 存在 
TREKI. 

AFA PE, S) =0, NM V(x,f(1))= V(x), 即 周期 势 不 显 含 时 
[57-97 . 当 V(x) 为 束 齿 势 时 ,我 们 一 般 只 考虑 时 间 对 称 的 y(1) 即 可 . 如果 
>y(t) 是 随机 的 ,我 们 称 系统 为 涨 落 力 棘 齿 ; 当 y(1) 随 时 间 周 期 变化 时 ,系统 称 为 
摇摆 棘 齿 系统 .在 已 有 的 相关 研究 中 ,后 者 在 实验 上 较 受 重视 . 对 于 对 称 的 
V Cx), RE. y(7) 是 非 对 称 的 , 则 系统 一 般 会 产生 非 零 的 定向 流 《zx). 

ESOSI y(1) 均 为 零 , 即 f(1)=0,y(t)=0, 则 系统 的 非 平 衡 态 条 件 必 须 
来 自 于 热源 , 即 我 们 开头 讨论 的 热源 温度 的 时 间 及 空间 依赖 性 . 当 温度 T 与 空 
间 坐 标 有 关 时 ,系统 称 为 塞 贝克 棘 齿 ; 当 T 与 时 间 有 关 时 , 称 为 温度 棘 齿 . 当然 ， 
摩擦 系数 7 也 可 以 是 与 时 间 和 空间 有 关 的 ， 这 样 的 系统 被 称 为 摩擦 玩具 . 但 研 

究 表明 q 的 时 空 不 均匀 性 本 身 并 不 破坏 系统 的 细致 平衡 对 称 ， 因而 不 会 观察 到 
宏观 的 定向 流 .只 有 当 y 有 记忆 效应 时 ,细致 平衡 对 称 性 被 打破 ,我 们 才 可 能 观 
察 到 宏观 定向 流 . 

虽然 上 面 V(x f) y(1) 的 对 称 性 破 缺 是 产生 定向 流 的 必要 条 件 ,但 并 不 
充分 .系统 尽管 有 对 称 破 缺 ,但 若 有 隐 含 的 超 对 称 因 素 时 ,系统 也 不 会 产生 定向 
输 运 62 -54 .这 是 另外 一 个 问题 ,此 处 不 再 讨论 .另外 ,系统 是 否 出 现 宏 观 定向 输 
运 还 要 取决 于 系统 的 具体 参数 . 


5.2 布朗 马达 在 环 上 现势 中 的 定向 输 运 


5.2.1 脉动 束 齿 系统 的 定向 输 运 


一 、 快 慢 脉 动 极限 
本 节 中 我 们 讨论 脉动 棘 齿 的 定向 流 问题 . 这 类 问题 由 下 面 的 随机 微分 方程 
描述 : 
grG)m - Vale), f(2)) + & D. (5.2.1) 
我 们 考虑 f(1) 为 一 随机 过 程 (无 偏 置 ),《f(1)) = (6000 = 0 FFARR IE FE AS 
布 为 pCf) . f COO BY IHR TR] FY EMA: 
el. CEFO d | JPD: (5.2.2) 
系统 的 定向 输 运 特征 与 关联 时 间 + 有 密切 的 关系 . 当 关 联 时 间 + 非常 小 时 , 品 


E /(1) 是 一 个 快速 变化 的 量 ,而 且 关联 | (fe) f(0) dc 0. ERE 7(z) 在 方程 
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($.2.1) 中 不 起 作用 ,我们 又 回 到 Smoluchowski-Feynman RE AE, A m lar) = 
0. 25 c RAM (c 99) ,Fi) 变 化 很 慢 , FC) > f = eR BGRETUD Xt T EE — [8 
5E ,系统 仍 为 Smolichowski-Feyman 系统 ,因此 (zy)=0. 上 述 的 讨论 可 推广 到 
Fit) 是 周期 函数 的 情况 ,也 可 推广 到 一 般 的 行 波 势 杯 齿 系统 的 情况 .所 以 我 们 
可 以 得 到 一 般 性 的 结论 :对 于 任意 一 种 脉动 棘 齿 ,在 快 脉动 与 慢 脉动 极限 下 系统 
都 不 存在 净 的 定向 粒子 流 ,《x)=0. 

or 较 小 (但 不 是 快 脉动 ) 时 ,《x) 关 0 且 较 小 ,我 们 可 以 求 出 其 一 级 近似 结 
果 . 设 f(z) 为 一 平稳 随机 过 程 .在 小 zt 情况 下 ,V(xz,f) 可 以 用 下 面 的 平均 势 
(周期 为 工 HARARE: 


Volz)= VG. f(t)))= | Via. fpCDdf. (5.2.3) 


V Gr, f CO) f BBN 
C(x,:2) 8 (V Ge, fG0) V Ge, £000) - EV, GO 
= [oh D V Gro V afd fd fe: 
(5.2.4) 
这 里 po AO f(z) 的 联合 双 时 分 布 : 


pCfi fa 0 9 (OCFGO - FEO) £2). (5.2.5) 
在 小 时 间 关 联 情况 下 系统 的 定向 流 为 : 


L oo 
| valf C(x,t)dtdz 
_ L 0 -oo 
n kaT [ esmras[ e VoU dz ` 
0 0 


上 述 结果 中 ,C(x ,i) 隐 含 着 关联 时 间 r. 很 容易 证 明 (z)ccr. 另 外 ,对 于 涨 落 脉 
ARMA. VC, f) 9 VGOLUL * /(1)]. 在 小 + 情况 下 我 们 有 : 


2LeGf GO LW (2) Pde 
(x)= Y — . (5.2.7) 
7 kT, eT daf e VO que 

长 关联 下 (r 福 1) ,定向 流 (z> 可 用 绝热 近似 得 到 一 级 近似 结果 ,但 形式 较为 复 
杂 ,并 且 依 赖 于 f(z) 的 具体 形式 ,我 们 在 此 不 再 讨论 . 

对 于 时 间 周 期 的 f(z), 在 上 述 两 种 极限 下 我 们 也 可 作 近 似 展开 ,这 里 不 再 
给 出 , 感 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 文 献 

LG Xe BH 

JF XE Ui 系统 于 1987 年 由 Bug 与 Berne 8| AU ,1992 Æ Ajdari 与 Prost 
独立 地 重新 得 出 并 进行 了 理论 探讨 i. 一 维 情 况 下 ,系统 的 运动 可 由 下 面 的 
Langevin 方程 描述 : 


(x) 





(5.2.6) 
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It)= 一 VCzC)ILL+ACOD]+ECD)， (5.2.8) 

其 中 V(r) AAEM ERIS JAR S. fC) = x1, CR B S9 B RE [8] E 4 SX RP F 
“ 开 "” 的 状态 ,或 处 于 “ 关 ” 的 状态 .在 某 些 条 件 下 ,这 个 问题 可 作 解 析 处 理 .定性 上 
来 说 , 当 V(x) 的 极 小 值 (“ 谷 ") 与 其 右边 的 极 大 值 (“ 峰 ” ) 更 接近 时 ,我们 会 得 到 
粒子 在 正方 向 的 定向 流 , 称 为 向 前 开关 束 上 耸 , 反 之 则 产生 反方 向 的 流 , 称 为 向 后 
开关 环 齿 ,我 们 还 可 以 讨论 系统 的 有 效 扩散 系数 .研究 表明 ,系统 的 定向 流 大 小 
与 摩擦 系数 7 有 密切 关系 .不 同 种 类 和 尺寸 的 粒子 会 有 不 同 的 定向 输 运 流 和 扩 
散 速度 . 这 一 现象 启发 我 们 利用 其 作 混 合 颗粒 体系 的 分 离 ,这 在 实际 应 用 中 盛 疑 
是 很 有 意义 的 .Faucheux 与 Libchaber 实验 研究 了 两 种 不 同 颗粒 混合 在 一 起 的 
情况 5 21 .初始 时 这 些 粒 子 处 于 几乎 同一 位 置 x (0) .利用 开关 棘 齿 势 ,在 长 时 
间 之 后 两 种 颗粒 的 (xX)t 及 2 万 .并 可 以 发 生 很 大 的 差异 ,因而 达到 了 颗粒 分 离 
的 目的 .这 种 分 离 方法 最 近 已 被 用 来 进行 DNA 片断 及 细小 颗粒 体系 的 分 离 ,也 
达到 很 好 的 效果 . 

= EAR 

FIA AA RT SB: 1994 年 由 Astumian-Bier Jg Ej Prost 等 5 各 自 提 
出 的 .系统 模型 在 形式 上 与 开关 棘 齿 完 全 相同 ,只 是 周期 势 幅度 的 调制 FCD 
再 是 +1 的 变化 , 即 V(x)[1+ f(1)] 总 是 保持 相同 的 形状 ,但 幅度 随时 间 变 化 . 
因此 开关 棘 齿 实 际 是 一 种 特殊 的 涨 落 势 坝 齿 .在 过 阻尼 涨 落 势 杯 齿 系统 中 , 热 噪 
声 是 产生 有 限定 向 流 必 不 可 少 的 .另外 ,只 有 非 对 称 的 周期 势 V C01 AE E RR 
齿 效 应 . 

外 力 f(t) 可 以 是 周期 的 ,也 可 以 是 随机 的 .如 果 6C JE BS ELS , DUE E Bo 
设 其 随机 过 程 是 平稳 的 .讨论 比较 多 的 一 种 情况 是 /(1) 为 对 称 的 双 歧 噪声 , 即 
f(z) 符 合 下 面 的 分 布 : 


eO 15r + afro], (5.2.9) 
其 关联 为 : 
(f(r) f€s)) =o’ expl - 01e - sl/r], (5.2.10) 
其 中 z= ulj2 为 关联 时 间 ,w 为 上 ec 态 间 的 翻转 速率 .o 为 噪声 强度 : 
=(P) b. f oC df. (5.2.11) 


由 此 可 写 出 Fokker-Planck 方程 : 


oP, (xt) _ 9 (1+8)V Cx) ksT FP. (x,t) 
a xl PG | em | — 





— YP. (x, + YP; (x,t), 


(5.2.12) 
P.C ,1) 描 述 的 是 在 + 时 刻 粒子 在 zx MA FC RET to 态 的 概率 密度 . 可 以 看 


52 fnBBEXXS ERR USA COBRE D EDS 289 





到 ,上 面 两 个 方程 是 相互 耦合 的 .因此 方程 只 有 在 一 些 特殊 情况 下 [如 当 V(z) 
是 锯齿 势 (分 段 线性 ) 时 ] 才 可 能 解析 求解 .我 们 这 里 不 准备 列 出 其 宛 长 的 解析 结 
果 . 定 性 上 来 说 ,其 定向 输 运 行为 类 似 于 开关 束 齿 系统 , 即 如 果 锯 齿 势 的 局 域 极 
小 值 更 靠近 其 右边 的 局 域 极 大 值 , 则 对 于 任意 有 限 的 温度 本 和 翻转 速率 wv, 定 
向 流 都 是 正 的 ,反之 则 是 负 的 . 当 工 或 v 趋 于 零 或 无 穷 大 时 ,《(x) 一 0. 实 际 上 ,只 
要 V(z) 与 锯齿 势 有 类 似 的 走向 , 则 系统 的 定向 流 方向 取决 于 V(z) 一 个 周期 
L 内 的 较 陡 的 斜坡 的 斜率 符号 . 
另 一 个 关于 随机 f(1) 讨 沦 较 多 的 情况 是 其 为 Ornstein-Uhlenbeck 型 关联 高 
斯 噪声 .如 果 f(z1) 和 &(17) 都 较 弱 , 则 在 V Cx) 3H 4B 85 33 BE 8] EKXE 3E HD UT 
应 用 共振 激发 效应 的 有 关 方 法 进行 处 理 . 实 际 上 , 若 F(z) 随 机 变化 , 它 起 到 的 是 
乘 性 噪声 的 作用 ,这 将 导致 复杂 的 马达 输 运 行为 .有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 文 
BÀ. 
pl. f10E SOR 
下 面 我 们 考虑 如 下 形式 的 系统 : 
qr (1) 9 - V'Cx éÁO 7 f(t)) tE). (5.2.13) 
此 时 &(z) 仍 为 无 偏 置 的 高 斯 白 噪 声 ,而 周期 势 V. (x) RT DL RAB TO PLC 
势 . 通 过 引入 新 变量 y(t) ru) f(t) 上述 方程 可 化 为 
gy(t)=— V (y) - nf (2) + E(t). (5.2.14) 
显然 系统 的 定向 粒子 流 (z) = (Cf) + (Cy). 2E ECS.2.14) 5 IBUSLBEBDE XX dE $528 
Wh. MXP MEU RAR SRA ESO. Em I AES EGG 
Api ASB f(1)= ut 时 ,上 述 方程 直接 化 为 
Wt)= - V'GG)) - qu + Elt). (5.2.15) 
这 是 直流 力作 用 下 布朗 粒子 在 周期 势 运动 的 方程 ,我 们 前 面 已 给 出 解 .因此 很 容 
易 得 到 定向 流 人 zy) 的 表达 式 : 
. ksTL[exp( quL/kpT) — 1] 
(xz)=u Lr . 
al dz| dyexpll V(y) - V(r) + Cy - x) qul CST) 








(5.2.16) 
由 上 式 可 以 看 到 , V(x) 可 以 不 必 是 非 对 称 的 .另外 , 热 噪声 ECA UAE. 24 
T—0 时 ,我们 有 





u 一 a = , ut V(r) KOR, 
(x)= | ut VON (5.2.17) 


会 专门 讨论 .另外 ,在 对 称 势 V(xz) 中 的 定向 输 运 我 们 在 后 面 也 会 论 及 . 
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[p E CP FRIES REA FT A BY PR FH A, BD 
Vlr, f(t))= SiViG-aut),V,(r*tL)- V(r). (5.2.18) 
对 于 单行 波 势 的 处 理 ,前 面 实际 是 用 近似 展开 到 V(xz)/ksT 的 第 二 阶 .在 同样 
的 近似 下 ,对 于 数 个 行 波 势 亚 加 的 情况 ,只 要 它们 各 自 的 L, Mu, 不 同 , 则 各 个 
行 波 势 可 单独 处 理 , 即 各 行 波 势 的 贡献 是 各 自 独 立 的 ,没有 交叉 项 .此 时 系统 的 
ERAN 


. L V? L, ath, V V. ay 7 n) 
(i) = Sl (x) dr- [ e dyV, Cx) Vi Cy) "ET. 











e 


— (Je L,CE,T) a, -1 L, L,  (RjT)Y 
(5.2.19) 
其 中 w = mL RST. ERER] V, Cx) T | 1. 
对 于 正弦 行 波 势 : 

V(x, f(t))= DAisinl2r(r— ut) L+ $l, (5.2.20) 
我 们 有 

. 1 2 2|-1 

CE) = spp 24 A M + Casan TY | . (5.2.21) 


另外 还 有 行 波 势 与 静态 势 混合 涨 落 势 与 行 波 势 混合 等 更 为 复杂 的 情况 ,在 此 不 
再 一 一 讨论 . 


5.2.2 倾斜 棘 次 系统 的 定向 输 运 


我 们 现在 考虑 含 时 外 力 为 加 性 的 情况 : 
ne(t)= — V'(x(t)) + y(t) + El), (5.2.22) 
这 里 的 y(1) 为 无 偏 置 (< y(t) > =0) AWA OP RL. FR B5 4 T , 
{BURL RR AT FA SE AY XE R13 BH RI EV Cx) B9 Z8 Ta RT BRE RR y (2) AY BT E X PR TE 
破 缺 来 达到 .下 面 的 讨论 将 会 涉及 这 两 种 情况 . 

最 简单 的 情况 是 y(1) 随 时 间 的 变化 非常 缓慢 时 的 输 运 行为 ,此 时 在 任 一 给 
定时 刻 ,粒子 流 都 可 用 常 外 力作 用 下 的 Smoluchowski-Feynman 为 齿 来 描述 ， 
BD 下 = y(z). 在 这 种 绝热 近似 下 ,系统 的 非 定 态 问题 可 化 为 定 态 问题 处 理 , 时 间 
t 此 时 起 着 参数 的 作用 .对 周期 驱动 y(t + T) = y GO ,系统 的 平均 定向 流 为 


(x = 元 | v(y(y))de, (5.2.23) 


这 里 v(y(7)) 为 1 时刻 外 力 下 = y(1) 时 的 粒子 流 : 
LksT(1 eiD/teT ) 
v(y)= —r 


ath . 
中 dz| dgel OVO nolis 
0 x 





(5.2.24) 
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在 低温 T—0 的 极限 下 ,我 们 有 : 





rh, yA VORE z) 时 ， 
v. T=0)= | Ve 
0, 其 他 ， 


(5.2.25) 

由 此 可 见 , 即 使 在 没有 热 噪声 &(1) 的 情况 下 ,我 们 也 可 能 观察 到 非 零 的 定向 流 . 

当 工 很 小 时 ,对 于 y 关 V(xz) 的 情况 上 述 结果 只 有 稍微 的 改变 . 当 存 在 xz 使 y= 

V(r), S xr NE VOr)- ry Eltun L, Coin l BERD x 值 , x, 为 

VCz)- xyfE[ x, 7 L xu HARA x W, WEM F v(y) 可 用 Kramers 
v(y)=Lik. - &.] 


— L VV Cx ui) V (Emin) 
2x 








(1 一 e iBT ) eT AVONET (5.2.26) 
这 里 
AV(y)= V(r) — V(xmn) — (Tmox — Emin) y- (5.2.27) 
此 结果 在 AsT<AVY(y) 和 R5 T«XAV(CY) - yL 时 有 效 . 
如 果 y(z) 是 一 个 随机 变量 ,和 且 具 有 较 长 的 关联 时 间 c: 


t7 [ (y(2) 9(0))de | [6 G»1. (5.2.28) 
则 上 面 的 绝热 近似 仍然 有 效 ,定向 流 为 


(d= | v(y)e(y)dy， (5.2.29) 
这 里 o(y) 是 噪声 的 分 布 . 

M y GL) BUS EIS. ,研究 表明 在 低 阶 近似 下 4z)=0, 高 阶 的 近似 则 依赖 于 
y(t) 的 具体 特点 .如 果 y(z) 是 随机 变量 ,快速 变化 意味 着 关联 时 间 e 很 小 ,以 = 
为 展开 参量 作 近 似 ,到 一 阶 近似 ,y(z) 可 认为 是 高 斯 白 噪声 ,系统 可 回 到 传统 的 
Smoluchowski-Feynman W R 5t , P3 ifj (c) —0. JJ SEE 4E y DORR. 

[zd Bk hy cg 8556135 11 29 38 EE OGHBURDBRE UST OK UL 38. 8E TEIE E A AY SR PRT 
以 观察 到 有 限 的 定向 流 , 而 前 者 在 慢 变 与 快 变 的 极限 下 的 定向 流 为 零 ; 男 外 ,对 
HEH RAN ERAT A ,定向 流 的 “自然 "方向 由 较 平 坦 势 的 斜率 符号 决定 ， 
而 我 们 看 到 涨 落 力 琼 齿 ( 脉 动 环 齿 的 一 种 ) 的 定向 流 方向 判定 刚好 与 此 相反 ;第 
三 ,对 于 倾斜 环 齿 来 说 , 热 涨 落 并 非 不 可 缺少 的 ,只 要 倾斜 力 y(t) 足 够 大 , 则 我 
们 就 可 能 观察 到 定向 流 ,而 涨 落 势 环 上 耸 必须 借助 于 噪声 方 可 实现 定向 运动 . 当 
GR , 行 波 势 坏 齿 (脉冲 环 齿 的 一 种 ) 也 可 以 不 需 噪 声 的 支持 .但 正如 前 面 讨 论 的 ， 
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倾斜 棘 齿 的 各 种 复杂 情形 也 得 到 详尽 的 研究 CER SN OF EAR CUR 
方面 也 被 观察 到 并 得 到 应 用 .有 兴趣 的 读者 可 参阅 Reimann 近期 的 综述 3 ,此 
处 不 再 一 一 列举 . 


5.3 确定 性 定向 输 运 


布朗 马达 的 定向 输 运 是 在 热 噪声 作用 下 产生 的 . 热 噪声 的 无 序 能 量 可 以 通 
过 系统 对 称 性 的 破 缺 在 非 线性 作用 下 转化 为 有 序 的 定向 运动 ,这 反映 了 噪声 的 
积极 作用 . 另 一 方面 ,我 们 在 前 面 的 讨论 也 看 到 ,如 果 系 统 的 非 对 称 性 在 非 线性 
条 件 下 , 则 噪声 有 时 并 不 起 主导 作用 .我 们 把 在 没有 噪声 时 产生 的 定向 输 运 系统 
称 为 确定 性 坏 齿 系统 ,相应 的 过 程 称 为 确定 性 定向 输 运 .确定 性 输 运 可 以 由 自身 
结构 对 称 破 缺 而 产生 ,也 可 由 外 加 周期 力 (无 偏 置 ) 的 时 间 对 称 破 缺 而 产生 .对 于 
耦合 的 坏 齿 系统 来 说 ,确定 性 输 运 可 以 由 耦合 的 对 称 破 缺 产 生 ,也 可 由 外 加 周期 
力 的 空间 对 称 破 缺 而 产生 .本 节 中 我 们 着 重 讨论 单 粒 子 的 确定 性 定向 输 运 行为 . 

在 单 粒子 定向 输 运 的 研究 中 ,人 们 更 多 地 关注 于 系统 的 非 线 性 动力 学 如 混 
沌 轨道 ,信号 .周期 轨道 等 在 输 运 中 所 起 的 作用 .特别 是 , 当 系 统 有 混沌 时 ,混沌 
是 否 扮演 着 噪声 作用 ? 混沌 驱动 与 一 般 的 噪声 驱动 有 何 相 同和 不 同 点 ? 一 个 研 
究 较 多 的 情形 是 前 面 一 直 未 涉及 的 惯性 效应 , 即 在 系统 动力 学 方程 保留 惯性 项 
对 系统 定向 输 运 所 带 来 的 影响 .这 些 都 是 本 节 将 涉及 的 内 容 . 


5.3.1 惯性 马达 与 时 空 对 称 破 缺 


我 们 考虑 下 面 的 周期 驱动 系统 : 
r+yr+t+f(r)+E(t)=0, (5.3.1) 

这 里 f(r) = U(x), U (x) 为 周期 27 的 外 势 ,E(t) 是 周期 力 ,全 =2x/w ,作用 
于 粒子 的 力 平均 为 零 , 即 (f(x))=《E(1))=0. 这 个 方程 中 包含 惯性 项 , 当 y= 
0 或 很 小 时 ,惯性 项 起 着 重要 作用 . 上述 方 程 代表 一 大 类 系统 , 它 在 力学 .电学 、 
超 导 等 相当 多 的 物理 体系 中 都 得 到 了 充分 的 讨论 . 以 前 的 研究 大 多 集中 于 
f(1),E(1) 只 是 简 谐 函数 的 情况 .Flach 等 人 于 2000 年 指出 ,系统 对 称 性 的 降低 
可 以 导致 非 零 的 定向 流 5251 .我 们 下 面 分 保守 和 小 耗 散 两 种 情况 进行 讨论 . 

一 、 保守 情况 (y=0) 

当 y=0 时 ,上 述 方程 代表 周期 冲击 的 哈密 顿 系统 .在 大 速度 极限 下 , 即 当 
[| 六 1 时 ,外 势 的 F(z) 项 可 忽略 ,因而 系统 有 解 


x(t)—a2ot pat | | E(t’)de’de’, (5.3.2) 
0 0 
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其 时 间 一 阶 导数 是 有 界 的 .为 了 描写 系统 (5.3.1) 的 对 称 性 ,我 们 必须 考虑 那些 
通过 r.c 的 变换 使 得 系统 动量 (或 速度 )p — x 改变 符号 的 变换 , 它 包 括 (z,z) 
阅 ( 一 +,t+r)( 空 间 反 演 , 时 间 平 移 ) 和 (x,1) 一 (x +x', 一 1)( 空 间 平移 ,时 间 
反 演 ) .我们 先 考虑 这 两 种 变换 对 f(z) 和 ECL BUR. f(r) A E(t) ab ie 
的 ,因此 它们 可 用 传 里 时 级 数 展开 : 


f(x)= Dy fie E(t) = MES. (5.3.3) 
f(x) Al E CO OF WS TAA f= By =0; 二 者 均 为 实 变量 ,说 明 fo fia En 
= EE",. 如 果 存 在 X 使 得 fz+X)= - ficat X), f(x) 是 反对 称 的 ,此 时 
我 们 称 f(x) 具有 LORE AEE r BE (2 +) = E(-tt+r) WER 
对 称 的 ,我们 称 E(1) 具 有 五 ,对 称 性 ; 若 EC) - - E(t * T2), WA En 20,3 
们 称 下 (ti) 具 有 E, xtti. 


一 工 十 2X 
- x 
8.:| J (5.3.4) 
t 2 


下 面 我 们 定义 方程 (5.3.1) 的 两 种 重要 对 称 性 .车 /(x) 具 有 F AREE 
EQ) BA 天 ,对称 性 , 则 方程 (5.3.1) 在 变换 

ol 
下 保持 形式 不 变 ,我 们 称 系统 具有 $, 对 称 性 . 另 一 种 对 称 性 是 :车 E CO RAS E, 
对 称 性 , 则 方程 (5.3.1) 在 变换 








S,:t>(—1+2r) (5.3.5) 

下 具有 不 变性 ,我 们 称 系统 具有 $, 对 称 性 .这 两 个 对 称 性 的 重要 性 在 于 :给 定 系 

统 以 初始 条 件 (z(tuizyp)=xzoyp(toyzoybo)= bo) 出 发 的 一 条 轨迹 x(t; 
zo Pi Brix Po) TEM PEM S, ,下 我 们 可 以 得 到 系统 新 的 轨道 , 即 

S,: -zG Tix p) 2X. plt+ Tl2;z0,po), (5.3.62) 

$,: x(-t*2cixs Do) - pl-tt2r32x95 po). (5.3.6b) 

可 以 看 到 变换 后 的 新 轨道 动量 p 与 原 轨道 动量 符号 相反 ,这 使 得 原 轨道 对 应 的 

平均 速度 (时 间 平 均 ) 与 新 轨道 的 平均 速度 符号 相反 .至 于 产生 新 轨道 的 变换 ,还 

有 更 多 的 其 他 对 称 操作 ,但 这 些 操 作 都 不 改变 p 的 符号 . 
X y=0 时 ,动力 学 系统 (5.3.1) 的 运动 既 有 准 周 期 解 .周期 解 ,也 有 处 于 随 
机 层 中 的 混沌 轨道 .假设 系统 在 随机 层 S, 中 是 遍历 的 , 则 沿 其 中 所 有 轨道 的 平 


均 速 度 都 是 相同 的 .对 随机 层 内 的 轨道 进行 S, 和 5, 操作 仍 将 得 到 随机 层 中 的 轨 
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道 . 由 于 上 面 提 到 的 S, ,操作 的 速度 变 号 特点 ,因此 这 实际 上 表明 沿 随机 层 S, 
中 任何 一 条 轨道 的 时 间 平 均 速度 都 为 零 BD 


_ 1? 
(p)= lim = |, Pltsxo,Po)dt=0, (2, po)E S,. (5.3.7) 


—H. S, xà S, 的 对 称 性 破 缺 , 上 面 的 结果 不 再 成 立 ,我 们 就 会 观察 到 非 零 的 平均 
速度 . 对 称 性 破 缺 导致 的 非 零 速度 与 初始 条 件 无 关 ,但 其 符号 取决 于 对 称 破 缺 的 
方式 .系统 的 动力 学 表现 为 反常 输 运 (Levy 飞行 ), 当 系统 在 左右 两 方向 的 Lévy 
飞行 出 现 非 对称 化 时 ,系统 就 会 出 现 上 述 的 非 零 流 . 
现在 我 们 考虑 一 个 具体 的 情况 : 
U(x2)=-cos zr, 

E(t) 2 E,cos wt + E;cos(2wt +a), (5.3.8) 

我 们 考虑 准 周期 运动 区 . 当 E, =0 3 E, =0 时 ,可 以 验证 系统 满足 5, 对 称 性 ; 


当 a=0,x 或 者 EE,=0 或 者 ,=0 时 ,系统 都 满足 S 对 称 性 .考虑 pl, w> 
bo 的 情况 (p。 为 初始 速度 ) ,我 们 可 把 x (1 ) 分 成 快 变 和 慢 变 两 部 分 ,其 中 快 变 
量 可 以 认为 是 一 个 小 量 : 


X(t)= x,(t) + Elt). (5.3.9) 
将 其 代入 方程 (5.3.1) Hz &(1) 展 开 且 保留 线性 项 ,我 们 有 
Xx, + É-—sin x, (cos z, )£ * E(t) =0. (5.3.10) 
对 快 变量 部 分 ,我们 有 
& — (cos x, )£ * E(t) - 0. (5.3.11) 


由 于 快慢 尺度 分 离 ,在 此 方程 中 我 们 实际 是 认为 r PTEE 6 的 时 间 尺 度 内 )， 
这 样 可 得 到 方程 的 解 为 











&£(1) = A,cos wt + A,cos(2wt + a), (5.3.12) 
即 解 的 形式 与 外 力 E(1) 相 同 , 而 系数 为 
A, > E, ,A,7 -— E; (5.3.13) 
w ~ COS X, 4w° — cos x, 


对 快 变量 平均 ,从 方程 (5.3.1) 我 们 可 以 得 到 


x, -sin x, =0. (5.3.14) 
系统 的 初始 条 件 为 
ry =x, (S £C po = zr CS) + EC). (5.3.15) 
系统 的 平均 速度 由 zx, 决定 : 
(p)= (zx,(1)). (5.3.16) 


因此 问题 的 关键 是 求 (x,(1)). 对 于 加 六 1, 可 以 用 p。' 作 近似 展开 ,并 保留 最 
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低 非 零 项 .计算 过 程 我 们 不 再 详 述 ,最 后 可 得 到 近似 解 
oo ES (5.3.17) 


这 个 结果 与 前 面 的 对 称 性 分 析 完 全 一 致 .可 以 看 到 , 当 开 ,=0 或 下 ,=0 或 wa= 
0,n 时 ,我 们 有 Cp》=0. 这 恰好 对 应 于 系统 的 SS, 对称 性 . 当 这 两 个 对 称 性 不 
能 满足 时 , 则 有 E, 250, sin aX40,(p) 40, RAGES HEM. 

在 图 5 — 4 中 ,我 们 可 以 看 到 系统 在 不 同情 况 下 轨道 x(1) 的 演化 .这 里 相关 参 


量 及 具体 函数 为 Y=0, f(x)= cos rt vos [22 * |, E(t) = Esin wt + E,sin 


(20 + 35): 0 =2.4, HHR), v, 20, E, 22.3, E, =0, 系 统 满足 ,与 3 对 称 
性 ,可 以 看 到 x 在 长 时 间 内 都 没有 增长 或 碱 小 ,平均 定向 流 为 零 . 而 曲线 (2) (3)、 
(4) 都 破坏 了 S., S ,对 称 性 ,zx(z) 有 非 零 的 斜率 ,因而 有 非 零 的 平均 速度 . 


(3) 


E (2) 


图 $-4 保守 系统 在 不 同情 况 下 
轨道 x(i) 的 演化 


二 、 小 耗 散 情况 (7y = 0D 

对 小 的 y ,系统 不 再 是 哈密 顿 的 ,系统 的 相 空间 会 分 成 低 维 吸引 子 的 不 同 吸 
引 从 .这些 吸 引子 一 般 是 周期 轨道 或 极 取 限 环 ,哈密 顿 系 统 的 随机 层 在 小 耗 散 下 
变 成 相 空 间 中 复杂 的 暂 态 部 分 ,在 这 里 不 同 极限 环 的 吸引 域 以 复杂 的 方式 交织 
在 一 起 .在 耗 散 情况 下 LS, 的 对 称 性 不 再 保持 ,只 有 S。 还 可 以 保持 . 


我 们 现在 来 考虑 S, 对 称 满足 的 情况 . 设 我 们 可 以 找到 下 面 的 极限 环 : 
x(t+T)=x(t)t+t2rm, 


5.3.18 
plt+T)=pl(t), m€Z, (5.3.18) 
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由 于 外 场 E(1) 的 周期 性 ,我 们 有 荆 =2xn/w,n€Z, 则 在 此 极限 环 上 平均 速度 为 
Que [. (d= To, (5.3.19) 
由 于 S, 对称 性 BATIK AE RE DUAE SEC 0) = — moln 的 极限 环 .另外 ,对 称 性 还 
表明 两 个 对 称 相交 极限 环 的 吸引 域 是 等 价 的 . 当 S, 对 称 性 破 缺 时 ,这 两 个 极限 
环 仍 存在 ,但 二 者 不 再 有 明显 的 对 称 性 . 对 称 性 的 破 缺 也 说 明了 两 个 吸引 域 的 去 
对 称 化 .这 样 , 当 S 对 称 性 满足 时 ,系统 的 平均 速度 在 对 初始 条 件 ( 相 空间 ) 平 均 


后 为 零 ; 而 去 对 称 化 则 会 导致 非 零 的 定向 流 . 图 $-S 给 出 了 当 f(z), ECO S Fl 
(5 一 4) 的 模拟 相同 时 (但 参数 不 同 ) 的 平均 速度 (p) 随 时 间 的 演化 (对 初始 条 件 
进行 了 平均 ). 曲线 (1) 是 当 v, = E,=0(S, 对 称 满足 ) 时 的 结果 ,可 以 看 到 《p)= 
0; 曲 线 (2) 给 出 的 是 当 v, =0.6,E, = -5.23 时 的 结果 ,《p) 趋 于 一 个 非 零 的 稳 
定 值 , 说 明定 向 流 的 存在 . 


|l | 
0.01 
| Q 
一 0.1 
<p> 
一 0.2 
_03 (2) 
0 1000 2000 
t 


图 5-5 小 耗 散 情况 下 平均 速度 (p) 随 时 间 的 演化 


5.3.2 惯性 马达 的 规则 输 运 与 混沌 输 运 


前 面 我 们 看 到 ,惯性 马达 在 系统 对 称 破 缺 时 会 产生 非 零 的 定向 流 . SER 
性 项 时 ,在 周期 力作 用 下 ,系统 会 出 现 混 沌 运动 .混沌 (微观 动力 学 ) 对 输 运 行为 
有 什么 影响 * 1996 年 ,jung 等 讨论 了 下 面 的 系统 : 

Mix(t)+a(t)t+ V^, Cx) = Asin( Qt), (5.3.20) 
其 中 M 为 约 化 质量 ,A QS 8L BR KIE EAR, E 71 JOUER B. OP BR 
齿 势 : 
V, (x)= -sin z- ysin 27, (5.3.21) 
通常 选 y= 1/4. V(x) 的 形状 如 图 5-2 所 示 . 

在 过 阻尼 极限 下 (M->0) ,惯性 项 可 以 忽略 .此 时 系统 也 可 以 存在 确定 性 定 

向 运动 .系统 存在 一 个 A,(0), 当 A< Ao。(Q0) 时 ,振动 有 界 ,无 定向 流 ; 当 A> 
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Au(2) 时 ,系统 有 非 零 定向 流 . 运 动 速 度 为 

rx(ttnt)-x(t). 
nT 

当 M 关 0 且 惯 性 项 不 能 忽略 时 ,系统 的 轨迹 可 以 是 混沌 的 ,也 可 以 是 规则 的 . 规 

则 轨道 可 以 由 


v(n,m)= 





"mn .n€2Z). (5.3.22) 


a(t+nT)=2(t)+2nm, (5.3.23) 
描述 . 它 可 分 为 两 类 ,一 类 是 m =0 的 周期 轨道 , 称 为 无 输 运 轨 道 ,v(n,m)=0. 
另 一 类 是 m AO 的 规则 轨道 , 称 为 输 运 轨道 . 与 过 阻尼 相 比 ,惯性 马达 在 规则 周 
期 轨道 上 的 输 运 方向 与 初始 条 件 有 关 , wm =0, 土 1, 土 2,…. 

对 混沌 轨道 而 言 ,系统 总 存在 非 零 的 定向 输 运 ,此 时 A 不 一 定 要 克服 
Ao,(Q) 的 阅 值 ,小 的 A 就 可 能 引起 定向 运动 .混沌 吸引 子 可 以 用 (z,z) 的 截面 
图 显示 出 来 ,这 里 zx 是 取 2r 模 的 值 , 即 x (2) > x (1) (mod22) X} FE ifii B5 BE 99 
来 说 ,混沌 吸引 子 只 有 一 个 .为 考察 混沌 的 特点 ,可 以 引进 含 时 概率 分 布 .给 定 初 
始 的 概率 分 布 ou Cr ,x), 其 演化 为 
p(x.x,t)- [da^ | Aale- x, 2*2 008 GE ey" DD p C sz"). 

(5.3.24) 

这 里 x, (x ,x ,1) 是 运动 方程 以 x(t1=0)= x 2,050) z AVR IERI 

沌 解 .在 图 5 一 6(a) 中 ,不 同 曲线 给 出 的 是 不 同时 刻 约 化 分 布 (x,t) = 

JdxoCr 2.0 的 情况 ,这 里 A=0.79,0Q 20.1, M - 20. EG ERE Hi x (0 = 

0) =0 的 宽度 为 1/2 的 高 斯 分 布 .可 以 看 到 o(z,z) 基 本 保持 高 斯 形式 ,但 逐渐 

弥散 开 . 通 过 变换 zx~>zNz 可 以 看 到 在 图 (5- 6)(b) 中 不 同时 刻 的 p(xz,z) 完 全 
4 000 0.5 


3 000 OZ 
= 2000 Š 
K x 








S X / : Bi 
ok j 、 0 eh 
—500 —400—300 —200 —100 0 100 —-4—3-2-1 0 1 2 3 4 

x xt 


E] 5-6 (a) 不 同时 刻 的 约 化 分 布 ;(b) 通过 变换 的 不 同时 刻 的 分 布 ， 
完全 与 高 斯 分 布 重合 
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与 高 斯 分 布 重 合 ,说 明 (Az) oc c ,这 与 典型 的 自由 布朗 运动 完全 一 致 .因而 混 渍 
信号 此 时 就 可 扮演 着 热 噪 声 的 作用 .由 于 有 “ 热 噪声 " ,我 们 可 以 不 必用 很 大 的 力 
Asin Qt 就 可 以 实现 定向 运动 .在 实际 观察 中 运动 速度 o BA ,0 的 变化 会 表现 
出 复杂 的 行为 .另外 ,系统 的 输 运 行为 还 敏感 地 依赖 于 粒子 的 有 效 质量 M( 或 阻 
尼 系 数 ~ M '). 

bg 种 称 为 反 向 定向 流 (或 称 为 流 逆转 ) 的 现象 ， 
即 定向 流 与 琼 齿 势 自然 走向 恰好 相反 ， v «0. Mateos 于 2000 年 研究 了 与 Jung 
相同 系统 的 反 向 流 问 题 “ .图 5-7 是 其 核心 结果 ,(a) 是 系统 随 力 的 幅度 A 变 
化 时 的 动力 学 分 岔 图 .可 以 看 到 大 片 的 混沌 区 .周期 窗口 和 激 变 (混沌 吸引 子 尺 
才 的 突然 变化 ); 图 (b) 计 算 了 相应 的 定向 流 的 变化 .两 个 图 的 对 照 清楚 地 显示 出 
在 倍 周期 分 岔 的 窗口 处 "<0. 因 此 ,他 们 的 结论 是 : 流 的 逆转 来 自 于 一 个 由 混沌 
向 周期 区 的 分 岔 .在 这 个 分 贫 点 附近 ,系统 的 混沌 是 阵 发 性 质 的 , 输 运 行为 表现 





0.074 0.076 0.078 0.08 0.082 0.084 0.086 
4 





0.074 0.076 0.078 0.08 0.082 0.084 0.086 
4 


图 5-7 (a) 系统 随 A 变化 的 动力 学 分 贫 图 ; 
(b) 相应 的 定向 流 的 变化 
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为 反常 扩散 .这 个 结果 在 几 个 月 后 就 由 Barbi 和 Salerno #4) T REO). 他 们 发 
现在 没有 从 混沌 向 周期 运动 的 分 倪 时 同样 可 观察 到 定向 流 的 逆转 .他 们 认为 逆 
向 流 的 产生 是 由 于 周期 的 转子 解 ( 即 x (i) 随时 间 不 断 增 加 或 减 小 ) 不 同 的 稳定 
特性 造成 的 .但 这 个 问题 的 解释 目前 仍然 不 太 清楚 ,值得 进一步 研究 . 

最 近 ,Borromeo 等 人 研究 了 改变 系统 阻尼 系数 导致 的 扩散 输 运 问 题 ”” .他 
们 用 了 同样 的 模型 ,只 是 惯性 质量 为 M =1, 而 保留 阻尼 系数 : 


x= -rt-V (zr)+Aosin Qt, (5.3.25) 
其 中 


V(x)= -q (sin he + sin 2k: . (5.3.26) 
计算 中 车 使 用 k=/2, 则 周期 势 的 周期 为 L =4; 相 应 的 ,在 势 阱 底部 的 振荡 频 
HH coy =V kV3Y3/2 和 v1.591. 使 粒子 发 生 定向 运动 的 周期 力 振 幅 Ao M BA 
可 由 倾斜 势 U(x) = Vr) Fr | Ag | 来 确定 .可 以 得 到 ,在 区 间 (A,, A;) = 
(FF ) 内 系统 会 发 生 定向 运动 ,如 图 5 - 8 中 的 小 图 所 示 , 此 时 周期 力 的 频率 
0 选 得 足够 小 ,因此 A,A, 与 Q 几乎 无 关 ， 





图 5-8 共振 台阶 曲线 ,虚线 是 理论 预测 线 


在 绝热 极限 下 ,Qw。、Y,《v) 是 分 立 的 (共振 台阶 ) ,台阶 间隔 为 Av= 工 / 
Ty , 即 在 一 个 力 的 周期 T, = 2x/9 内 粒子 运动 恰好 经 历 势 场 的 一 个 周期 工 . 共 
振 台 阶 见 图 5 一 8 中 Y=10 的 曲线 .虚线 是 理论 预测 线 .在 大 7 RR DE 


AA, = ZEBE A, 的 增加 而 线性 增加 , 当 (v) 达 到 最 大 值 (A; A1)*/27 时 ， 


300 ASS 耦合 布朗 马达 与 合作 定向 输 运 





(vu) BE A, 的 继续 增加 而 减 小 , 趋 于 零 . y 减 小 时 ,有 定向 流 的 A。 区 间 会 变 
Z, HCY .另外 ,在 第 一 个 阔 值 A, = A, 处 定向 流 的 变化 是 很 陡 的 ,而 在 
Ao > A, 时 的 变化 是 连续 的 . 
7Y《v) 与 A, 的 变化 关系 可 以 解析 讨论 . 当 AL A<A, 时 ,粒子 向 右边 运 
动 ,速度 是 v(t) = Aysin( Qt + $)/y, XE $= -arctan(217) 是 绝热 相 滞后 .在 
这 个 区 间 ,粒子 运动 的 平均 定向 流 为 


vlv? (me (Aa Ai) m EITA +1]. (5.3.27) 


可 以 看 到 上 述 表达 式 右边 不 含 y ,说 明 随 y 的 减 小 ,在 (A,,A,) 区 间 系 统 的 定 
向 流 表现 出 (ccy ' 的 普 适 行为 ,这 在 y/wo 一 0 极限 下 是 准确 的 . 当 A。> A, 
时 ,系统 的 平均 定向 流 为 (推导 过 程 从 略 ) : 


"ne. = (As A4) 7 (Ao A2). (5.3.28) 


M y<0.07 Hf, aaa 即 对 应 于 同一 个 A, 值 可 以 有 多 
个 不 同 的 (v) 值 .图 5-9 给 出 了 yo) S A, 的 关系 ,我 们 可 以 观察 到 多 重 的 
(o) — A, 曲线 . 这 些 曲 线 中 有 很 多 的 共振 曲线 1: m, 其 中 1:1 对 应 于 式 子 
(5.3.27) 的 曲线 .图 中 还 标 出 了 1:2,1:3 和 1:4 的 曲线 ,可 以 看 到 理论 曲线 与 数 
值 模拟 完全 一 致 . 





图 5-9 ylv)5 A, 的 关系 曲线 


5.3.3 混沌 信号 驱动 下 的 定向 输 运 


在 前 一 节 我 们 讨论 了 系统 运动 中 混沌 的 噪声 特点 .这 里 的 混沌 是 系统 内 祭 
的 .对 于 定向 马达 运动 来 说 ,噪声 一 般 是 外 部 加 入 的 , 即 所 谓 的 外 噪声 .本 节 我 们 
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讨论 利用 一 个 混沌 信号 (平均 无 偏 置 ) 驱 动 下 在 周期 势 中 运动 的 粒子 的 输 运 性 
质 . 


一 个 较 早 的 工作 是 1995 年 Hondou 与 Sawada HEFT HS?” . 他 们 考虑 了 如 下 
的 动力 学 方程 : 
Z=- D &G-j. (5.3.29) 
t dx E / 
其 中 V(x)= V,(x) t ax, VCz) 是 一 个 周期 势 ,a 是 一 个 偏 置 (直流 力 ). 上 面 
方程 描述 了 一 个 过 阻尼 粒子 在 倾斜 周期 场 中 受到 周期 性 冲击 的 行为 .这 里 与 为 


在 := 了 时 力 的 大 小 , 设 154 是 一 个 混沌 序列 .我 们 可 以 考虑 对 称 的 Vor) = Ve 
(一 工 ): 





Vo(x)=h~ 41 r(modQ2L)) - LI, 220, (5.3.30) 
其 中 工 , 为 常数 .上 述 的 周期 脉冲 冲击 方程 可 用 下 面 的 分 立方 程 来 代替 : 
sacr, oy tE, na20,0,2,7 (5.3.31) 


Vo(x) 的 曲线 如 图 5 一 10 所 示 , 可 以 看 到 当 4250 时 Vu(Cz) 是 一 个 上 倾 的 周期 


势 . 混 学 序列 | 6 1 作用 于 系统 上 ,其 平均 为 零 , 即 (5,)= N IT 5 = 0. 我 们 下 面 
用 帐篷 映射 或 Bernouli 移 位 变换 作为 驱动 混沌 信和 号 
£,—7 — 9 


-2\n,1 +5. 帐篷 映射 
at fh) | (5.3.32) 
29, 一 x sent 5). Bernoulli BRAT, 

sgn( . ) 为 一 符号 函数 .这 两 个 映射 的 共同 特点 是 :它们 都 是 遍历 的 K RA, HR 
有 不 变 分 布 p(y)=1,wE (一 1/2,1/2). 这 与 均匀 分 布 于 (一 1/2,1/2) 的 随机 数 具 
有 相同 的 分 布 函数 .在 无 外 势 即 V(x)=0 时 ,粒子 的 运动 是 无 漂移 的 布朗 运 
动 .另外 ,可 以 验证 ,帐篷 映射 的 关联 函数 是 6 
函数 .这 都 与 完全 随机 噪声 ( 白 噪声 ) 是 相同 
的 . 

从 这 些 分 析 来 看 ,似乎 可 以 认为 上 面 两 种 
混沌 信号 对 系统 输 运 的 影响 应 与 随机 噪声 的 
作用 一 致 . 当 粒 子 处 于 图 5 - 10 的 势 场 中 时 ， 
在 混沌 信号 作用 下 ,由 于 直流 力 的 存在 , 它 应 位 置 x 
该 会 向 负 方 向 运动 , 即 (")<0. 但 令 人 意外 的 

-10 Æ »(x) HH 
是 ,模拟 的 结果 恰恰 与 这 个 猜测 相反 . 图 5 -11 SSI PES vona 
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给 出 了 当 a 70.005, L 23,4 =0.3 时 用 随机 力 和 帐篷 映射 驱动 的 运动 演化 .在 
随机 力作 用 下 ,x, 单调 减 小 (粒子 沿 直 流 力 的 方向 运动 ) ,而 在 混沌 信号 作用 下 
粒子 运动 方向 则 相反 , 即 粒 子 可 以 逆 着 倾斜 势 的 方向 运动 ! 即使 在 当 a =O 时 ， 
粒子 在 对 称 周期 势 中 本 来 没有 优先 的 运动 方向 ,但 在 混沌 噪声 下 仍 可 发 生 对 称 
破 缺 的 单间 运动 .我 们 要 问 :造成 这 种 相反 结果 的 原因 是 什么 呢 ? 


X/QL) 
5 000 










4 000 | 
3000} 
2000| 


1000 





—500 9 4 6 8 10/( 10°) 

time stop 7 

图 $-11 随机 力 和 帐篷 映射 驱动 下 
系统 的 运动 演化 


要 搞 清 楚 这 种 反常 的 结果 ,就 必须 认真 分 析 混 沌 作为 噪声 源 的 动力 学 特征 ， 
因为 只 有 港 藏 于 混沌 中 的 相干 性 才 可 能 推动 粒子 “逆流 而 上 ”. 观察 中 我 们 可 以 
发 现 粒子 在 混沌 噪声 的 作用 下 主要 处 于 势 阱 底部 附近 .因此 粒子 需要 受到 噪声 
向 一 个 方向 持续 的 冲击 才 会 跃 过 势 侄 .这 个 条 件 在 混沌 噪声 演化 处 于 不 稳定 不 
动 点 附近 时 可 以 满足 . 注 人 的 混沌 噪声 离 不 稳定 不 动 点 越 近 , 则 7 RE M 
近 逗 留 越 长 时 间 ,形成 对 粒子 的 持续 冲击 .通过 计算 混沌 噪声 处 于 qo 附近 足够 
长 时 间 的 概率 ,我 们 可 计算 出 粒子 的 跃迁 概率 , 它 是 势 场 斜 率 ASAL 的 函数 : 

P,(L)~A Fw, (5.3.33) 
对 于 帐篷 映射 和 Bernoulli 映射 来 说 ,4=2. 图 $-12 给 出 了 粒子 在 不 同 噪声 下 
的 牙 迁 概率 ,最 上 面 的 是 帐篷 映射 的 理论 与 数值 结果 ,中 间 是 Bernoulli 映射 的 
结果 ,最 下 面 是 随机 噪声 的 结果 .可 以 看 到 完全 随机 噪声 具有 最 小 的 跃迁 概率 ， 
而 两 种 映射 对 应 的 蚂 迁 概率 都 比 完全 随机 噪声 要 大 得 多 .另外 ,P, ~ L 的 行为 
也 与 理论 预测 完全 一 致 . 当 混 沌 力 具 有 非 对 称 的 不 稳定 不 动 点 分 布 时 ,粒子 在 其 
驱动 下 的 运动 对 称 性 也 会 被 打破 . 

上 面 的 分 析 已 经 揭示 了 在 混沌 噪声 下 系统 运动 的 对 称 破 缺 性 质 .对 帐篷 映 
射 来 说 ,在 粒子 正方 向 力 对 应 的 不 动 点 为 | mp。 | = 1/2, 在 负 方 向 的 力 对 应 的 不 动 
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3 4 
L(h/L—0.1) 


图 5-12 粒子 在 不 同 噪声 下 的 
跃迁 概率 P, ~ 上 的 行为 


BAN no | = 1/6( 注 意 : 作 用 于 粒子 上 的 力 &, = - p) WAS -13 所 示 . 由 上 面 
跃迁 概率 的 表达 式 , P SP, , 即 粒 子 向 正方 向 跃迁 的 概率 远 远大 于 负 方 向 的 概 
率 . 因 而 尽管 有 一 个 负 的 小 偏 置 ,粒子 仍 可 以 向 正方 向 运动 .图 $- 13(a) 给 出 幅 
篷 映 射 的 一 个 典型 序列 和 不 稳定 不 动 点 ,可 以 看 到 映射 在 p = -0.5 附近 实际 
上 存在 长 时 间 的 阵 发 , 它 造成 了 混沌 噪声 的 相干 行为 ,从 而 导致 反常 的 非 对 称 输 
运 . 图 $-13(b) 画 出 的 Bernoulli 映射 不 动 点 附近 的 阵 发 轨道 . 当然 Bernoulli 映 
射 的 行为 与 帐篷 映射 有 所 不 同 , 它 有 自身 的 “ 重 注入 "机制, 即 由 不 稳定 不 动 点 
m= - 2 附近 出 发 的 混沌 噪声 会 在 阵 发 迭代 后 又 重新 回 到 加 附近 ,这 使 得 
Bernoulli 映射 具有 葛 强 的 相干 行为 ,因而 其 P, ( 工 ) 大 于 同样 的 帐篷 映射 的 值 
( 见 图 5 — 12 的 曲线 ). 








E 5-13 (a) 帐篷 映射 的 一 个 典型 序列 和 不 稳定 不 动 点 ; 
(b) Bernoulli 映射 不 动 点 附近 的 阵 发 轨道 
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混沌 噪声 相干 行为 导致 的 对 称 破 缺 运 动 反映 出 混沌 信号 与 完全 噪声 内 在 的 

不 同 ,尽管 它们 可 能 在 分 布 ,期望值 和 方差 (二 阶 矩 ) 上 可 能 完全 一 致 ,但 这 并 不 

WH EREHE . 当 混 汪 噪 声 的 随机 性 增加 ( 即 系统 的 李 指数 或 KS AA 
增加 ) 时 ,其 性 质 会 与 完全 随机 噪声 逐渐 接近 .例如 , 当 我 们 用 

Mor =f Oy) ON 21) (5.3.34) 

作为 噪声 源 时 ,其 随机 性 就 会 大 于 N=1( 即 前 面 讨 论 的 情况 ), 其 中 广 = 


N 
ffe f. R 5-14 BHT ARN 时 x, 的 演化 ,可 以 看 到 当 NIS3 时 ,x, 随时 
间 增 加 而 单调 减 小 ; 当 N 继续 增加 时 ,系统 的 输 运 行为 逐渐 接近 完全 随机 噪声 
的 情况 .这 很 容易 理解 .实际 上 ,对 于 映射 (5.3.34) ,其 最 大 李 指 数 和 = Nin 2 
= 和 An, 其 中 oo=ln2 为 单 重 迭 代 映 射 的 李 指 数 . N oo Bt, A oo , 相 邻 选 代 的 
关联 消失 ,混沌 信号 会 逐渐 完全 随机 化 . 
x/QL) 


400 
200 j 


4 6 8  10(X10) 


图 5-14 混沌 噪声 驱动 下 不 同 N Bt, 的 演化 


5.3.4 对 称 势 中 的 确定 性 输 运 :一 个 可 解 模型 


本 节 中 我 们 通过 一 个 简单 的 模型 可 以 很 好 地 说 明 在 没有 噪声 的 情况 下 通过 
周期 力 的 时 间 对 称 破 缺 也 可 以 导致 定向 运动 :5 .为 了 方便 ,我 们 讨论 耗 散 的 
xr dsinx- F(t)+ Elt). (5.3.35) 
ERP V(x)=dV(x)/dr = dsin x, V(r) UE ER BUS HRS, d NARAR. 
6(i) 为 高 斯 白 噪 声 : 
(£(0» 50,60 £00)? = DO(t - t’),~ (5.3.36) 
D 为 噪声 强度 . F(1) 为 非 对 称 的 确定 性 周期 外 力 , 它 满足 : 
F(t+T)=F(t), 
F(t)#F(- 0), 
并 且 FCA PAS: 


F(t+ T/2)A- F(t), (5.3.37) 
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| FaDar =o. (5.3.38) 
我 们 可 以 选择 最 简单 的 F(1) 的 形式 (分 段 的 常 外 力 ): 
F( y= Fes t€ [nT,nT * to), 
VAP, r€[aT (iD T). nEZ, (5.3.39) 





这 里 下 = 了 SF， naL ËT, udi F(1) 的 时 间 平 均 为 零 .3€ (一 1,1) 是 
一 个 测度 (7) 偏离 对 称 力 (8 = 0) 的 因子 .我 们 计算 系统 的 平均 流 :J = limr 
4 [, (dr. 当 J>0(<0) 时 ,系统 就 存在 正 ( 负 ) 的 定向 流 .由 于 J( ~ 8) = 


-J(5) ,我 们 只 需 讨 论 5>0( 即 FL > F ) 的 情形 .我 们 先 讨 论 D=0( 无 噪声 ) 
的 情况 .我 们 可 以 看 到 系统 存在 定向 流 . 当 d=0 I d1 时 ,系统 的 平均 流 都 为 
零 .对 于 中 等 的 d 和 恰当 的 周期 力 频 率 , 如 企图 $- 15(a) 中 ,下 ,=1.5, 了 = 
120,8 2 MS(F. =1.0,2, 2 48) ,可 以 看 到 x(1) 随 时 间 变 化 而 增加 ,说 明 系 统 可 
以 有 非 零 的 定向 流 . 对 于 小 的 4 ,如 qd ==0.5, 虽 然 粒 子 在 正方 向 和 人 负 方 向 上 都 可 
URIS S, ,但 一 个 正方 向 的 总 流 仍 可 以 看 到 . 随 着 d 的 增加 , 当 d=0.9<F. 
时 ,J 也 增加 . 当 d=1.0= 下 .时 ,粒子 向 负 方 向 的 运动 被 完全 换 制 ,运动 只 发 生 
于 正方 向 ; 当 d=1.25>F_ 时 ,运动 在 正方 向 的 运动 也 受到 抑制 ,因此 Bed 的 
增加 而 减 小 , 当 4 >F, =1.5 时 ,粒子 被 钉 扎 ,J =0. 





和 一 一 一 一 一 一 一 0.50 
(a) (b) 
2001 n 
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fA5-15 (a) 不 同 d 下 x(t) 随 时 间 的 演化 ;(b) = 1/5 和 1/2. 
T = 500 时 的 数值 结果 , 实 线 为 理论 曲线 


当 外 力 的 周期 很 长 T — co 时 ,我 们 可 以 给 出 粒子 定向 流 的 解析 表达 式 . 在 
一 个 周期 T 中 ,粒子 经 历 了 在 正方 向 的 运动 z, =J to 和 负 方 向 的 运动 r- = 
J-(T- to) RLF HERA 





J= 一 地 一 . (5.3.40) 


Mn 
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当 q< 下 .时 ,粒子 在 两 个 方向 上 的 流 均 存 在 : 


J.=VFL-d; (5.3.41) 
当下 <d< 开 ,时 ,粒子 仅 在 正方 向 上 有 流 存 在 , 即 : 
J.=VF* -d’,J.=0. (5.3.42) 


当下 > 下 ,时 ,J .=0. 注 意 到 ,FF_ 与 ,的 关系 ,将 代入 ce. (1) 的 表达 式 
并 代入 (5.3.40) 中 ,可 得 到 








liü-swF.-Z-/(ü-3FY-[Q*54P5 a< SF.. 
J= 1 2 1-68 
Iü-sW Fd, 4€ SSF. F), 
0, ZEF . 
(5.3.43) 


在 图 $- 15(b) P, 3€ (126 :H 8 — 1/5 fn 1/2, T — 500 时 的 数值 结果 ,可 以 看 到 它 
们 与 理论 曲线 符合 得 非常 好 . 
在 图 5—16(a)— CO ,我 们 给 出 了 d=0.5,1.0 和 1.4 时 的 J 一 关系 .可 
以 看 到 二 者 的 关系 是 非 单调 ,不 连续 的 . 当 d 较 小 时 ,J 一 丁 关 系 既 依 赖 于 下 ,又 
依赖 于 下. . 当 4 >>F_ 时 ,曲线 分 成 一 些 片 段 .所 有 这 些 片段 都 可 用 
J=2nM/T (MEN) (5.3.44) 
来 拟 合 .由 M=0(J=0) 向 M=1 的 跃迁 发 生 在 T,, 即 存在 临界 的 周期 T. 使 系 
统 出 现 定向 流 .对 d€ CFL ,下 , ), 这 个 临界 T. 很 容易 确定 : 
T.= An 
© A-8 F -a 
在 图 (5- 16)(d) 中 ,可 以 看 到 理论 线 与 模拟 结果 符合 得 很 好 . 
由 M -1 线 向 M RIE REE T= MT.. 对 于 大 工 ,J - 工 曲 线 的 各 个 
上 界 为 





(5.3.45) 





Ja -2xl T. 2 Js, (5.3.46a) 
FRA 
M 2xM M 
J oun ~ (M*DT,. Mri (5.4.46b) 


显然 当 M>, Jin mu = Jo .在 图 (5 一 16)(b) 和 (c) 上 界 与 下 界线 用 虚线 
给 出 ,可 以 看 到 在 M 较 大 时 与 数值 结果 符合 得 很 好 . 

上 述 关 系 实际 反映 出 在 TT 有 限时 的 共振 行为 .显然 4>>F_ 时 ,J。 是 J(d) 
共振 台阶 的 左边 界 . 在 4<F_ 时 (qd) 仍 有 一 系列 台阶 .这 些 人 台阶 来 自 于 两 个 方 
向 跃迁 的 竞争 : 
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图 5-16 (a)-(c) d=0.5,1.0 1.4K J - T RA; 
(d) 理论 线 与 模拟 结果 对 照 


j 22M L2x(M. -M ) 
T T z 


其 中 M LO TE — A JE PRL TE IE (H ) 25 18] E BK a R9 EO. 因此 可 用 
(M, ,M_) 这 个 整数 对 来 描述 第 M 个 共振 台阶 .这 些 台阶 的 宽度 可 以 确定 . 当 
d>F 时 ,由 于 粒子 只 在 正方 向 有 跃迁 , 故 M_ =0, 台 阶 为 (M ,0). 其 宽度 为 


JF. = pee) cas XN P (5.3.48) 


M 4 过 F_ 时 ,粒子 在 正 负 两 个 方向 的 2x 跃迁 都 会 发 生 .第 M FARM, ， 
M_) 给 定 .类 似 上 面 讨论 , M 台阶 由 两 个 带 


tM DE ra T 
JF: - [T «a r. -[az s] (5.3.49) 
的 交集 给 出 .在 图 5- 17 中 ,我 们 给 出 了 在 T - dE ILE M TPA OP SA 


(5.3.47) 




















代表 由 Am pte LT 确定 的 边界 ,虚线 代表 d (M 





2 [ 4rM - 


域 为 M= M, -M 台阶, 当 d>>F_ 时 ,M ERRA d, CM, )fid, (M. +1) 
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围 起 的 区 域 给 出 .同一 个 M 台阶 含有 多 个 区 域 . 可 以 看 到 ,理论 线 与 数值 结果 
千 合 得 很 好 . 


1204 














图 5-17 TT- 4 平面 上 的 台阶 分 布 


上 面 考 虑 的 是 由 于 周期 力 对 称 破 缺 而 产生 的 定向 输 运行 为 . 当 D3ÉO0 时 ,如 
Heer > fy ath RAN MB) rt 之 TT, 问题 也 可 LA fe dr Ab BESS?) .考虑 方程 (5.3.35 ) 的 
Fokker-Planck7; fE : 


BERE = = 4 Lr) dut x)P(x,t)}+D DOM. (5.3.50) 
t Ox dx 


由 于 F(7) 是 周期 力 ,因此 上 述 方程 无 定 态 解 . 设 系统 在 交流 力 两 个 方向 上 的 弛 
AMAA ti% nu T 时 ,在 直流 力 片段 的 作用 时 间 尺 度 内 系统 可 以 足够 快 
地 弛 豫 到 平衡 态 附近 .这 样 上 面 的 Fokker — Planck 方程 就 可 以 分 解 成 为 两 部 
分 : 
OP. (wt 
Jt 





a gm te: 
3 [ER e din wh Ce ej] e ora d 
x 2r 


(5.3.51) 
由 于 这 两 个 方程 的 平衡 态 特点 ,我 们 可 以 求解 其 定 态 解 P。 Ca) ,然后 计算 在 两 
个 直流 片段 上 的 平均 速度 J。 (2). .系统 总 的 流 为 
1-lta- 3, - 052-1. (5.3.52) 
由 于 在 倾斜 周期 场 中 的 布朗 运动 已 完全 解决 ,我 们 这 里 不 再 详 述 其 过 程 (参考 第 
一 章 ) ,我 们 有 : 


5.4 PAAPHSER Oia 
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7 2xD[1- exp( - 2xF./D)] 
Js AoA [1 exp(-2nF IDI] (5.3.53) 
其 中 
a.c |" expl V.(2)/D]dz, (5.3.54a) 
A. = [ex - V. GOIDIaz., (5.3.54b) 


n,- | expl - V. (X/D] | expl V.(2’)/D]dx’dx, (5.3.54c) 

这 里 V, (x) 为 系统 的 总 势 ; 
Vi(x)7dcosx- Fz. (5.3.55) 
El 5-18 £4 T 4 (5.3.53) 46 8 -0.5,d — 1.0, F 20.5,0.75 和 0.9 时 的 
J(DD) 曲 线 , 可 以 看 到 J 5 D 之 间 的 类 似 随机 共振 的 曲线 ,说 明 噪 声 可 以 导致 定 
向 输 运 ,而 且 存 在 最 佳 的 噪声 强度 D, 使 得 粒子 有 最 大 的 定向 流 . 最 佳品 声 强 度 


AJ . 
51515 -0 定 出 . 


J 
0.04 
0.02 | 


0.00 
0.0 02 04 06 0.8 1.0 


图 $S-18 不 同 下 时 的 J(D) 曲 线 


5.4 琼 次 势 中 的 合作 定向 输 运 


从 本 节 开 始 我 们 讨论 有 相互 作用 情况 下 的 合作 定向 输 运 问题 .时 空 非 线性 
系统 的 时 空 动力 学 和 控制 问题 已 成 为 最 近 二 十 几 年 的 研究 热点 ,而 其 输 运行 为 
的 研究 在 最 近 十 年 内 也 成 为 人 们 关注 的 课题 .对 于 布朗 马达 的 合作 输 运 问题 ,其 
实验 背景 来 自 于 不 同学 科 . 首先 ,在 生物 分 子 马 达 研 究 方 面 , 人 们 发 现 许 多 稍 大 
的 分 子 马 达 实 际 有 其 复杂 的 内 部 结构 , 它 经 常 是 由 多 个 自由 度 构成 的 特殊 结构 
《如 双 头 和 多 头 册 动 蛋 白马 达 ) ;另外 , 当 多 个 分 子 马达 在 输 运 过 程 中 的 相互 作用 
也 反 过 来 会 影响 定向 输 运 “*““ ”1 .其 次 ,在 物理 方面 ,对 看 合 的 约瑟夫 森 结 阵 列 
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和 线 型 超 导 约 瑟 夫 森 结 的 实验 研究 也 成 功 实现 了 棘 齿 输 运 5? RE 
们 在 揭示 耦合 布朗 马达 运动 及 应 用 等 方面 可 以 发 挥 巨大 作用 ;合作 输 运 行为 在 
纳米 材料 方面 也 得 到 了 研究 和 应 用 ,如 量子 点 体系 、 细 小 颗粒 体系 等 . 

合作 定向 输 运 研究 从 耦合 的 作用 来 看 可 分 为 两 类 :一 类 是 单个 的 马达 系统 
耦合 起 来 后 的 合作 效应 , 另 一 类 则 纯粹 是 由 于 耦合 与 其 他 因素 相 结合 而 产生 的 
定向 输 运 .这 前 者 可 以 以 前 面 的 单个 马达 动力 学 为 基础 ,讨论 的 较 多 ;后 者 则 必 
须 通 过 对 系统 整体 的 细致 分 析 综合 考察 才 可 以 揭示 其 合作 定向 输 运行 为 .这 里 
我 们 以 周期 势 是 否 为 环 齿 势 为 基础 来 讨论 ,因而 本 节 的 环 齿 势 输 运 和 下 节 的 对 
称 势 输 运 都 是 合作 定向 输 运 的 具体 反映 . 


5.4.1 一 维 硬 球 系统 在 环 齿 势 中 的 合作 定向 输 运 


这 种 情形 是 由 Derenyi 和 Vicsek 于 1995 年 讨论 的 5531 .他们 讨论 的 实验 依 
据 一 方面 来 自 于 生物 学 .实验 证 据 表 明 : 几 个 马达 蛋白 可 以 合作 运载 更 大 的 分 
子 ; 另 外 ,很 多 的 自由 马达 可 以 沿 同一 微 管 运动 ,它们 的 相互 作用 对 其 马达 运动 
有 明显 的 影响 5 . 另 一 方面 ,在 细小 颗粒 分 离 过 程 中 ,大 量 粒子 可 以 在 同一 
媒质 中 运动 ,因而 有 必要 考虑 集体 效应 . 

考虑 下 面 的 一 维 情况 . 设 有 许多 相互 作用 的 布朗 马达 ,它们 通过 硬 核 作用 构 
成 一 维 硬 球 马 达 系 统 .单个 粒子 的 运动 可 由 下 面 的 朗 之 万 方程 描述 : 

wt feL2,v€,N, (5.4.1) 

x, 表示 第 j 个 粒子 质心 的 位 置 . f(z)= -V (c), V(r)  VCx + DN ERI 
期 的 环 齿 周期 势 , 设 为 如 图 (5 -19) 所 示 的 非 对 称 锯齿 势 . F(z) 为 作用 于 第 j 
个 粒子 上 的 确定 性 驱动 力 ,(F;(1))=0.&(1) y 
为 高 斯 白 品 声 :(€(1))=0,《&(1)&€ (zt))= 
2k, TO, 0 (t 一 1 ) .粒子 之 间 的 硬 核 相互 作用 在 
过 阻尼 情况 下 意味 着 在 运动 过 程 中 粒子 不 允 
许 重合 和 换 位 .我 们 考虑 粒子 是 有 限 大 小 的 ， 
尺寸 为 5 , 设 系 统 的 尺寸 ( 即 周期 数目 ) 为 L. 因 图 5-19 非 对 称 锯齿 势 V(x) 
此 ,整个 系统 存在 两 个 空间 尺度 :粒子 尺寸 和 
周期 势 的 周期 1 .二 者 的 竞争 可 以 导致 复杂 的 输 运行 为 . 

图 5 一 20(a) 给 出 了 当 F(t)= Acos(wt) 时 不 同 粒子 数 密度 o = Nb/L (或 


称 为 覆盖 率 oC [0,1]) 时 系统 的 平均 定向 流 oo 六 D) o, MAR o 的 变化 关 


系 .这 里 w= w+ 8, ,|6w | Kow. RRRA b=0.5, T— 1, A — 32,4 EM A 
期 势 a。=0.8( 见 图 5 一 19 的 周期 势 ) , 势 垒 高 度 Q =4. 在 小 图 中 给 出 的 是 粒子 流 
J=Nvo/L 与 平均 覆盖 率 o 的 关系 (w = 175). 可 以 看 到 复杂 的 频率 行为 ,而 且 
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vo) HB Z BB o 的 改变 表现 出 明显 不 同 的 特点 .在 低频 区 系统 有 较 大 的 定向 流 ， 
在 中 等 频率 系统 可 以 出 现 反 向 流 , 在 高 频 区 系统 的 定向 运动 则 发 生 钉 扎 . 小 图 的 
J(o) 曲 线 反 映 出 系统 定向 流 随 覆 盖 率 改变 的 复杂 依赖 性 . 


p0 一 o 
Cem LN 

0.04) 
ood LN 


0 0204 0608 1 
p 





0 
10 100 1000 10000 0 0.2 04 0.6 0.8 1 


(a) (b) 


5-20 (a) 周期 驱动 时 不 同 op。 下 wv 与 频率 o 的 关系 ; 
(b) wv 与 粒子 尺寸 6 的 关系 


图 5-20(b) 给 出 了 粒子 定向 流 与 粒子 尺寸 的 关系 .很 容易 验证 v(5 t k)- 
v(k),kEZ, 因 此 只 需 考虑 5E[0,11 的 变化 情况 .5 实际 反映 的 是 粒子 尺度 与 
周期 势 周期 1 的 竞争 .可 以 看 到 ,在 000,1 附近 粒子 的 定向 流 最 大 ,而 在 O<1/ 
2 处 v 出现 一 个 小 的 峰 . 对 某 些 w 值 ,还 可 以 在 o = 1/3,2/3 甚至 其 他 有 理 数 处 
出 现 局 域 小 峰 .上 面 v 与 的 复杂 依赖 性 可 通过 讨论 下 (2) = F 驱动 下 系统 的 
动力 学 来 理解 ,这 里 下 声 QQ .我 们 可 以 先 定 性 分 析 一 下 系统 的 定向 输 运 特点 及 输 
运 速度 的 粒子 尺寸 依赖 性 . 当 5<1( 周 期 势 周期 ) ,我 们 考虑 两 个 处 于 相 邻 势 阱 
内 的 粒子 .由 于 粒子 的 硬 核 作用 ,第 二 个 粒子 只 有 在 第 一 个 粒子 跳出 其 势 阱 后 第 
二 个 粒子 方 可 以 进入 这 个 势 阱 .这 种 阻碍 效应 使 得 系统 的 平均 运动 速度 小 于 单 
个 粒子 的 速度 .图 $-21(a) 中 画 出 了 N =15 个 粒子 (5<1) 的 运动 情况 .我 们 可 
以 看 到 * 空 穴 ” 类 型 的 运动 , 它 来 自 于 阻碍 效应 导致 的 “交通 拥堵 ” .在 一 维 格 点 系 
统 中 ,这 种 “拥堵 "现象 是 经 常 发 生 的 .现在 考虑 b 略 大 于 1 的 情况 , 且 两 个 粒子 
处 于 相 邻 的 势 阱 内 .但 由 于 56>1, 它 们 的 质心 不 能 同时 处 于 阱 底 . 这 就 造成 了 粒 
子 1 更 容易 定向 运动 ,第 二 个 粒子 实际 间接 地 助长 了 粒子 1 的 运动 .此 时 ,尽管 
仍 有 阻碍 效应 ,系统 的 平均 速度 仍 会 大 于 单个 粒子 的 运动 速度 .图 (b) 画 的 是 六 
=12 个 (5 实 1) 的 粒子 的 时 空 演化 .系统 很 少 发 生 阻 塞 ,粒子 的 阻碍 效应 现在 成 
为 推动 效应 ,使 得 系统 整体 运动 有 较 高 的 效率 . 

下 面 我 们 定量 分 析 一 下 定向 输 运 的 尺寸 效应 . 相 邻 粒子 的 平均 距离 为 


-L 
=e. (5.4.2) 
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图 5-21 (a) N=15 个 粒子 (5<1) 的 运动 情况 ; 
(b) N=12 个 (5 三 1) 粒 子 的 时 空 演化 


图 5-22(a) 显 示 了 在 已 (上 ) = 下 =Q=4 时 系统 平均 定向 流 与 b 的 关系 ,a = 
0.2,T=1.0. 当 dw 时 ,粒子 的 尺寸 效应 可 忽略 ,系统 运动 相当 于 单 粒子 情 
É ,在 图 中 是 一 条 水 平 线 . 当 d 减 小 时 ,wv 开始 依赖 于 粒子 的 尺寸 ,w(2) 曲 线 出 
现 多 重 的 谷 和 峰值 .在 2<1 的 附近 o 小 于 单 粒子 的 速度 ,在 >0 附近 由 于 
v(bt1)- v(5)CS3 021 附近 相同 ),v 大 于 单 粒子 速度 .这 与 前 面 的 定性 分 析 


一 致 . 当 d 继续 减 小 ,v(5) 曲 线 的 峰 和 谷 越 来 越 多 ,特别 可 以 看 到 在 b= 1.1, 


子 等 附近 的 谷 . 这 说 明 在 小 4 的 极限 下 ,系统 运动 存在 公 度 性 效应 ,这 是 系统 空 
间 尺 度 竞争 的 后 果 . 





b 

(b) 

R 5-22 (a) 在 F(t)= 下 = Q=4 时 平均 定向 流 与 5 的 关系 ; 
(b) d—>0 时 的 v(4) 曲 线 


对 于 现在 的 系统 ,如 果 b+ d = 总 = 三 (六 EN) ,我们 就 说 系统 的 结构 是 


公 度 的 .这 种 结构 等 价 于 单个 粒子 在 等 效 的 锯齿 势 中 的 运动 .这 个 锯齿 势 的 周期 
和 和 斜坡 长 度 为 
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xazl = ainda (5.4.3) 


m m 


势 垒 的 高 度 为 Na ,其 中 





^ imalim(1-a)] 
Q =Q mamü-a) ` (5.4.4) 


这 里 的 全 1 表示 对 括号 中 的 值 取 小 数 部 分 , 即 1XI=X-int(X)(X>0). 其 他 量 
相应 地 为 : 





"n 2 T 
F°=F,T = 5. (5.4.5) 
单 粒 子 在 锯齿 势 中 的 布朗 马达 运动 已 由 Magnasco 研究 过 .对 于 常 外 力 F, 
= P?an(AFÍ2E, T) : -— 
k& T(AÍ QY {cosh CQ — AF/2)/k,T ] — cosh(AF/2k,T) | — gP P,sinh( x7] 
(5.4.6) 


其 中 cosh, sinh 为 双 曲 余弦 和 正弦 函数 ,= A, +A, 是 周期 势 的 周期 ,A= a, 一 
a. PLN 


p =a -SF P -1-25T - [25]. (5.4.7) 
在 上 面 的 量 中 ,这 里 需要 把 前 面 带 撤 的 量 代入 . 


如 果 F, (1) = Asin wt 是 一 个 缓 变 的 周期 力 , 则 系统 的 定向 流 为 


-l(j - (5.4.8) 
"= 工 | v(F(t))dt, — T22zlo, 4, 





继续 回 到 我 们 目前 的 讨论 .上 面 讨 论 的 是 公 度 结构 的 情形 , 若 结构 是 公 度 的 且 d 
K1, W) m ,2 一 co ,Qi 一 0. 系 统 的 相应 修正 势 ( 即 Q A’, , ILE 
的 , 即 系统 有 连续 平移 的 对 称 性 (类 似 于 前 面 讨论 的 Frenkel - Kontorova 系统 )， 
因而 系统 可 以 以 最 大 的 运动 速度 v... = 下 运动 . 

上 面 的 公 度 性 效应 在 4 一 0( 即 b = LIN ,粒子 间距 为 零 ) 时 表现 的 最 为 强 
烈 .在 图 (5 -22)(b) 中 画 出 的 是 在 4 一 0 时 的 v(5) 曲 线 .可 以 看 到 曲线 是 不 连 


续 的 ,在 所 有 的 b= 寺 -也 为 有 理 数 处 都 是 最 小 ,而 是 6 为 无 理 数 的 地 方 "= 


v, 二 下 二 4,v《(b) 曲 线 表现 出 处 处 不 连续 的 分 形 结构 . 
硬 球 系统 的 定向 输 运 问 题 可 推广 到 二 维 甚 至 三 维 空间 .在 高 维 情况 下 , 硬 球 
的 硬 核 作用 仍 保持 ,但 是 禁 路 规则 不 再 成 立 ,粒子 可 以 绕 过 相 邻 粒子 运动 ,这 种 


禁 跃 的 破坏 将 会 导致 新 的 效应 .这 方面 的 研究 尚未 见 到 有 关 报 道 , 值 得 进一步 探 
讨 . 
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5.4.2. 一 维 硬 球 系统 在 闪烁 势 中 的 合作 定向 输 运 


闪烁 势 环 齿 是 分 子 马达 研究 中 常用 的 一 种 模式 ,而 以 往 人 们 研究 的 均 是 单 
个 粒子 在 其 中 的 输 运 过 程 . 1996 年 ,Derenyi 5j Ajdari 合作 ,研究 了 一 维 硬 球 在 
闪烁 周期 势 中 的 输 运 问题 5 .第 ; 个 粒子 的 Langevin 方程 为 


__9V(x,t) 
T, Jr 


tE), j=1,2,…,N, (5.4.9) 

其 中 z RRB] 个 粒子 的 质心 位 置 ,zi (4) 为 高 斯 白 品 声 ,强度 为 kT. 粒子 的 
尺度 为 5, 周期 势 是 随时 间 周 期 变化 的 开关 势 : 

V, (r), tE(tysto t+ cu). 

von T a, tE (ty t vuota t cu + tuy), 

其 中 r。 ,rr 分 别 为 势 的 开关 时 间 . V. Co) WS — 19) 所 示 的 锯齿 势 , 参 量 

与 上 一 节 相 同 . 势 的 空间 周期 =1, 壮 子 间 作用 仍 与 上 一 节 相 同 , 相 邻 粒子 不 允 
许 重 要 :z - zi ->0. 下 面 仍然 只 需 考 虑 65E10,1) 的 情况 . 

给 定 粒子 尺寸 .个 数 N 和 周期 势 的 尺寸 工 ,粒子 密度 为 p= bNIL .在 低 密 

度 和 高 密度 极限 ,我 们 可 进行 一 些 解析 讨论 .另外 ,我 们 考虑 钉 扎 势 足 够 大 , Q> 

ks 了 ,这 样 系统 弛 瑰 时 间 尺 度 与 势 的 开关 尺度 就 分 离开 来 .另外 ,ry 也 认为 足够 

长 ,这 样 在 此 阶段 内 系统 可 以 有 足够 时 间 摆 有 赔 初始 条 件 依 赖 性 (遗忘 机 制 ). 因 

此 ,在 一 个 开关 周期 中 系统 的 平均 位 移 就 是 在 “ 开 ” 时 初始 随机 分 布 粒子 的 位 移 . 

当 p 一 0 时 ,一 个 具有 在 [ -4*;,X1] 区 间 随 机 初始 位 置 的 粒子 在 “ 关 " 相 之 后 


停留 在 +=0 的 位 置 .初始 的 平均 位 置 为 x= 5 (Ay -41). 因 此 在 一 个 开关 周期 
中 系统 的 平均 移动 为 


(5.4.10) 





(47 4s A) $a. (5.4.11) 


在 p~l 时 ,类 似 于 上 一 节 , 粒 子 尺寸 与 周期 势 的 公 度 效应 起 着 重要 作用 .我 们 
下 面 作 一 简要 分 析 . 这 里 我 们 用 《4d) 而 不 用 ,实际 二 者 是 等 价 的 ,因为 v= 
AYI Emn + cu. 
考虑 o=1(LHN=D) 的 极限 ,系统 等 价 于 一 个 尺度 为 工 的 大 粒子 .现在 考 
E N->oo 的 极限 .在 = LIN 为 无 理 数 ( 非 公 度 ) 时 ,粒子 均匀 地 分 布 于 各 个 周 
期 中 ,因而 整个 系统 几乎 感受 不 到 势 垒 的 存在 .这 样 , 势 的 *“ 开 "和 "* 关 "对 系统 的 
输 运 没有 大 的 影响 .所 以 对 于 非 公 度 情形 : 
(d)=0. (5.4.12) 
MEA HIE 5= n/m ,m,n 为 不 可 约 的 整数 ,此 时 N 个 粒子 的 系统 可 约 化 为 
单个 尺寸 为 L 的 粒子 在 " 开 ” 的 有 效 势 中 的 运动 (前 面 已 说 明 “ 开 "阶段 是 决定 性 
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A! =1/m,A°,={|mal/m,a’,={m(1-a)\/m, (5.4.13) 
势 垒 高度 为 NQ ,其 中 


{mat{m(1-a)} 
mam(1-a) 


(5.4.14) 





相应 的 涨 落 温度 
T= TEN (5.4.15) 

因此 容易 看 到 NQ 人 ksT .上 面 的 有 效 参 数 与 上 一 节 的 基本 相同 .这 样 ,利用 单 
粒子 ( 即 前 面 o 一 0) 的 结果 ,我们 有 

(ay l0, - a) 3L 0 -2Imal). (5.4.16) 
El 5-23(a) - (给 出 了 在 N— 9o, p> 1 极限 情况 下 (4&)( 即 粒子 定向 流 ) 在 不 
同 非 对 称 势 参数 a 下 与 粒子 尺寸 5 的 关系 .可 以 看 到 定向 流 表现 出 与 上 一 节 类 
似 的 复杂 行为 . 它 是 非 连 续 的 ,在 有 理 数 b 处 是 峰 , 在 无 理 数 o 时 为 零 . 随 着 a 
的 变化 ,我 们 既 可 以 看 到 正 的 峰值 ,也 可 以 看 到 负 的 峰值 . 

图 5 一 24 画 出 了 (4d) 与 (d)/rw 与 粒子 密度 p 的 关系 .这 里 b= 1/5,a = 
0.45, kp T2 1, QA» 1, zt 人 ry: 因此 系统 定向 流 om (D) c. PT VUE IE TI DG 
5 p 和 zj 复杂 的 依赖 关系 ,图 (a) 中 的 实 线 为 理论 线 .对 于 5= 1]/m,mE€Z, ie 
向 运动 可 解析 求解 ,但 表达 式 非常 繁杂 ,这 里 不 再 列 出 . 


4 0.02 12-0.003 2-…- 
0.01 s 


<d>l og 





0 02 04 06 08 1 


图 5-23 N+0,p>1(d) eA FA 图 5-24 (d)5(d)lr,, p 的 关系 
a F5b 的 关系 
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5.4.3 刚性 耦合 粒子 系统 的 合作 定向 输 运 


在 生物 的 若干 实验 中 ,研究 者 都 观察 到 许多 马达 蛋白 可 以 结合 在 一 起 来 输 
运 较 大 的 物质 .Julicher 和 Prost 引信 了 一 个 模型 来 描述 这 种 系统 的 马达 输 运 性 
HUS ,他们 的 模型 如 图 5—25 所 示 ,许多 粒子 处 于 周期 的 非 对 称 棘 齿 势 中 ,对 每 
个 粒子 而 言 ,这 个 锯齿 势 是 独立 闪 炼 (开关 ) 的 .这 些 粒 子 都 附着 在 一 个 刚性 棒 
上 ,它们 的 间距 是 固定 的 .这 些 粒 子 在 棒 上 附着 点 的 间距 可 以 是 随机 的 ,也 可 以 
是 等 间距 的 .首先 我 们 作 一 般 性 的 讨论 .我 们 下 面 来 讨论 这 两 种 情形 ,其 中 对 第 
二 种 情形 ,间距 与 外 势 的 周期 是 非 公 度 的 . 

首先 我 们 作 一 般 性 的 讨论 . 设 粒子 的 间距 为 ;, 则 第 i 个 粒子 的 位 置 为 zx, = 
z+X, 其 中 X 为 刚性 棒 的 位 置 .每 一 个 粒子 可 以 处 于 一 个 强 束 缚 态 o = 1 或 弱 
RBA vc=2. 处 于 态 o 粒子 的 能 量 为 周期 势 的 势能 W,(x)= Wc t D, Wn 
为 周期 .下 面 的 讨论 用 循环 坐标 x = 2 (mod!) HANS, Ail ee (0,1). RIND 
BAB P(z ,1) = P, Ge CIR JEN P, Ce, t) TERTA 4 在 位 置 处 


发 现 粒子 处 于 态 o 的 概率 密度 ， 在 大 N 极限 下 ,如 果 马 达 的 结构 与 外 势 是 非 公 


度 的 即 2/5 SREK, M P 趋 于 P(xz,t)=1/1. 当 粒子 随机 (均匀 分 布 ) 附 着 于 刚 
性 棒 上 时 ,其 分 布 也 满足 同样 特点 . 









[刚性 棒 | 


Els-25 HiTERRS A mhi in EAS 











我 们 可 以 写 出 系统 的 主 方程 : 
oro o, (æ) P, + olr) Pa, (5.4.17a) 
IP OP te) P, 7 w(x)P,, (5.4.17b) 
ot Ox 
Bw, GOMERA o = 1,2 两 态 间 的 跃迁 率 . 刚 性 棒 的 运动 速度 


3X (5.4.18) 
dt 


v= 
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是 由 关系 


fer =Ayur~ f (5.4.19) 


决定 的 ,了 .为 作用 于 每 一 个 粒子 上 的 外 加 力 ,Xov 为 阻尼 系数 是 X。 PRR f 
为 由 外 势 提供 的 力 : 





f=- f (P, e Pi E Jax, (5.4.20) 
两 个 态 o =1,2 间 的 跃迁 率 与 热 涨 落 和 外 界 驱动 有 关 : 
w(x) = w(x) OT + og( y), (5.4.21) 


工 为 温度 . 热 涨 落 使 系统 维持 细致 平衡 ,而 后 者 作为 外 界 驱 动 则 破坏 这 种 平衡 . 
当 参 量 0 =0 时 ,系统 能 维持 细致 平衡 . 
由 于 对 非 公 度 或 无 序 情形 P, + P; = P(z,i)=1/, 将 其 代入 主 方程 有 


oF oe) + e GP, + wr) (5.4.22) 


要 解 此 方程 ,可 将 其 以 v 作 展开 .我 们 主要 关心 在 相 变 点 "= 07 040 附近 的 情 
JÉ ,此 时 o 可 视 为 小 量 : 





P,- >) vP”, (5.4.23) 
n=0 
这 里 
Gn 1 ap? 
P, vitu; or? (5.4.24a) 
H 
p, = m (5.4.24b) 
€, 十 ow 
由 此 可 以 得 到 v 的 方程 : 
fac fal =t fa’? ot >) fal" v, (5.4.25a) 
n=2 
其 中 
i 9 — WwW 
fa” = I, pr FO, (5.4.25b) 


在 没有 外 来 驱动 (Q = 0) 时 ,系统 保持 细致 平衡 , fy =0. fo ”>0. 系 统 不 会 有 
自发 的 运动 . 当 细致 平衡 被 破坏 时 (0 天 0) , fo 天 0, 记 ”可 以 变 负 . 在 一 定 程度 
(0Q = 0,) ,系统 会 出 现 自发 对 称 破 缺 ,因而 会 出 现 自发 的 定向 运动 . 为 更 好 地 理 
解 ,我 们 先 考虑 对 称 的 周期 势 .在 fa =0 时 ,对 v 展开 到 wv ,我 们 有 





318 $58 BONMSASAFeOwWA 





- (Ag + fo? v= v fa? + OQ). (5.4.26) 
如 果 Ay + fo? >>0, 上 面 惟一 的 解 ( 实 解 ) 为 v=0. 当 4h,+ fo SOM, RABD 
岔 出 一 对 运动 解 : 








1 I fora. 
v= tA Fm 3 (2-2.), (5.4.27) 


这 里 9. 为 临界 外 来 驱动 ,使 得 46+ fa =0. 当 Q< 0 时 , 解 v=0 是 稳定 的 ; 
当 QSA, 时 ,v=0 的 解 失 稳 ,v 闫 0 的 解 以 (0 -0.) 的 方式 分 岔 出 来 .显然 这 
种 转变 是 一 种 非 平 衡 相 变 , 它 意味 着 系统 出 现 有 序 的 合作 定向 输 运 .图 5- 26 
(a) 给 出 了 v 的 转变 .这 种 相 变 行为 可 从 图 (b) 的 fa -vv 关系 看 出 来 . 当 0Q > 00， 


时 ,曲线 出 现 两 个 对 称 的 局 域 极 值 .这 个 图 像 类 似 于 在 顺 磁 - 铁 磁 相 变 中 加 入 磁 
场 时 的 自发 磁化 行为 . 








= 0.4 
$ |@ 
x 03 

0.2 

0.1 

0 

0 01 02 03 -02 -0.1 0 01 02 
2/w, vi(w,!) 


Kl 5-26 (a) v 的 转变 ;(b) f, — v 关 系 曲线 


上 面 的 讨论 是 基于 WwW。(z) 为 对 称 周 期 势 的 情况 .对 非 对称 势 而 言 , 上 面 的 
相 变 仍 会 发 生 ,一 般 情 况 下 更 接近 气 - 液 相 变 的 行为 .在 相 变 点 v., 有 下 面 的 标 
度 关系 : 
当 n=, it, 
bom v. E fa - f" (5.4.28a) 
当 f., = f. 时， 
lv- wloc(Q- Q.)". (5.4.28b) 
以 图 5-25 的 开关 锯齿 势 为 例 .假设 o 为 一 常数 ,TU, 因 而 有 wz(z)= 08 
(z) , 热 涨 落 可 忽略 .图 5$-27(a) 中 给 出 了 D =0,0. 及 2>0D. 时 的 所-v， 相 


图 . 当 0Q< Q, 时 ,o( 太 ) 是 一 个 单调 增加 的 函数 ,有 效 阻尼 系数 2 m D >. 





a a 
0-0,M EX — v0 IA RU ADI = Tle = 0. 当 0 > 0, 时 ， 


av U 
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UC fer ) BOA BAB PRR ox 1 AT ON RT 16 08. BL Bt AK DE Jd EP SER A. EH 
(b) 给 出 了 f, =O 和 .<0 时 的 v(2) 曲 线 . 当 系统 有 负载 时 (人 .<0) ,我 们 可 
以 看 到 多 稳 性 ,系统 还 会 出 现 反 向 输 运 . 当 考 虑 热 涨 落 时 ,系统 仍 存在 相 变 的 临 
界 点 ,但 它 随 温度 的 变化 而 改变 . 


0.1 
一 0.02 0 
一 0.1 
-0.1 0 0.1 0 005 01 0.15 
vw l) Qe, 


图 5-27 (a) 2=0,0, 及 020. 的 f... - v 相 图 ; 
(b) fen =O Hl fi «0 AY vCOD BIER 


上 面 的 这 种 讨论 是 对 马达 刚性 耦合 进行 的 . 从 相 变 理论 看 ,这 实际 上 是 一 种 
平均 场 理 论 , 它 忽略 了 粒子 位 置 的 涨 落 效应 . 如 果 考 虑 弹性 耦合 , 则 这 个 涨 落 效 
应 可 导致 许多 新 的 行为 ,上 面 的 理论 不 再 适用 .我 们 将 在 后 面 讨论 简 谐 看 合 时 系 
统 的 合作 定向 输 运 问题 . 


5.4.4 ”细小 颗粒 体系 定向 输 运 的 实验 研究 


最 近 人 们 对 细小 颗粒 体系 的 动力 学 行为 进行 了 广泛 的 研究 ”3 .细小 颗 
粒 体系 是 由 大 量 较 小 尺寸 (如 沙 粒 等 ) 的 颗粒 组 成 的 物理 系统 . 它 在 动力 学 上 既 
不 同 于 分 子 .原子 体系 的 运动 ,又 有 别 于 宏观 的 流体 、 回 体 、 气 体 等 的 统计 性 质 . 
特别 是 当 这 些 体系 在 非 平衡 条 件 下 会 表现 出 相干 的 或 复杂 的 合作 行为 ,我 们 可 
以 用 外 来 驱动 来 使 得 系统 偏离 平衡 态 . 近 年 来 ,人 们 对 其 非 平衡 动力 学 做 了 大 量 
的 实验 观察 ,尤其 是 振荡 驱动 的 颗粒 流 的 对 流 斑 图 动力 学 的 研究 . 总 的 来 说 ,这 
方面 的 大 量 研究 基本 处 于 实验 观察 阶段 ,数值 模拟 上 由 于 大 量 的 自由 度 而 难以 
进行 (尽管 有 少量 的 计算 模拟 ) , 纯 理 论 分 析 也 较 少 . 

1998 年 , Derenyi 等 人 进行 了 细小 颗粒 体系 在 振荡 作用 下 的 定向 输 运 问 
FR?) .这 项 研究 把 当前 两 个 热点 问题 一 一 细小 颗粒 体系 和 马达 输 运 有 机 地 结 
合 起 来 .他 们 的 实验 设置 可 见 图 5 一 28 给 出 的 示意 图 .实验 装置 由 两 个 同心 的 玻 
璃 圆 简 构成 . 圆 简 的 平均 直径 为 10 cm, 两 个 圆 简 间 的 空隙 为 3 mm 或 5 mm. PS 
个 圆 简 下 部 是 封闭 的 ,并 且 在 圆 简 间隙 安装 了 锯齿 形 的 表面 ,如 图 所 示 . 句 齿 形 
的 环 由 聚 氧 烯 ( 软 表 面 ) 或 其 他 材料 ( 硬 表面 ) 制 成 ,在 实验 中 使 用 了 不 同 锯齿 形 
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状 . 整 个 装置 固定 于 一 个 振荡 装置 上 ,振荡 的 方向 是 竖 直 的 .大 量 细小 颗粒 处 于 
圆 简 的 间 际 .在 实验 中 , Derenyi 等 人 使 用 了 单 分 散 性 的 玻璃 球 和 准 椭圆 形 的 塑 
胶 珠 两 种 细小 颗粒 材料 .玻璃 球 是 圆 的 ,直径 为 3.3 mm + 296 .塑胶 球 的 尺寸 上 
有 较 大 差别 ,其 长 轴 约 为 2.4 一 3.0 mm, 短 轴 为 1.2 一 1.7 mm. 当 开 动 振荡 装置 
时 ,颗粒 体系 受到 周期 振荡 的 驱动 ,利用 锯齿 形 的 环 齿 表面 而 产生 水 平方 向 的 定 
向 输 运 .这 种 输 运 是 大 量 颗粒 在 有 相互 作用 时 产生 的 ,其 合作 行为 与 颗粒 数 和 驱 
动 频 率 等 一 系列 因素 都 有 密切 的 关系 . 


800 t 移动 距离 /cm 
700 


600 
500 
400 
300 
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100 


0 
0 100 200 300 400 500 600 
时 间 /s 





K 5-28 振荡 的 细小 颗粒 体系 El 5-29 强 非 对 称 环 齿 表面 上 周期 驱动 
定向 输 运 装置 示意 图 力 下 一 个 跟踪 颗粒 的 典型 时 间 演 化 


为 了 便于 观察 ,我 们 可 将 若干 颗粒 作为 跟踪 对 象 .它们 在 颜色 上 与 其 他 颗粒 
下 区 分 开 来 在 图 S - 29 中 给 出 的 是 在 强 非 对 称 棘 齿 表 面 时 ( 见 图 5- 30(b) 中 
的 小 图 1 和 2) 在 竖 直 周期 驱动 力 下 一 个 跟踪 颗粒 的 典型 时 间 演 化 .周期 驱动 的 
振幅 A —2 mm ,频率 /=25 Hz. 我 们 可 以 看 到 颗粒 的 运动 基本 是 均匀 的 , 几 个 
断 型 处 对 应 于 粒子 向 反方 向 的 偶然 大 跳跃 . 当 减 少 颗粒 数目 时 ,这 种 向 后 的 跳跃 
发 生得 更 为 频繁 .图 5 30(a) 给 出 了 颗粒 体系 定向 流 v 与 无 量 纲 P= 4 的 关 
系 ,其 中 A 为 振荡 幅度 ,w=2xf 为 振荡 频率 ,g 为 重力 常数 .实验 仍 在 一 个 强 非 
对 称 聚 氧 乙烯 表面 进行 ,实验 中 用 了 N =200 个 玻璃 球 . 从 图 中 可 以 发 现 ,当下 
以 小 ( 即 振 葛 幅 度 或 频率 较 低 ) 时 ,um0. 只 有 当 PSP. 7518 RET RT DURER 
040, 颗粒 体系 发 生 定向 输 运 .在 临界 点 T. 附近 ,速度 与 有 以 下 的 关系 : 
e()e(r-rnr^, (5.4.29) 
这 说 明 系统 在 .附近 发 生 了 某 种 类 似 于 热 对 流 的 流体 不 稳定 性 转变 . 
图 (5 -30)(b) 给 出 了 定向 流 v 与 颗粒 数目 N 的 关系 .曲线 1 代表 的 是 塑胶 
珠 在 软 的 强 非 对 称 锯齿 表面 上 的 水 平定 向 运动 速度 ,曲线 2 是 玻璃 球体 系 在 软 
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的 强 非 对 称 表面 上 的 水 平定 向 运动 速度 ,曲线 3 和 4 则 是 塑胶 分 别 在 软 的 和 硬 
的 弱 非 对 称 表 面 上 的 结果 . 振 划 器 的 振幅 及 频率 分 别 为 A=2 mm, f = 25 Hz, 相 
应 的 无 量 纲 参量 厂 = 5, 这 些 曲 线 各 不 相同 .对 曲线 1 和 2 来 说 ,v ORAT. 
系统 存在 一 个 最 佳 颗粒 数目 N ,使 得 它 有 最 佳 的 输 运 流 . 当 颗 粒 数 非常 多 时 , 体 
系 的 定向 运动 则 较为 缓慢 .曲线 3 和 4 与 1 和 2 有 和 较 大 的 差别 .一 个 明显 的 不 同 
就 是 在 颗粒 数 N 较 小 时 系统 出 现 反 向 定向 流 ,v<0. 只 有 在 N 增 大 时 系统 才 会 
有 正 向 流 . 另 一 个 不 同 点 就 是 曲线 没有 峰值 ,系统 不 存在 最 佳 N ,使 系统 出 现 最 
pid 我 们 可 以 改变 颗粒 的 形状 和 大 小 ,也 可 用 不 同 的 弹性 基底 ,但 上 面 
结果 在 定性 上 没有 变化 . 


v/(10^m:s ^) 








Fl 5-30 (a) 颗粒 体系 定向 流 v 与 卫 的 关系 ; 
(b) ZAR wv 与 颗粒 数目 NN 的 关系 


5.4.5 简 谐 耦 合 振子 系统 的 定向 输 运 


一 、 耦 合 粒子 在 外 力作 用 下 的 合作 定向 输 运 

现在 让 我 们 考虑 前 面 的 Frenkel - Kontorova 系统 .以 往 FK 系统 的 研究 都 
是 在 对 称 周期 势 中 进行 的 . 现在 我 们 考虑 周期 为 ORR V(r). YE PR ZU 
y(t) 和 热 噪 声 的 驱动 下 ,忽略 惯性 效应 “1 .系统 的 运动 方程 为 


ven) ) 


yx, = k(m,1-72x 十 x, ))7 3 toy) * V 2D&(1),i171,2,3. ,N. 


(5.4.30) 
这 里 上 为 耦合 强度 , D 为 温度 (噪声 强度 ). 设 弹簧 的 自由 长 度 为 < , 它 不 显 含 于 


上 面 方程 中 .粒子 密度 o= 子 , 它 表示 一 个 势 周 期 中 粒子 的 平均 数目 . y 为 阻尼 
系数 ,为 方便 设 = 1 ,并 设 Vs - Yo 为 O(1) 的 量 级 .耦合 系统 的 平均 运动 速 
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度 为 v= im AD | 二 (dr 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 设 周期 势 的 形式 为 


Vix)= - sinn) + 村 sin(4rz) |. (5.4.31) 
FURS E (1) 设 为 时 空 均 无 关联 的 白 噪声 : 
(&(0)570, (8 (2)E (1))= 8,80 7 (0). (5.4.32) 


对 外 力 y, CO ,我 们 考虑 两 种 情况 ,它们 均 满 足 \y (00) = 0, BD PP 73 26 f E58 — 
种 是 同 相 的 对 称 周期 力 : 


y(t)= Asin ot. (5.4.33) 
另 一 种 是 非 同 步 的 色 噪 声 , 它 满足 Ornstein - Uhlenbeck WE: 
y= LG3Qs 0) - y). (5.4.34) 
其 中 r 为 关联 时 间 ,Q AEREE. 7 (it) 为 高 斯 白 噪 声 : 
C(t) 20, (4) 9, 00 = 066(t 7 1). (5.4.35) 


GIRE y (zi) 本 身 很 容易 验证 其 关联 为 
(Qs Go = Sae (5.4.36) 


IOS T B Oa FUR VERIS, = 0, BEAL FE AEA T 9 OBL ERR SP 9 
运动 ,我 们 前 面 已 做 过 若干 讨论 . 当 &~~co 时 ,所 有 粒子 都 被 刚性 束缚 在 一 起 , 系 
统 的 动力 学 相当 于 单个 粒子 在 有 效 噪声 强度 下 在 有 效 势 


Vj (x) = ND V(x + ia) (5.4.37) 
中 的 运动 .有 效 势 与 poral ARE o 是 有 理 数 , 则 系统 是 公 度 的 ,否则 系统 是 
非 公 度 的 .系统 的 公 度 性 以 及 外 力 的 同步 性 对 系统 的 集体 输 运 有 很 大 影响 .在 公 
度 情况 下 , Viu rM d BOUE ,但 幅度 较 小 ,A= [VEG vylo NEN 
有 限时 ,我们 可 以 得 到 有 限 的 定向 流 ; 但 当 N 一 co,N/L = 有限 值 时 (热力 学 极 
限 ) ,v=0. 在 非 公 度 情况 下 , V, = 常数 ,A=0, 因 而 v=0. 对 于 有 限 大 小 的 上 ， 
粒子 间 的 相互 作用 可 引起 复杂 的 集体 定向 运动 .下 面 我 们 来 考虑 这 种 情况 . 
5 一 31(a) 给 出 了 在 y,(:)= Acos ot 作用 下 非 公 度 系统 的 定向 流 v 与 A 
的 关系 ,这 里 w=1,D=0.1,&=0,1,3,10. 可 以 看 到 ,在 没有 相互 作用 (&=0) 
时 ,曲线 出 现 一 系列 局 域 的 峰 , 系 统 需 要 一 个 临界 的 周期 力 幅 度 才 可 以 产生 定向 
ah. RAO 时 ,小 看 合 使 得 上 =0 的 v(A) 振 葛 行 为 被 “ 抹 平 ”, 耦 合 增 大 使 得 
TERK A 时 v 减 小 .但 在 小 的 驱动 力 下 ,在 一 定 范围 内 上 增 大 可 以 使 系统 有 更 
大 的 定向 流 (看 A-2 附近 的 情况 ) .为 更 清楚 地 观察 ,在 图 (b) 中 我 们 画 出 A = 
1.9,o=1,D=0.1 时 与 & 的 关系 .我 们 可 以 明显 看 到 的 “共振 "曲线 , 即 在 某 
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一 优化 耦合 强度 下 系统 的 定向 流 最 大 .在 较 大 的 耦合 时 ,系统 的 定向 运动 反而 会 
受到 抑制 . 





(a) (b) 


图 5-31 (a) 周期 力作 用 下 非 公 度 系统 的 定向 流 v 与 A 的 关系 ; 
(b) v 与 & 的 关系 


下 面 讨论 色 噪 声 驱 动 的 情况 . 设 t=1, 图 5--32(a) 给 出 了 在 非 公 度 情况 下 
系统 定向 流 o 与 耦合 强度 & 的 关系 ,图 中 不 同 曲线 代表 不 同 的 色 噪 声 强度 . 当 
=0 时 ,大 的 噪声 强度 Q 可 引起 大 的 定向 流 . 在 b 较 小 时 这 个 关系 仍然 保持 ,并 
且 随 着 k 的 增加 vw 减 小 .在 <*2-5 时 ,我 们 可 以 看 到 o Sk 的 共振 峰 . 它 是 粒 





图 5-32 (a) 色 品 声 驱动 下 v 与 & 的 关系 ; 
(b) v(k) 在 共振 区 的 放大 图 , 另 一 条 线 是 公 度 情况 的 v(k) 关 系 


子 存在 耦合 作用 的 结果 .图 (b) 画 出 了 Q =0.3 时 v(k) 在 共振 区 的 放大 图 .可 以 
看 到 明显 的 共振 峰 ,而且 对 于 这 个 Q 值 ,共振 峰 对 应 的 ww 是 &=0( 无 耦合 ) 时 
粒子 定向 流 的 两 倍 , 这 说 明 在 弱 驱 动 下 (小 Q ) 耦 合 对 定向 输 运 的 加 强 . 太 强 或 
太 弱 的 耦合 都 不 利于 定向 运动 ,在 弱 驱 动 下 系统 可 在 优化 的 耦合 强度 下 达到 最 
佳 定向 流 .图 (b) 中 的 另 一 条 线 是 p=1( 公 度 ) 情 况 的 v(k) 关 系 ,可 以 看 到 公 度 


324 $585 耦合 布 妇 马达 写 合 作 定向 输 运 





系统 没有 非 公 度 情况 的 共振 现象 .为 了 更 清楚 地 观察 系统 的 公 度 效应 对 共振 的 
影响 ,我们 固定 系统 尺寸 为 L=10, 改 变 粒子 个 数 N .图 S 733 给 出 的 是 v 与 N 
的 关系 .可 以 看 到 在 N 为 2 或 5 的 倍数 时 v0. 这 种 在 非 公 度 系 统 中 的 共振 是 
一 种 时 空 随机 共振 现象 , 它 反 映 了 噪声 与 耦合 的 竞争 与 合作 关系 5 ON. 
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A5-33 w 与 粒子 数目 NN 的 关系 曲线 


二 、 耦 合 系统 在 开关 势 场 中 的 定向 输 运 
最 近 ,Igarashi 等 人 研究 了 简 谐 耦合 的 粒子 在 开关 棘 齿 场 中 的 布朗 马达 输 
(907) ,所 有 粒子 均 处 于 白 噪声 的 热 库 中 .外 势 W, (x) =1,2) 是 一 个 随机 开关 
HIR W, C) -0, Wy CX FERA 


W,- LU|sinQxzl L) + d sin(axz]L) |, (5.4.38) 
其 中 U 度量 势 全 高 度 ,L 为 势 的 周期 .为 方便 ,我 们 考虑 过 阻尼 的 动力 学 : 


"m, 
yi, k(x 72x; * x, 1) h(t) Go) 





-42D£& (t), i € [2, N - 1], 


(5.4.39a) 
其 中 x, (7) 描述 第 i 个 粒子 的 坐标 ,y 为 阴 尼 系数 ,5 OAA ARAE: CE GO) 
=0,《& (1)&(s)) = (t-s); k 为 而 合 强 度 .下 面 的 讨论 采用 自由 边界 条 件 : 





yt,—k(x;-x1-a) n COSS C) 5 ape o), (5.4.39b) 
yi. = -h(xu— tw-1 7a) - hy (2s) CO, 2DEn(t), 


(5.4.39c) 
这 里 a 为 弹簧 的 自由 长 度 .系统 的 开关 势 由 h (4) 控制 , 它 是 一 个 双 歧 随机 调 
LUE 
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7 Bi 当 Z,(t)<0 mt, o 
CDU, 当 Z.(1)>0 时， (3.4.40) 
Z, (1) 为 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 Z,(1)( 色 噪声 ): 
,G»-0, ZOZ) = Dae rmn (5.4.41) 


其 中 r 为 关联 时 间 ,D' 为 色 噪 声 强度 .在 以 下 的 结果 中 ,除非 特别 指出 ,参数 固 
定 为 Y=1,U=1,L=1,a=1.35,D’=0.4,r=1,k=4,D=0.2,N=20. 粒 子 
的 初始 位 置 为 x, (0) = ia,i=1,2,…,N. 

我 们 先 看 没有 曝 声 (D=0) 的 情况 .图 5 一 34(a) 给 出 了 定向 流 v SRA 
度 的 关系 .曲线 表现 出 与 前 面 系统 类 似 的 共振 行为 , 即 存在 最 佳 耦合 强度 ,使 系 
统 有 最 佳 的 定向 流 . 图 5-34(b) 画 出 了 v 与 双 歧 品 声 关联 时 间 r 的 关系 ,同样 
可 以 发 现 有 趣 的 共振 ,适当 的 关联 对 系统 的 定向 输 运 有 促进 作用 . 
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图 5 一 34 (a) 定向 流 v 与 耦合 强度 的 关系 曲线 ; 
(b) v 与 双 歧 噪声 关联 时 间 r 的 关系 


当 考虑 外 加 噪声 时 ,系统 的 定向 输 运通 常会 受到 抑制 .图 S-35(a) 给 出 了 v 


说 明 噪 声 的 破坏 作用 .如 果 系 统 在 D=0 时 已 有 定向 输 运 (wv 关 0),D>0 时 系统 
的 有 序 输 运 会 被 这 种 无 序 破坏 ;相反 ,如 果 D =0 时 系统 被 钉 扎 (v=0),D>0 
时 噪声 会 激发 粒子 的 运动 ,通过 耦合 产生 合作 的 定向 流 .图 5-35(b) 的 "与 a 
的 关系 可 以 清楚 表明 这 一 点 .从 图 中 刀 =0 的 曲线 我 们 可 以 看 到 定向 流 在 一 些 
a 值 区 域 为 零 . 当 DO 时 ,原来 被 钉 扎 的 区 域 "天 0 ,而 原本 o750 的 区 域 由 于 
DO 而 出 现 o 减 小 的 现象 . 
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图 5 一 35 (a) v 与 上 在 不 同 D 时 的 关系 ;(b) v 5a 的 关系 曲线 


5.5 ”对称 周 期 势 中 的 合作 定向 输 运 


棘 齿 势 中 的 定向 输 运 由 于 周期 势 本 身 已 发 生 对 称 性 破 缺 而 产生 ,其 机 制 一 
般 较 容易 理解 .这 对 于 耦合 时 空 系统 也 是 如 此 . 当 周 期 势 场 仍 保持 反 演 对 称 时 ， 
对 于 单 粒子 系统 我 们 可 选择 外 力 的 时 间 对 称 破 缺 或 周期 势 的 摇摆 发 生 时 间 对 称 
破 缺 . 这 些 选 择 都 会 使 系统 产生 定向 输 运 .耦合 系统 同样 也 可 以 由 这 些 对 称 破 缺 
产生 合作 定向 输 运 .在 这 一 点 上 ,时 空 系统 与 单 粒 子 系统 是 一 致 的 . 另 一 方面 ,我 
们 还 应 考虑 到 时 空 系统 有 其 自身 的 特点 .由 于 粒子 间 的 相互 耦合 及 其 系统 的 大 
自由 度 ,系统 存在 大 量 的 对 称 性 .对 其 中 一 些 对 称 性 的 破坏 都 可 能 会 产生 合作 定 
向 输 运 . 因 此 ,时 空 非 线性 系统 存在 更 多 对 称 性 破 缺 机 制 .本 节 中 主要 讨论 基于 
这 一 点 的 合作 定向 输 运行 为 ,如 耦合 对 称 性 破 缺 及 时 空 对 称 破 缺 产生 的 定向 运 
动 .与 上 一 节 显 著 不 同 的 是 ,这 些 行为 都 是 单个 粒子 系统 不 可 能 发 生 的 . 


5.5.1 耦合 对 称 破 缺 的 合作 定向 输 运 


一 、 非 对 称 耦 合 的 Frenkel - Kontorova 系统 
我 们 讨论 下 面 的 N 个 最 近邻 耦合 振子 组 成 的 格 点 系统 : 
=f (x) tilet r)g(xa-mx) -iG-nDaGs =r; ) ,i=1,2,…,N, 


(5.5.1) 
其 中 er 分 别 代表 扩散 耦合 和 梯度 耦合 强度 . 坟 = f; (x; ) 描 述 了 单个 振子 的 非 


线性 动力 学 行为 ,x = 【x;(1) ,zi(2),x;(3),… ,zxi(n)] 描 述 单个 振子 的 相 空 
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间 ,g(z) 为 耦合 函数 .上 面 的 方程 我 们 在 前 面 已 经 讨论 过 ,主要 用 来 讨论 耦合 混 
沌 振子 的 同步 问题 .现在 我 们 用 它 来 讨论 定向 输 运 问题 .为 抓 住 问题 的 实质 ,我 们 


需要 尽量 简化 的 系统 .我 们 选 n=1, 并 选 (Go) = - 3 CD = - asin 2 RWB 
性 ( 简 谐 ) 的 :g(x)=x-a. 这 样 上 面 的 方程 就 简化 为 : 





4,7 - dán x * 1G * r) (2s x; -a) lc r)(a, — xa 7a). (5.5.2) 


上 面 的 方程 可 描述 非 对 称 简 谐 耦 合 链 在 周期 势 中 的 过 阻尼 动力 学 ,其 中 4 为 势 
垒 高度,a =2x6 为 在 d=0 时 粒子 间 平 均 距 离 . $6E [0,1] 称 为 阻 挫 , 它 描写 外 势 
的 周期 2x SARA AK a 之 间 的 失 配 .很 显然 , 当 r=0 时 ,上 面 系 统 即 为 我 
们 在 第 四 章 中 详细 讨论 的 FK 模型 的 耗 散 运 动 方程 ,因此 它 是 FK 系统 的 推广 . 
注意 在 这 里 我 们 没有 外 力 驱 动 非 对 称 FK AR. RN PMSA, Sr KON, AK 
统 在 没有 外 力 驱动 下 就 可 以 发 生 定向 输 运 .这 种 定向 输 运 纯粹 是 由 于 扩散 耦合 
的 对 称 性 破 缺 而 引起 的 ,是 一 种 合作 的 输 运 行为 . 

二 、 单 向 耦合 系统 的 定岗 输 运 

我 们 首先 讨论 极端 的 情况 :r =e=1, 此 时 烛 合 成 为 单 向 看 合 , 它 在 神经 网 
络 的 信号 传输 .交通 流 等 许多 现象 中 都 存在 ,并 在 物理 的 电路 实验 .耦合 约瑟夫 
森 结 等 许多 物理 实验 中 都 可 以 很 容易 实现 .我 们 采用 周期 边界 条 件 : 


i,7-dsinz,t(zx.(-2z-a), (5.5.3) 
Xirn= x, * Na. 
我 们 可 以 定义 下 面 的 集体 定向 流 : 
I(t) = Nye). (5.5.4) 


应 当 指 出 的 是 ,方程 (5.5.3) 中 的 a 是 弹簧 自由 长 度 而 不 是 直流 力 , 它 也 不 决定 
系统 运动 方向 .在 没有 周期 势 (d = 0) 时 ,粒子 间 平 均 间 距 | 2| 5 at iala H 
与 初始 条 件 有 关 的 常数 ), 因 而 看 合 项 (x;,, - x; -a)=0, 由 此 我 们 也 可 看 到 
d =0 时 系统 不 存在 定向 流 ,J(z) =0. 另 一 方面 ,如 果 d 污 1, 系 统 由 于 过 高 的 势 
又 而 无 法 实现 粒子 的 阱 间 跃 迁 , 则 J(z) =0. 我 们 非常 关心 的 就 是 在 d 有 限 的 情 
况 下 是 否 可 观察 到 定向 输 运 . 

1. 一 般 现 象 

图 5 一 36(a) - (DA TE a 9 x[5(8— al2n 7 0.1 ) BEBE SS AE EE d 时 
部 分 粒子 的 位 置 z (1) 及 速度 J, (G0) = t (i) 的 演化 情况 . 当 d=0.05<1 时 ,我 
们 可 以 看 到 系统 均匀 而 缓慢 地 运动 ,粒子 运动 几乎 是 匀速 的 (图 (a),(b)). 当 az 
增 大 时 ,我 们 可 观察 到 粒子 在 阱 间 的 跳跃 ,如 图 (c)、(d) 所 示 (4d =1.2), 粒 子 在 
势 阱 内 逗留 很 长 时 间 后 以 很 快 的 速度 跃 人 另 一 阱 内 ,并 带动 相 邻 粒子 发 生 牙 迁 ， 
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形成 相干 的 定向 运动 . 当 q 继续 增 大 时 ELT dE DER] 0] 382 8 aE [8] (o Be OK BR HK . 当 
d 很 大 时 ,逗留 时 间 c oo ,定向 运动 消失 . 
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图 5-36 PUES A ES d 时 部 分 粒子 的 位 置 zx;,(z) 及 速度 
J; CO 9 x, (zt) 的 演化 情况 
在 图 5 - 37a) P, 我 们 给 出 了 不 同 6 BI ZR AEDEM EMRIT = 


lim TI, eae 与 4 的 关系 .可 以 观察 到 以 下 现象 : 




















El 5-37 (a) ls o 时 平均 定向 流 J 与 4 的 关系 ; 
(b) 不 同 d 时 的 J(6) 曲 线 


(1) 我 们 可 以 看 到 很 有 意思 的 “共振 "曲线 , 即 对 所 有 的 6(5 隆 0,1, 下 面 会 
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说 明 ) ,系统 都 存在 一 个 最 优 的 势 双 高度 使 得 定向 流 最 大 ; 

(2) 系统 存在 临界 的 势 什 高度 d., 当 4d>dvd. 时 ,J=0, 系 统 发 生 脱 钉 - 钉 扎 
转变 .在 4d. 附 近 (4d < 4.), 我 们 有 下 面 的 关系 : 

Joc (d, - d)" (5.5.5) 

(3) M q«A Bf ,Jocd?; 

(4) 阻 挫 效应 .参量 OCR a) 在 系统 定向 运动 中 起 着 重要 的 作用 .从 图 中 可 
以 看 到 , 当 6 改变 时 ,J(d) 曲 线 也 随 之 发 生 大 的 改变 ,包括 形状 .峰值 和 a. 的 位 
置 等 .另外 ,对 某 些 8 ,我们 还 可 看 到 反 向 的 定向 流 , 即 系统 运动 方向 与 单 向 耦合 
的 方向 相反 .为 了 更 清楚 电 反 喘 阻 撑 效 应 ,图 5-37(b) 给 出 了 不 同 d 时 的 J(6) 
曲线 .由 于 J(L+ 3)=J(6), 因 此 我 们 只 需要 画 出 SE10,1] 的 情况 .我 们 可 以 看 
到 复杂 的 定向 输 运 行为 .所 有 的 曲线 都 有 共同 的 特点 , 即 它们 是 关于 6 =1/2 反 对 
称 的 :J(6)= -J(1 一 68). 我 们 通常 在 E [0,1/2] 看 到 正 向 的 定向 流 , 而 在 6€ 
[1/2,1] 看 到 反 向 定向 流 ;但 在 中 等 大 小 的 d 下 ,在 6=1/2 附近 区 域 ,会 出 现 一 
个 小 的 相反 区 域 .这 是 一 种 非 线 性 效应 . 24 d 较 小 时 曲线 是 较为 平滑 的 ,而 在 大 
d 时 在 6 的 部 分 区 域 中 会 发 生 钉 扎 现象 .与 J(a) 关 系 类 似 ,6 也 可 作为 一 个 优 
化 参量 使 得 .最 大 .对 所 有 曲线 ,6=0,1/2,1 时 均 有 =0. 

2. 小 d 时 的 绝热 近似 

当 d=0 时 ,J =0, 粒 子 的 空间 位 形 为 oo, =x*+a,x 7x; j)a 5 
d«1 时 ,耦合 链 以 非常 缓慢 的 速度 均匀 运动 .因此 对 d «1 的 情况 ,我们 可 利用 
绝热 近似 进行 理论 讨论 .在 绝热 近似 下 ,我 们 可 认为 JOD) t CO 08:0 RER 
们 可 得 到 小 d 时 粒子 间 的 关系 为 

Xix; tat dsin z, (5.5.6) 
它 意 味 着 当 d1 时 只 要 4d 关 0, 系 统 的 空间 结构 是 在 d =0 位 形 关 系 上 的 一 个 
小 的 调制 ,其 幅度 为 4. 对 方程 (5.5.3) 两 边 求 和 ,我 们 可 得 到 系统 的 定向 流 : 


N 
J=- fd, B= A Dsin x; (5.5.7) 
i=l 


Fa AT OL ,要 求 出 了 ,只 需要 把 8 的 求 和 解 出 即 可 .利用 上 面 的 递 推 关系 , 按 4 展 
开 至 一 阶 ,我 们 有 


N 
B= Dsin( zi +a + dsin z; ) 
i=l 
N 
~ >? [sin(x + a)+ dcos( x; + @)sin xii | (5.5.8) 
i=l 


N N 
1 . od 0 
~N > sin x; t N > COS X;SIN Zi-1， 
i=l i=l 


在 第 一 项 和 第 二 项 的 前 半 部 分 ,我 们 近似 用 了 d= 0 的 递 推 关 系 和 位 形 分 布 来 
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代替 .第 二 项 后 半 部 分 不 能 轻易 地 换 成 sin xz?_，, 我 们 需要 不 断 地 利用 d<1 的 
递 推 式 .这 样 我 们 可 以 得 到 : 
= Nous rte 和 eu x nsn x OE (5.5.9) 


很 显然 ,上 面 的 第 一 项 由 于 al = iata 而 为 零 ( 写 出 其 对 应 立 的 复 变 量 
+isin x 很 容易 得 出 ): 


z = cos T 


N 
By = x 2jsn x, = 0. (5.5.10) 
i=l 


第 二 项 是 二 重 求 和 ,利用 积 化 和 差 公式 sin acos B= Lsinl a+ B) - sina - Jf 
用 a RE x, 可 得 到 ， 
= 4 | Dasin( taj)- 2n - Dal. (5.5.11) 
求 和 对 j< i 进行 . 很 容易 验证 ， 第 一 项 求 和 为 零 (x +a) =(itjat2a),B 
此 
B =- SD Ape Da. (5.5.12) 


当 a=0,r 和 2xr( 即 8S=0,1/2,1) 时 ,显然 我 们 有 98 —0.24 a 为 其 他 值 时 ,上 面 求 
和 可 很 容易 求 出 : 


~- Ff tan(a/2)1 *. (5.5.13) 

因此 在 d«1 时 系统 的 定向 流 为 
J(d,68)= C(d,8)d', (5.5.14a) 

其 中 系数 C(d ,85) 在 d—0 时 为 
C(8)=limC(d,6) = [4tan(x8)]"' , 8250,1. (5.5.14b) 


这 个 结果 在 4 一 0 时 是 精确 的 .在 实验 观察 中 , 当 4 一 10… 时 上 面 结果 与 实验 符 
合 得 都 非常 好 .由 于 绝热 近似 ,上 面 自然 地 解释 了 Jod? 的 规律 .图 5 一 38 Ein 
T d=0.01%1 时 的 C(6), 图 中 的 点 是 数值 模拟 结果 ,虚线 为 式 子 (5.5.14). 可 
以 看 到 二 者 符合 得 非常 好 . 另外, 上面 解析 结果 直接 得 出 J(d ,6) 是 关于 0 — 1/2 
反对 称 的 ,这 也 解释 了 上 面 的 对 称 性 特征 .实际 上 ,这 种 反对 称 流 是 系统 对 称 性 

的 结果 .对 更 一 般 的 4 ,可 以 看 到 ,方程 (5.5.3) 在 变换 
S:(|zil,t,a)>(|- xl|,t,—a) (5.5.15) 

下 是 形式 不 变 的 .这 意味 着 
J(1-6)= -J(8). (5.5.16) 
3. 耦合 对 称 破 缺 与 非 对 称 周期 力 

EREE dK 时 对 定向 流 进行 了 近似 求解 ,并 没有 说 明定 向 流产 生 的 
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---- C(6) [4tan(ro)] - 


te 数值 结果 





~ 
0 t 
00 01 02 03 04 05 
ô 
K 5-38 d=0.01I<1 时 的 C(6), 其 中 点 是 
数值 模拟 结果 ,虚线 为 理论 线 


根源 .从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 , 当 4d 关 0 时 ,耦合 粒子 系统 的 空间 位 形 被 周期 势 
场所 调制 ,不 再 是 均匀 分 布 .从 微观 上 说 ,这 种 调制 导致 振子 间 相 互 作用 的 不 均 
匀 性 .我 们 可 以 把 耦合 项 定义 为 作用 于 第 ;个 振子 上 的 有 效力 : 

Fig(t) xa ene (5.5.17) 
在 图 5 一 39(a) 中 ,我 们 画 出 了 d —1,8 — 1/32 时 有 效力 的 时 间 演 化 .这 个 力 是 周 
期 的 , Fijy (z+T)= Fy(z),T=2x/J .另外 ,作用 于 所 有 振子 上 的 有 效力 形式 上 
是 完全 相同 的 ,但 它们 具有 不 同 的 相位 .从 图 中 可 以 看 出 ,有 效力 Fu CL BEI 
对 称 的 也 不 是 反对 称 的 , 即 Fip (一 A Fiy(t £2] T) - Fu) tB 


刻 作用 于 系统 上 的 总 力 Fur(t) = SA ko = = 0, Hx 5& 7j ent Py EAS. 


EB PARE ALA PHT mt Tal EAERI, 这 个 非 对 称 力 在 正方 向 上 
是 短 时 的 脉冲 式 的 ,而 在 负 方 向 上 是 长 时 但 很 平缓 的 , 且 FY 人 > 一 FY. 它 导致 
了 粒子 的 定向 运动 .我 们 可 以 用 这 个 Fij (1) 去 驱动 一 个 粒子 : 





50 100 150 200 250 
t 


图 5 一 39 (a) 有 效力 的 时 间 演 化 ; 
(b) 响应 振子 x, (7) 的 演化 


£, *d,sin x, = Fy (t). (5.5.18) 
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Kj 5-39(b)miih T x,(z) 的 演化 ,我 们 可 以 看 到 xz, 呈现 出 2x 的 周期 跳跃 .这 个 
力 的 效应 与 我 们 在 5.3.4 的 情况 非常 类 似 ,只 不 过 这 里 是 非 线 性 的 力 ,而 那里 是 
分 段 的 直流 力 . 另 外 ,在 这 里 耦合 系统 的 力 是 由 耦合 产生 的 ,系统 本 身 并 不 受 外 
力 的 作用 ,因此 非 对 称 定 向 输 运 的 有 效力 来 自 于 粒子 间 的 耦合 对 称 破 缺 . 

4. ETFL- 脱 钉 相 变 与 圆 映 射 动力 学 

我 们 现在 考虑 钉 扎 点 4 = 4d. 附 近 的 行为 . 当 4 > d, WE, =0. HOT E 
(5.5.3) ,我 们 可 以 得 到 与 (5.5.6) 完 全 相同 的 粒子 位 形 分 布 : 

Livy =X, * 2nÓ * dsin z;, (5.5.19) 

这 里 的 关系 是 精确 的 . 它 正 是 我 们 在 前 面 所 讨论 过 的 正弦 圆 映 射 . 圆 映射 是 研究 
低 维 非 线性 系统 锁 相 、 准 周期 和 混沌 动力 学 的 经 典 模型 " .qd > d. 时 上 述 系统 的 
位 形 分 布 |z,| 即 为 圆 映射 的 一 条 轨道 .我 们 关心 的 是 在 系统 发 生 钉 扎 - 脱 钉 转 
变 的 临界 点 4d. 附 近 圆 映射 的 轨道 动力 学 有 什么 变化 .在 图 5 一 40 中 ,我 们 画 出 
了 圆 映射 系统 在 $=1/32 时 的 分 贫 图 .系统 在 d 较 小 时 是 准 周期 运动 (还 有 周 
期 窗口 ) ,然后 分 支出 周期 1 轨道 . 随 着 4 的 增加 , 圆 映 射 经 历 了 倍 周 期 分 岔 到 
混沌 的 道路 .在 4, =4.37 处 ,混沌 吸引 子 的 尺寸 发 生 激 变 (crisis) ,混沌 成 为 [0， 
2x] 的 全 局 混沌 .为 方便 对 比 ,我 们 也 画 出 了 相应 的 非 对 称 FK 系统 同样 参数 下 
定向 流 J 与 4 的 关系 ,如 图 中 的 棱 形 点 线 所 示 . 可 以 发 现 ,系统 发 生 钉 扎 - OST 
转变 点 的 位 置 4&_. 与 圆 映 射 发 生 吸引 子 激 变 的 位 置 几 乎 一 致 :zcd。. 我 们 改变 
3, 在 6 的 很 大 范围 内 这 个 一 致 性 是 保持 的 .图 5-41 给 出 了 dard 5 0 的 变化 











图 $-40 圆 映射 系统 在 0 — 1/32 时 的 分 岔 图 
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下 面 我 们 继续 探讨 这 种 对 应 的 动力 学 根源 所 在 .混沌 吸引 子 的 激 变 行为 发 

生 于 系统 的 一 条 不 稳定 周期 轨道 与 混沌 吸引 子 边界 的 碰撞 .对 圆 映射 而 言 , 它 有 
一 条 不 稳定 周期 1 轨道 (UPO 一 1): 

x“ —2mx - arcsin(2xó/d ). (5.5.20) 





图 5-41 d,,d.5 o 的 变化 关系 


我 们 在 图 5 — 40 中 用 虚线 画 出 了 这 条 不 稳定 轨道 .可 以 很 清楚 看 到 , 正 是 在 
UPO-1 与 混沌 区 边界 相交 的 地 方 发 生 了 激 变 行为 .因此 UPO 一 1 在 这 个 对 应 
中 起 着 至 关 重 要 的 作用 . 它 与 耦合 系统 钉 扎 的 位 形 分 布 有 何 关 系 呢 ? ER S- 
42(a) 中 ,我 们 画 出 了 4d =4.4> ed.(des) 时 的 粒子 位 形 分 布 . 为 方便 对 应 ,我们 对 
z, 取 了 2x 的 模 . 这 个 位 形 分 布 是 圆 映 射 的 一 个 不 稳定 周期 N AS, EK FR 
发 生 后 的 混沌 吸引 子 中 ,图 中 的 实 线 是 UPO - 1. 可 以 发 现 ,这 个 钉 扎 态 位 形 分 
布 正 是 UPO -1 ,二 者 完全 相符 ,只 是 在 个 别 空间 点 上 有 缺陷 .而 这 些 缺 陷 实 际 
上 是 位 形 分 布 的 扭 结 部 分 ,如 图 5 一 42(b) 的 上 面 小 图 (图 (a) 中 由 于 取 了 2x 模 
而 没有 显示 出 来 ). 这 些 扭 结 的 存在 是 非常 必要 的 , 它 使 得 在 圆 映射 中 的 UPO — 


0 10 20 30 40 50 60 
2 > 
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El 5-42 (a) 4> 4d. 的 粒子 位 形 分 布 ;(b) 上 :位 形 分 布 的 扭 结 ， 
下 : 圆 映 射 中 的 对 应 
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1 在 实际 位 形 分 布 中 可 以 稳定 存在 . 

位 形 分 布 中 的 扭 结 在 圆 映 射 中 是 否 有 对 应 呢 ? 我 们 可 以 计算 圆 映 射 的 一 条 
轨道 , 且 不 取 2r Bi. 可 以 发 现 当 a < 4d 时 ,即使 不 取 2x 模 , r; 仍 是 局 域 化 的 
(Localized) ,没有 2x 的 变化 ; 当 d> da, a; EIE RAE (delocalization) , 4E JE 
化 导致 了 x; 出 现 2x 相 移 . 因 此 ,位 形 分 布 中 的 扭 结对 应 于 zx 的 非 局 域 化 现象 . 
换言之 , 非 局 域 化 使 得 位 形 分 布 的 扭 结 (“ 缺 陷 ”) 存 在 ,因而 使 位 形 分 布 稳定 存 
在 ;相反 , 当 d<4d, 时 ,xz, 的 局 域 化 使 得 位 形 分 布 中 的 扭 结 结构 无 法 实现 ,因而 
也 就 不 能 稳定 存在 . 扭 结 的 不 稳定 性 使 得 它 必 须 沿 着 耦合 链 发 生 滑 动 ,因而 耦合 
系统 发 生 脱 钉 转变 .从 这 个 意义 上 说 , 圆 映 射 轨道 的 局 域 化 -- 非 局 域 化 转变 对 应 
于 耦合 振子 系统 的 脱 钉 - 钉 扎 转变 .这 一 结论 比 前 面 激 变 的 结论 更 为 一 般 ,可 以 
解释 更 大 6 区 域 的 对 应 ,这 里 不 再 讨论 . 

三 、 耦 合 部 分 偏 置 情况 的 定向 输 运 

下 面 我 们 讨论 耦合 发 生 部 分 偏 置 即 0< r<s=1 时 系统 的 定向 运动 5 .前 
面 讨 论 的 是 单 向 耦合 的 极限 情况 .实际 上 ,只 要 > 天 0, 系 统 就 可 能 发 生 定向 运 
动 .在 图 5$-43 中 ,我 们 画 出 了 5=3/32 时 在 不 同 r 下 的 J(a) 曲 线 .可 以 看 到 即 
使 对 于 小 的 7,J 都 不 为 零 . ~ 越 小 ,定向 流 被 钉 扎 的 4. 越 小 ,这 些 曲线 形状 都 是 
类 似 的 .在 4<1 时 ,Jocd? 的 规律 仍然 成 立 ;在 d = d MEJE,- d)’. A 
外 ,对 于 不 同 的 xr ,J 与 6 的 关系 也 与 r=e 的 情况 类 似 . 











图 5-43 ATA) r FRI (da) oR 


J 5r 的 关系 并 不 是 单调 增加 的 关系 .我 们 一 般 会 认为 7 BKI MAK. 
图 $- 44(a) 与 (b) 中 ,我们 分 别 给 出 了 在 a 较 小 和 较 大 时 的 Jr) 曲 线 ,$= 3/32. 
对 于 小 d ,我 们 看 到 典型 的 “共振 “关系 , 即 了 先 随 - 的 增加 而 增 大 ,并 在 某 一 ry 
达到 最 大 值 ,然后 下 降 . 这 种 非 单调 关系 揭示 出 在 小 d 时 系统 有 趣 的 定向 输 运 
行为 .在 d 较 大 时 ,我 们 可 以 看 到 J 与 ~ 的 正常 关系 .另外 ,系统 存在 一 个 临界 
的 梯度 耦合 7., 当 rr<r 时 ,J=0;r>r. 时 ,J >0, 在 7. 附 近 , 定 向 流 与 7 有 以 下 
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关系 : 
Ie(r—nj". (5.5.21) 





图 5 一 44 (a).(b):d 较 小 和 较 大 时 的 J(r-) 曲 线 


如 果 我 们 考虑 有 外 力 的 情况 ,系统 的 定向 输 运行 为 更 为 复杂 .例如 , 当 我 们 
用 同步 的 周期 力 F(z) = Acos wt 来 驱动 耦合 系统 时 ,定向 输 运 行为 会 受到 很 大 
影响 .在 图 5 一 45 中 ,我 们 画 出 了 65=3/16,r=0.5,w/2x=0.05 HEM MI SA 
Ald 的 关系 .我 们 可 以 看 到 J 与 (A,4) 的 整个 曲线 表现 为 共振 峰 , 即 系统 可 以 
通过 优化 A 与 4 得 到 最 佳 的 输 运 效率 , 太 大 或 太 小 的 A 或 4 都 会 使 定向 运动 
受到 抑制 .我 们 还 可 以 看 到 的 另外 一 个 典型 现象 是 共振 台阶 ,这 些 台 阶 来 自 于 耦 
合 系统 与 周期 力 的 共振 .在 有 周期 力 下 = Acos wt 作用 时 ,方程 (5.5.2) 的 一 个 
重要 对 称 特征 是 :给 定 一 个 定 态 解 |z, (+) | ,变换 : 
Tis s dz] = [aise (E 2nmle ) +200 tolaman EZ (5.5.22) 


可 以 产生 方程 (5.5.2) 的 另 一 组 定 态 解 1z (0) | WRBA RAAM RE BE 
相 , 则 上 面 变换 的 解 在 某 一 (! ,mm ,2 ) 时 具有 不 变性 , 即 

Tis mm Im GT. (5.5.23) 
这 要 求 周期 力 的 相位 变化 2xm 的 时 间 与 格 点 平移 X= la + 2nn 的 时 间 相 等 , 即 
r=2nm/w= X/J, 因 此 系统 的 定向 流 共振 台阶 为 


(5.5.24) 
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当 1=0 时 ,J = nw/m, 它 在 直流 与 交流 驱动 的 约瑟夫 森 结 实验 中 称 为 Shapiro 
台阶 .但 上 面 的 台阶 公式 表明 ,共振 台阶 的 产生 是 非 对 称 耦 合 与 周期 力 竞 争 的 结 
果 . 它 使 得 共振 台阶 既 依赖 于 时 间 尺 度 wm, 又 依赖 于 空间 尺度 a 和 2x( 外 势 的 
周期 ). 上 面 的 理论 结果 与 图 $-45 的 台阶 符合 得 很 好 . 





图 5-45 ARI SA 和 4 的 关系 


当 我 们 用 噪声 下 (+) = &(z) 来 驱动 系统 时 ,在 钉 扎 点 (d.,7.) 附 近 品 声 会 
对 定向 输 运 产生 促进 作用 .我 们 采取 时 空 无 关联 的 白 噪 声 (《F;(1))=0,《F(z) 
F,(s))) 22A8,8(: - s). KI 5-46 ET r-0.5,8 23/16 Ë; d 21.002€ ) V 
2.0( 圆 形 ) .3.0( 方 块 ) 时 定向 流 随 噪声 强度 A 的 变化 .我 们 可 以 看 到 明显 的 共 
振 曲 线 ,这 实际 是 系统 定向 输 运 的 时 空 随机 共振 行为 , 它 反映 出 时 空 有 序 与 无 序 
的 竞争 与 合作 .前 面 我 们 对 有 关 时 空 随机 共振 现象 进行 了 详细 讨论 ,这 里 不 再 展 
FE. 


5.5.2 含 时 耦合 导致 的 合作 定向 输 运 


耦合 系统 的 合作 定向 输 运 可 以 由 耦合 的 对 称 性 破 缺 引起 . 除 上 面 的 加 入 梯 
度 耦 合 的 方式 外 ,最 近 Porto 等 人 还 提出 了 对 耦合 进行 时 间 调 制 来 产生 定向 输 
ZIR ,这 一 构想 来 源 于 试图 在 介 观 尺度 对 原子 进行 操控 的 启发 .他 们 使 
介 观 尺度 的 原子 成 为 小 型 马达 的 方法 是 基于 空间 尺度 的 动力 学 竞争 .我 们 知道 ， 
描述 时 间 尺 度 竞争 的 最 简单 的 系统 之 一 就 是 Frenkel-Kntorova 类 型 的 系统 .我 
们 下 面 就 从 FK 系统 开始 . 

在 小 阻尼 情况 ,如 果 没 有 外 力 的 驱动 ,FK 系统 的 动力 学 方程 为 : 
aV(z) ， OU (ay — aux, ) 

Ix; Qux 


= 0, (5.5.25) 





mx, + qb, + 
jl 
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R 5-46 不 同 d 时 定向 流 随 噪声 强度 A 的 变化 


其 中 V(z) 为 周期 势 , 它 是 粒子 与 表面 的 静态 相互 作用 .为 简便 起 见 ,我 们 仍 采 
用 余弦 势 : 


nz, 
=, (5.5.26) 


D 


V(x,;) = ~ dcos 





其 中 > 为 势 的 周期 ,da 为 势 垒 高 度 , M 为 粒子 质量 ,为 摩擦 阻尼 系数 ,一 or, Wi 
述 了 粒子 在 表面 上 发 生 相 对 运动 时 的 耗 散 相互 作用 , 它 正比 于 相对 速度 , U(x) 
为 粒子 间 相 互 作用 .为 方便 讨论 ,考虑 最 近邻 简 谐 作用 : 


U (x ze) -| E? ~ Titi 





- a, (t), (5.5.27) 


其 中 HWA a, (1) 为 粒子 与 +1l 的 自由 平衡 距离 .注意 ,这 里 我 
们 没有 用 完全 一 样 的 a ,这 里 的 距离 与 格 点 有 关 , 且 与 时 间 有 关 . 在 操纵 系统 时 ， 
我 们 着 眼 于 操纵 其 粒子 相互 作用 ,其 中 用 含 时 的 调制 自由 长 度 代替 静态 的 a 就 
是 一 种 选择 方式 (当然 还 可 以 有 其 他 操纵 方式 ). 如 果 考 虑 的 粒子 是 分 子 或 原子 ， 
Wa 就 代表 键 长 ,还 可 以 通过 用 光电 、 磁 等 作用 来 对 a 进行 调制 ,因此 自由 长 
度 的 调制 在 实验 上 是 可 以 实现 的 .当然 在 实际 情况 时 ,系统 不 可 能 简单 的 用 FK 
模型 来 描述 ,但 其 原理 与 基本 机 制 应 该 有 相似 之 处 . 
下 面 我 们 考虑 对 a 进行 如 下 调制 : 

aj isi(t) all + algat is tot), (5.5.28) 
其 中 a 为 无 调制 时 的 自由 长 度 ,a(s) 为 调制 函数 (注意 上 式 a 后 面 的 括号 内 为 a 
函数 自 变量 ). rz ，， = 动 ,zi = ZX,-1; 是 粒子 i 与 it1 作用 键 的 相对 位 置 .g 
WERE, o 为 驱动 频率 . (s) 函 数 是 周期 为 1 的 函数 :a(s+1) 7 a(s). 为 方便 
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我 们 选取 下 面 的 形式 : 
ies O<s<sy ht, 
a(s)= 

0, M sym DB. 

有 了 上 面 的 形式 ,我们 有 许多 参数 如 qw, 
soc 等 可 以 作为 操纵 变量 使 得 系统 产生 定向 运 
动 .在 适当 的 选择 下 ,系统 可 以 少 到 N= 3 个 粒 
子 就 可 以 出 现 马 达 运 动 .图 $-47 给 出 了 N=3 
个 粒子 时 在 不 同时 刻 的 闪 频 图 ,参数 选择 如 下 : 


= _ 16x _ (2n\? T 
alb= 11110,7 = 197 V md , k = (F) d, w= 


Aw Sasape p A 
5b |m 、 > 25b Jd : 
x55 [bal m ou 235. ey 
可 以 清楚 看 到 3 个 粒子 由 一 个 势 阱 向 男 一 个 势 
阱 内 的 跃迁 .这 个 定向 运动 还 可 以 很 容易 地 控 


制 ,使 其 发 生 运动 或 停止 ,并 可 以 控制 其 运动 方 
向 .研究 表明 ,对 于 上 面 调控 方式 ,只 要 调制 力 


xm jd EI zh; 
的 频率 0 <n ez | Tui wh EIN 


v= bo .因此 马达 的 最 大 运动 速度 为 : 图 5-47 N=3 个 粒子 时 在 不 同 
3 时 刻 的 闪 频 图 
x 


Vmax = ASA] m’ 
当 w 过 高 时 ,运动 变 成 无 规则 的 ,最 后 成 为 扩散 运动 ,方向 性 无 法 控制 . 
上 面 的 方法 对 高 维 情况 也 适用 .例如 ,对 二 维 情况 ,方程 中 的 求 导 换 成 相应 
的 梯度 算 子 ,并 考虑 周期 势 为 
V(x) = = dcos a(x — x? )/5]eos[ x (x x 5], (5.5.31) 
其 中 x (i=1,2) 为 x 的 二 维 分 量 .相互 作用 势 为 : 


Ux -xu)-5llx T Xizi | -aa A)T. (5.5.32) 


利用 与 一 维 情况 相同 的 调制 方式 ,我 们 可 以 使 系统 在 二 维 表面 上 实现 马达 运动 . 
图 5 — 48 给 出 了 3x3 个 粒子 的 运动 情况 .10 个 闪 频 图 为 不 同时 刻 (按时 间 增 加 
顺序 为 (1),(2),(3),…,(10)) 粒 子 的 位 形 图 .我 们 可 以 看 到 系统 向 x” 方 向 的 
定向 马达 运动 . 

胡 斑 比 与 朱 建 阳 研究 了 光敏 FK 模型 的 定向 输 运 行为 ” . 他们 的 模型 与 


(5.5.29) 








(5.5.30) 
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图 5-48 二 维 表面 的 马达 运动 :3x3 个 粒子 的 运动 情况 


Porto 等 提出 的 同属 一 类 ,不 同 的 是 他 们 选用 了 下 面 形式 的 自由 长 度 调制 方式 : 
Gg Ct) = a[1 + ócos( qx; — wt ) | 


十 
= a[ 1+ ses (28 oe), (5.5.33) 


这 里 6(6<1) 是 吸收 系数 ,代表 对 自由 长 度 的 调制 幅度 .4, 和 w 分 别 是 外 部 辐 
射 光 的 波长 和 频率 ,它们 是 系统 的 可 调 参 量 .对 系统 方程 作 无 量 纲 变换 ,可 以 得 
到 : 

#, + yrQtsnza,—k(xrui-2x; t 2-1) + Fis (5.5.34a) 
这 里 F, Æ h FG BR ES er T A 8 n : 
eb aO Jas [ 2:5 —235 fa -| 








F, = k [2asin| 215 
Az 





4 A, 4 
Ag BF d. À 
2h aca (ga) ats na] - 
2 2 2 
Aia a .[A 
=] za 72 -a)i A w) | Pan(i (a, ta) 2a) |, 


(5.5.34b) 
这 里 A =。 为 外 周期 势 .图 5 一 49(a) 给 出 了 y=0.1,k=1.0,41 = 二 a=2x 时 在 
不 同 粒子 数 N ,4,/41 和 w 下 系统 定向 流 J 与 6 的 关系 .可 以 看 到 存在 一 个 临界 
的 5., 当 56>56. 时 ,J >0,6. 与 系统 的 参量 有 关 . 这 说 明 当 系统 超过 临界 的 光 吸 收 
系数 ,系统 就 会 发 生 定向 输 运 .我 们 还 可 以 看 到 ,定向 流 对 于 不 同 的 光 频 率 有 很 
大 的 差异 .图 5 一 49(b) 画 出 了 /的 频率 关系 .存在 临界 频率 , 当 用 一 定 频 率 范围 
内 的 光 去 照射 系统 ,我 们 可 以 看 到 较 强 的 定向 输 运 .存在 一 个 临界 光 的 频率 wo, 
使 得 定向 流 最 大 .);/), 越 大 ,可 产生 定向 流 的 光照 频率 可 选 范围 越 窗 , 这 说 明 系 
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统 的 内 部 方向 尺度 与 光 的 波长 竞争 可 导致 复杂 的 定向 运动 .这 一 结果 在 图 5 — 
49(c) 可 以 更 清楚 地 看 到 .在 一 定 范围 内 J B8 A, /A, 的 增加 而 增加 ,但 在 A, / A, 4 
大 时 ,J 反而 一 下 子 降 到 很 低 的 水 平 . 






V E ——4j/A,72,N—500; 一 5,N-500 
6L e AJ4,-2.5, N=500, w=3 ATA -9, N-504; ATINSA 


3 Ji -a- b=0.3,@=1, N=1 000 









Üü X lo i 2 25 30 
14d; 
(c) 


图 5-49 (a) RE N, A/A Mo FJ 50 的 关系 ;(b) J 的 频率 关系 ; 
(c) J Bf A, /A, AYE te 


耦合 的 时 间 调 制 可 以 导致 时 空 系统 的 定向 输 运 与 实际 物理 系统 背景 有 密切 
关系 ,调制 方式 可 随 不 同 的 物理 .生物 系统 而 不 同 .这 些 调制 往往 比较 复杂 ,导致 
的 系统 时 空 动力 学 也 十 分 复杂 . 


5.5.3 ”时空 对 称 破 缺 的 合作 定向 输 运 


对 耦合 系统 来 说 ,由 单 粒子 系统 产生 定向 输 运 机 制 的 讨论 并 不 是 这 里 的 主 
题 .我 们 所 关心 的 是 在 单 粒 子 所 不 可 能 产生 的 定向 输 运 的 那些 机 制 .前 面 对 耦 合 
对 称 性 的 破 缺 和 看 合 的 时 间 调 制 都 是 耦合 系统 马达 运动 所 独 有 的 产生 机 制 . 本 
节 中 我 们 讨论 一 种 新 的 机 制 , 它 是 系统 多 种 因素 配合 的 结果 ,每 一 种 因素 本 身 都 
满足 其 对 称 性 ,不 足以 产生 定向 输 运 ,只 有 多 种 因素 同时 存在 并 适当 匹配 时 , 才 
会 发 生 时 空 对 称 破 缺 而 产生 合作 定向 输 运 ””. 

一 、 模 型 

我 们 仍 以 一 维 最 近邻 耦合 振子 系统 作为 我 们 的 模型 . 这 种 格 点 系统 的 哈密 
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顿 可 写 为 : 
H= Mv) U(0 - 0)]， (5.5.35) 
这 里 V(0) 是 对 称 的 周期 势 : 
V(0*b)- V(0)= V(-0), (5.5.36) 
b 为 外 势 周 期 , U(6) 描 述 振子 间 的 相互 作用 .我 们 用 一 个 平面 波 作 用 于 系统 上 : 
W-Ae 1? (5.5.37) 


这 里 A ,w,$ 分 别 是 平面 波 的 振幅 、 频 率 和 空间 波 矢 ( 相 移 ) .我们 考虑 耗 散 的 极 
限 ,并 考虑 系统 受到 外 噪声 的 作用 ,运动 方程 可 写 为 : 


"NE 2001,78) -2U(5 | 
&--v() [S z 





+ Acos(at + j$) +E (1), 


(5.5.38) 
噪声 设 为 时 间 E 8] JC ORE B fe ST A: 
(5 (0) =0,¢8, (4) & 07)? =2D8, ,8(t- €), (5.5.39) 
D 为 噪声 强度 .下 面 我 们 仍 用 Frenkel - Kontorova 模型 进行 具体 计算 .对 FK 模 
型 ,系统 动力 学 方程 为 : 
6, = — dsin 0, + K(8,,, - 20; * 0,.,) + Acos(wt + j$) + & Cr), 


(5.5.40) 
这 个 系统 在 约瑟夫 森 结 阵 列 . 电 蓓 密度 波 、 微 电子 力学 系统 (MEMS) 谐 振 腔 阵列 
以 及 耦合 锁 相 回路 等 许多 实验 中 都 可 以 实现 .为 考察 系统 的 定向 运动 ,我 们 仍 用 
时 间 、 格 点 平均 的 定向 流 : 


1 N 
J = lim > NTS >f, b, (dt (5.5.41) 


下 面 的 讨论 中 ,我 们 固定 N = 100， wl2m, K = 1.0( 除 非特 殊 说 明 ). 系统 的 初始 
位 形 分 布 为 FK 的 基态 附近 .在 实际 模拟 中 ,我 们 看 到 初始 条 件 没 有 太 大 影响 . 
系统 在 固定 参数 下 的 平均 定向 流 J 是 惟一 的 , 它 可 由 前 面 FK 模型 讨论 的 Mid- 
dleton 55 BK Xt Jit] (RUE. 

在 动力 学 方程 中 4L B B E 13 2] 53 01 BRL RR 8871 — ELE 
有 关系 .这 三 个 因素 都 是 对 称 的 ,其 中 周期 势 是 空间 反 演 对 称 的 ,耦合 是 格 点 对 
称 的 ,周期 力 是 时 间 反 演 对 称 的 . 当 以 =0( 无 外 势 ) 时 ,系统 所 代表 的 仅 是 耦合 周 
期 振子 . 它 不 存在 定向 运动 ; 当 K = 0( 单 元 之 间 无 耦合 ) 时 ,系统 也 不 可 能 产生 
定性 运动 .同样 在 没有 外 力 时 (A =0),FK 系统 则 始终 处 于 钉 扎 状态 .也 就 是 说 ， 
上 面 任何 一 种 因素 自身 不 可 能 导致 定性 运动 ,两 种 的 结合 也 不 会 产生 .但 我 们 下 


342 $58 耦合 布朗 马达 与 合作 定向 输 运 





面 的 讨论 表明 , 当 三 者 都 存在 且 满 足 一 定 条 件 时 ,系统 就 会 发 生 定向 输 运 . 

La. 合作 定向 输 运 

我 们 首先 讨论 无 噪声 的 情况 (D=0). 显 然 当 $ 为 2x 的 整数 倍 时 系统 不 会 
产生 定向 运动 ,因为 $=2xn(nE€2Z) 时 ,作用 于 不 同 单元 上 的 力 都 是 同步 的 . 适 
当选 择 $ 和 足够 大 的 A ,我 们 就 可 能 观察 到 集体 马达 运动 .在 图 5 一 50 中 ,我 们 
给 出 了 链 上 第 二 单元 在 d = 3.0, A=3.5,$/2x=0.09,a/2x=0.09 时 相位 
9;(1) 的 演化 .我 们 可 以 看 到 在 A 足够 大 时 EK 系统 的 基态 失 稳 ,产生 了 马达 运 
动 . 其 他 单元 的 演化 情况 完全 相同 ,只 不 过 与 第 二 个 单元 有 一 个 相位 差 , 这 种 在 
对 称 周 期 力 驱动 的 对 称 耦 合 系统 在 对 称 周期 势 中 的 单 向 性 运动 是 前 面 所 没有 观 
察 到 的 , 它 的 产生 来 自 于 周期 力 的 相 移 g&%( 平 面 波 波 矢 ) ,而 且 还 要 其 他 因素 (如 
弹簧 自由 长 度 a ,外 势 周 期 2x 等 ) 相 匹配 , 正 是 $ 的 存在 使 系统 的 时 空 对 称 性 产 
生 自 发 破 缺 .这 个 破 缺 对 每 一 单元 而 言 产 生 了 一 个 非 对 称 的 周期 驱动 .我 们 可 以 
定义 作用 于 第 j 个 单元 上 的 有 效力 万 (z): 

0, + dsin 0, = f, (t). (5.5.42) 

在 图 5-50 中 ,我们 用 实 线 画 出 了 fu CD. íR 
显然 A (1 ) 的 时 间 平 均 为 零 ,但 它 是 时 间 非 
对 称 的 .在 f,(1) 的 一 个 周期 内 , 它 先 经 历 了 
一 个 短 时 的 大 幅 脉 冲 , 这 后 是 一 个 反方 向 上 
时 间 较 长 但 幅度 较 小 的 作用 . f(z) 的 这 种 特 
点 与 我 们 前 面 观 察 到 耦合 对 称 破 缺 时 的 有 效 
势 基本 相同 . 正 是 时 空 对 称 的 破 缺 产生 了 这 
种 定向 运动 , 它 把 由 平面 波 注 人 到 系统 的 能 
量 转 化 为 定向 运动 的 功 . 

三 、 参 数 依赖 关系 与 共振 台阶 

在 图 5-S$l1(a) 中 ,我 们 给 出 了 系统 定向 流 J 与 振幅 (周期 力 振幅 )A WK 
系 ,这 里 a/2x 0.09, 4/2x — 0.09. 这 些 曲线 有 几 个 特点 :四 对 不 同 的 外 势 刍 高 
度 4 ,我 们 都 发 现 J SA 复杂 的 振荡 型 依赖 关系 ;@a 较 小 时 ,J 也 较 小 , 即 增加 
外 势 的 势 合 高 度 反 而 会 增加 系统 的 马达 输 运 ;@ 当 A 很 小 时 ,J 也 很 小 甚至 为 
零 (d 钉 扎 ) , 当 A 很 大 时 ,J 也 趋 于 零 ; 对 中 等 的 A ,系统 可 有 最 佳 的 输 运 效率 ， 
但 由 于 振 葛 行为 ,在 一 些 A 值 附近 系统 的 定向 输 运 反 而 受到 抑制 ;@ 当 d RK 
时 ,J(A) 曲 线 会 出 现 一 系列 的 共振 平台 J= w ,说 明定 向 流 的 大 小 要 受到 周期 力 
频率 的 限制 . 

我 们 对 J 5d 的 关系 也 很 感 兴趣 .在 图 5 一 51(b) 中 ,我 们 计算 了 a/2x = 
$1/2x=0.09 时 不 同 A 下 的 J(qd) 曲 线 .对 小 的 A ,我 们 可 以 看 到 典型 的 “共振 ” 曲 








60, f£) 








图 5-50 相位 9,(z) 的 演化 ， 
实 线 为 有 效力 fa (2) 
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5-51 (a) 本 与 振幅 A 的 关系 ;(b) 不 同 A 下 的 (a) 曲线 ,小 图 
为 k=0.5 时 的 J(d) 曲 线 ;(c) 定向 流 了 与 A Md 的 三 维 分 布 


线 ,这 种 关系 在 单 粒子 被 时 间 非 对 称 周期 力 驱 动 时 的 定向 输 运 中 我 们 也 见 过 ,但 
这 里 更 有 意义 的 是 这 里 的 马达 运动 是 振子 耦合 与 周期 力 协调 的 结果 . M &<1 
时 ,我们 有 Joca* ,这 与 前 面 的 非 对 称 耦 合 系统 的 结果 一 致 .另外 ,我 们 也 观察 到 
一 系列 共振 台阶 ,包括 当 A 较 大 时 出 现 的 J= e 的 台阶 .这 些 台阶 是 周期 力 与 看 
合 链 发 生 锁 相 造成 的 .我 们 可 通过 对 称 性 分 析 对 这 些 共 振 平 台 进行 讨论 .与 前 面 
FK 系统 类 似 , 给 定 系统 的 一 个 定 态 解 10 CO | ,我 们 通过 下 面 的 时 空 变换 

Ti.» 416C€01 = 10 0 7 2xmlo) * 2xn | (5.5.43) 


可 以 产生 系统 的 新 定 态 解 | 9 CO | ,这 里 Lom ,zzEZ. 如 果 耦 合 链 与 平面 波 发 生 
锁定 , 则 上 述 变 换 的 解 对 于 一 定 的 / ,mm n 具有 不 变性 : 


T, 1660] = 160]. (5.5.44) 
设 在 z+ 时 间 内 耦合 链 在 空间 平移 的 距离 为 
8, = la * 2xn, (5.5.45a) 


则 在 同样 时 间 内 周期 力 的 相位 变化 应 为 
9, = 1$ * 2nm, (5.5.45b) 
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共振 条 件 要 求 r*=@,/J=@:/w ,因而 系统 可 能 产生 的 共振 为 


la * 2rn 


J= Fanm , li,m,n€Z (5.5.46) 





这 些 台 阶 是 完整 的 ,在 实际 系统 和 参数 下 由 于 动力 学 的 原因 往往 只 能 观察 到 一 
部 分 .系统 的 空间 分 立 性 越 强 (K 越 小 ) , 则 出 现 的 共振 越 多 .在 图 5-51(b) 的 小 
图 中 ,我 们 画 出 了 $/2x = 0.09,al2x = 0.09( 贺 点 线 ) 和 0.07( 方 形 点 线 )， 
A=4.0 和 KK=0.5 时 的 (4d) 曲 线 , 当 ad<4d. 时 , 随 着 d 的 减 小 我 们 可 以 观察 到 
一 系列 台阶 .对 于 圆 点 线 , 可 以 看 到 Jf e = 1/12,2/13,3/14,……: ,一 1 ,而 对 于 方 
FE RR I o 是 以 1/15,2/16,3/17 ,…… 的 序列 逼近 1 的 ,其 中 J/w=1 代表 最 大 
共振 .这 两 个 序列 可 以 写成 
J = lol int[2z/a] * 1), 1=0,1,2,°", (5.5.47) 

其 中 intl ] 代 表 取 整 运 算 , 对 a/2x = 0.09, int[2x/a ] = 11; XI a/2x = 0.07, 
int[2x/a]=14. 这 与 上 面 的 数值 结果 一 致 .事实 上 ,这 个 共振 序列 是 来 自 于 公式 
(5.5.46) ,其 中 n=0. 

图 5 一 51(c) 给 出 了 $/2x=0.09,a/2x=0.09 时 定向 流 了 与 A 和 da 的 三 维 
分 布 .图 中 的 白色 区 域 为 共振 J = w 区 域 .我 们 可 以 看 到 一 系列 随 A 变化 的 共 
振 舌 头 .这 些 舌 头 对 应 于 图 (a) 中 的 一 系列 平台 . 

定向 流 J 与 周期 力 频率 w 有 密切 的 关系 .在 图 5 一 52 中 ,我 们 画 出 了 
$/2x=0.09,a/2x=0.09,A=3.0,K=1.0 及 d=1.0,2.0,3.0 AY J (co) Hil 
线 .这 些 曲 线 的 共同 特点 是 在 o 较 小 的 区 域内 J 与 w 成 正比 . 当 o 较 大 时 ,这 种 
线性 关系 中 止 ,J 随 w 的 增加 衰减 :Jeccw "a 大 约 在 2-3 之 间 . 在 这 个 衰减 区 
RP ,我 们 还 可 以 看 到 许多 不 连续 的 小 片段 ,这 些小 片段 中 了 随 w 增加 是 上 升 
的 .为 了 进一步 辨认 ,我 们 画 出 了 J= 9/12,29/13,39/14,49/15 和 w( 均 为 线性 
关系 ) ,可 以 发 现 很 多 J(w) 的 线性 片段 落 在 这 些 直 线 上 ,说 明 这 些 片 段 对 应 于 
前 面 分 析 的 共振 台阶 .最 显著 的 台阶 就 是 J= w, 如 图 中 小 o 时 的 线性 片段 . 

在 这 个 模型 中 很 重要 的 参量 是 a 和 ,它们 分 别 描述 了 耦合 链 的 空间 斥 度 
和 周期 力 相 位 的 尺度 .由 于 我 们 这 里 采用 的 是 相模 型 ,因此 a 和 $ 之 间 必 然 存 
在 尺度 竞争 .在 图 5 一 53(a) 和 (b) 中 ,我 们 画 出 了 系统 定向 流 了 与 w M$ HRA 
(等 高 图 ) .这 里 (A ,qd) 分 别 为 (1,1.25) 和 (4.0,3). 在 图 (a) 中 ,可 以 发 现 系统 存 
在 最 佳 的 (a ,$6 ) ,使 得 系统 具有 最 佳 的 定向 流 . 在 (0,0) 委 (oa,g) 委 (rr) 的 区 
W, (ao $o )<:(0.816,0.754) .在 图 (b) 中 ,我们 用 了 更 大 的 (4A,d). 可 以 发 现 系 
统 在 更 大 的 (a,$) 范 围 内 定向 运输 大 大 加 强 .另外 ,图 (a) 和 (b) 都 具有 反对 称 的 
特点 .我 们 可 以 通过 系统 的 对 称 性 讨论 证 实 这 种 反对 称 性 .首先 ,系统 在 $99 + 
2n ,a>a * 2x 变化 下 是 不 变 的 ,因而 有 JCa 21,2) 2JCa, $ € 217) - JCa , $). 
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K 5-52 J(w) 曲 线 
另外 ,方程 在 空间 反 演 时 间 平 移 及 参数 变换 下 具有 不 变性 , 即 在 
T,:(18,1,£,a)--(1— 0,1, t * TI2,2n— a) (5.5.48) 





图 5-53 ARMA 和 以 下 系统 定向 流 ] a 和 的 关系 


下 方程 形式 不 变 , 这 里 工 =2x/w .注意 这 里 的 变换 涉及 参数 的 变换 .因而 有 
J(a,¢)= -J(2x-a, 9). (5.5.49) 
在 另 一 个 时 间 反 演变 换 
T,:(186,],2,2)—(10;], 7 t,2n- 9) (5.5.50) 
下 ,方程 (5.5.40) 变 为 
— 6’, = — dsin 6, + K (8,4, - 20, + 0,.,) + Acos( wt + j$), 
(5.5.51) 
即 用 T, 变换 可 以 得 到 完全 相反 的 定向 流 , 因 而 我 们 有 
JCa,$) » - JCa 2x — $). (5.5.52) 
这 解释 了 图 中 J (a, RAR. FIC BPR RT PTE, TE a BK $ 等 于 x 时 ,我 
WE Jr, $)=-J(n, $2 JCa x) = —J (a,x), At JCa ,x) 2 J(x,9) 20. 
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当 有 外 噪声 时 ,在 钉 扎 点 附近 噪声 会 促进 系统 的 定向 输 运 .图 $-54 给 出 了 
M a/2x= $/2x=0.09,A=2.0 以 及 d=3.5,4.0,4.5(d,~3.8) ME m yi -5 I 
声 强 度 的 关系 .我 们 可 以 观察 到 明显 的 定向 运输 的 时 空 随机 共振 现象 .由 此 可 
见 , 时 空 随机 共振 是 时 空 系统 在 阔 值 附近 所 普遍 存在 的 现象 ,只 是 它们 在 不 同 的 
系统 中 表现 形式 不 同 . 





























图 5-54 定向 流 与 噪声 强度 的 关系 


四 、 惯 性 效应 

前 面 考虑 的 都 是 耗 散 的 极限 情况 .现在 我 们 考虑 有 惯性 项 的 情况 .我们 在 方 
程 (5.5.40) 左 边 加 上 惯性 项 M2 .下 面 讨论 仍 集中 于 D=0 的 情况 . 

E 5-55(a)f&tH T K=1.0,A=1.5,w/2x=0.1,a/2x=0.34,$/2x=0.15 
时 在 不 同 质量 (M=2.0,10.0) 时 的 J(z) 曲 线 . 当 M 较 小 时 ,系统 的 输 运 行为 
与 完全 耗 散 的 情况 基本 一 致 ,我 们 可 看 到 J(4) 的 峰 . 当 M 增加 时 ,J(d) 曲 线 变 
化 非常 复杂 .最 明显 的 变化 是 反 向 流 的 出 现 .J 随 a 的 增加 首先 出 现 一 个 小 的 反 
向 流 峰 ,然后 在 dov3 时 又 出 现 第 二 个 反 向 流 峰 .只 有 在 doe5 - 9 时 我 们 才 观 察 
到 正 向 的 马达 运动 . 

El 5-55(b) 和 (ec) 分 别 给 出 了 J 与 $ 和 a 的 关系 曲线 .我 们 可 以 看 到 ,尽管 
上 面 关于 x 的 反对 称 仍然 保持 ,但 惯性 项 的 效应 非常 明显 .大 M 时 的 定向 流 大 
小 和 方向 与 耗 散 的 情况 完全 不 同 .例如 ,对 于 J($) 曲 线 ,我 们 可 以 看 到 在 小 M 
时 J<z0 的 地 方 , 在 大 M 时 都 可 以 有 非常 大 的 定向 流 , 而 在 小 M 时 很 大 的 地 
方 ,在 大 M 时 J 都 几乎 为 零 ,这 种 效应 在 J(a) 曲 线 中 也 有 反映 .总 的 说 来 ,惯性 
效应 给 系统 的 定向 输 运 带 来 了 新 的 影响 因素 .这 方面 的 讨论 很 复杂 ,特别 是 我 们 
这 里 的 耦合 系统 .系统 的 时 空 行 为 (时 间 周 期 ,时间 混沌 .时 空 混沌 等 ) 到 底 对 输 
运 起 着 什么 样 的 作用 还 有 待 于 进一步 研究 “”. 
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El 5-55 (a) 不 同 质量 M 时 的 J(d) 曲 线 ;(b) J 55 $ 的 关系 曲线 ; 
(c) J 5a 的 关系 曲线 


SEXA 


[1] Guckenheimer J, Holmes P. Nonlinear oscillations, dynamical systems, 
and bifurcation of vector fields. New York: Springer ~ Verlag, 1983 

[2] Ott E. Chaos in dynamical systems. Cambridge: Cambridge University 
Press, 1993 


[3] Hao Bailin, eds. Directions in chaos. Vol. 1,2. Singapore: World Scien- 
tific, 1987, 1988 

[4] Sinai Ya G. Dynamical systems [] , ergodic theory with applications to 
dynamical systems and statistical mechanics. Berlin: Springer — Verlag, 1989 
[5] Gutzwiller M C. Chaos in classical and quantum mechanics New York: 
Springer - Verlag, 1990 
[6] Reichl L E. The transition to chaos, in conservative classical systems: 
quantum manifestations. Berlin: Springer - Verlag, 1992 
[7] Sagdeev R Z, Usikov D A, Zaslavsky G M. Nonlinear physics, from the 
pendulum to turbulence and chaos. Switzerland: Harwood Academic, Chur, 1988 


[8] Zaslavsky G M. Chaos in dynamic systems London: Harwood Academic 
Publishers, 1987 





[9] Eckmann J P, Ruelle D. Ergodic theory of chaos and strange attractors. 
Rev. Mod. Phys. , 1985,57(3) :617 


[10] Cross M, Hohenberg P. Pattern formation outside of equilibrium. Rev. 
Mod. Phys. , 1993,65(3):851 

[11] Lorenz E N. Deterministic nonperiodic flow. J. Atmos. Sci., 1963, 
20:130; The mechanics of vacillation. J. Atmos. Sci. ,1963,20:448 





[12] Benettin G, Froeshle C, Scheidecker J P. Kolmogorov entropy of a dy- 


namical system with an increasing number of degrees of freedom. Phys. Rev. A, 
1979,19(6) :2454 


参考 文献 349 





[13] Benettin G, Strelcyn J M. Numerical experiments on the free motion of 
a point mass moving in a plane convex region: Stochastic transition and entropy. 
Phys. Rev. A, 1978, 17(2) :773 

[14] Eckmann J P. Road to turbulence in dissipative dynamical systems. 
Rev. Mod. Phys. , 1981, 53(4):643 

[15] Grossman S, Thomae S. Invariant distributions and stationary correla- 
tion functions of the One - Dimensional Discrete Processes. Z. Naturforsch, 1977, 


32A:1353. 


[16] Feigenbaum M J. Universal behavior in nonlinear systems. Los Alamos 
Science, 1980,1:4 

[17] Feigenbaum M J. Quantitative universality for a class of nonlinear trans- 
formations. J. Stat. Phys. , 1979, 21:669 

[18] Coullet P, Tresser C. Iterations D' endomorphismes et groupe de renor- 
malisation. C. R. Acad. Sci. Paris, 1978,287:577 

(19] Coullet P, Eckmann J P, Koch H. Period doubling bifurcations for fami- 
lies of maps on R n. J. Stat. Phys. , 1981, 25:1 


(20] 都 柏林. 从 抛物 线 谈 起 .上 海 : 上 海 科 技 教 育 出 版 社 ,1993 


[21] Pomeau Y,Manneville P. Intermittent transition to turbulence in dissi- 


pative dynamical systems. Commun. Math. Phys. , 1980, 74:189 





[22] Hirsch J E, Nauenberg M,Scalapino D J. Intermittency in the presence 


of noise:a renormalization group formation. Phys. lett. , 1982,87A:391 





[23] Hu B, Rudnick J. Exact solutions to the Feigenbaum renormalization — 
group equations for intermittency. Phys. Rev. Lett. , 1982, 87A:391. 
[24] Berge P, Pomeau Y, Vidal C. Order within chaos. New York: Wiley, 
1984 
[25] Landau L D. On the problem of a turbulence. Akad. Nauk. Dok., 
1944, 44:339 
[26] Ruelle D, Takens F. On the nature of turbulence. Commun. Math. 
Phys. , 1971,20:167 
[27] Newhouse S E, Ruelle D, Takens F. Experimental study of the velocity 
field in Rayleigh — Benard convection. Commun. Math. Phys. , 1978,64:35 

[28] Dubois M, Berge P. J. Fluid Mech. , 1978,85:641 

(29] Gollub J P, Swinney H L. Onset of turbulence in a rotating fluid. Phys. 
Rev. Lett., 1975, 35:927 

[30] 陈 式 刚 . 圆 映射 : 非 线 性 科学 丛书 .上 海 : 上 海 科 技 教育 出 版 社 ,1998 





ee a 


350 参考 文献 





[31] Grebogi C, Ott E, Yorke J A. Crises, sudden changes in chaotic attrac- 
tors transient chaos. Physica D, 1983, 15:354 

[32] Libchaber A, Laroche C, Fauve S. Two ~ Parameter study of routes to 
chaos. J. Phys. Lett. ,1982,43:1211 

[33] Kolmogorov A N. Preservation of conditionally periodic movements with 
small change in hamiltonian function. Dokl. Akad. Nauk. SSSR, 1954, 98:527 

[34] Arnold V I. Small denominators and problems of stability of motion in 
classical and celestial mechanic. Russ. Math. Surv. , 1963,18:9;18:85 

[35] Moser J. On invariant curves of area - preserving mappings of an annu- 
lus. Nachr. Akad. Wiss. Gottingen II. Math. Phys. Kd, 1968, 1:1 

[36] Henon M, Heiles C. The applicability of the third integral of motion: 
Some Numerical Experiments. Astron. J., 1964,69:73 

[37] Krylov N S. Works on the foundations of statistical physics Princeton 
NJ : Princeton University Press 1979 

[38] Reichl L E. A modern course in statistical physics. Austin: Univ. Texas 
Press , 1980 
[39] Zheng Z. From few — body to many — body systems: dynamics and sta- 
tistical mechanics: Ph. D thesis. Beijing Normal University, 1997 
[40] Palmer P G. Broken ergodicity. Adv. Phys. , 1982, 31:669 
[41] Gallavotti G. Ergodicity ensembles irreversibility in Boltzmann and be- 
yond. J. Stat. Phys. , 1995, 78:1571 
[42] Zheng Z, Hu G, Zhang J. Ergodicity in the hard — ball systems and Bo- 
ltzmann’s entropy. Phys. Rev. E,1996,53:3246; Ergodic property of a Henon 一 
Heiles model with reflecting walls. Phys, Rev. E, 1995, 52:3440 

[43] Sinai Ya G. Dynamical systems with elastic reflections. Usp. Mat. 
Nauk, 1970, 25:141; Ergodic properties of dispersing billiards. Russ. Math. 
Surv. , 1970, 25:137 

[44] Bunimovich L A. On the ergodic properties of certain billiards. Funct. 
Anal. Appl. , 1975, 19:254 

[45] Berdichevsky V L, Alberti M V. Statistical mechanics of Henon ~ Heiles 
oscillators. Phys. Rev. A, 1991, 44:858 

[46] Hu G, Zheng Z, Yang L. Thermodynamic second - law in irreversible 
processes of chaotic few — body systems. Phys. Rev. E, 2000, 64:045102R 

[47] Jarzynski C. Energy diffusion in a chaotic adiabatic billiard gas. Phys. 





Rev. E, 1993, 48(6) : 4340; Thermalization of a Brownian particle via coupling to 


参考 文献 351 





low — dimensional chaos. Phys. Rev. Lett., 1995, 74(15): 2937 

[48] 胡 岗 , 肖 井 华 , 郑 志 刚 . 混沌 控制 .上 海 :上 海 科 技 教育 出 版 社 ,2000 

[49] Hubler A. Adaptive control of chaotic systems. Helv. Phys. Acta 1989, 
62:343 

[50] Ott E, Grebogi C, Yorke J A. Controlling chaos. Phys. Rev. Lett., 
1990, 64(11):1196 

[51] Ditto W L, Rausco S N, Spano M L. Experimental control of chaos. 
Phys. Rev. Lett. , 1990, 65(26) :3211 

[52] Roy R, Murphy T W, Maier T. Dynamical control of a chaotic laser: 
experimental stabilization of a globally coupled system. Phys. Rev. Lett., 1992, 
68(9):1259 
[53] Pecora L M, Carroll T L. Synchronization in chaotic system. Phys. 
Rev. Lett. , 1990, 64(8) :821 
[54] Hunt E R. Stabilizing high — period orbits in a chaotic system: the Diode 
resonator. Phys. Rev. Lett., 1991, 67(15):1953 
[55] Shinbrot T, Ott E, Grebogi C. Using chaos to direct trajectories to tar- 
gets. Phys. Rev. Lett., 1990, 65(26):3215 
[561 Shinbrot T, Grebogi C, Ott E. Using small perturbations to control 
chaos. Nature, 1993, 363:411 
[57] Braiman Y, Goldhirsch I. Taming chaotic dynamics with weak periodic 
perturbations. Phys. Rev. Lett. , 1991, 66(20):2545 
[58] Qu ZL, Hu G, Yang GJ. Phase effect in taming nonautonomous chaos 
by weak harmonic perturbations. Phys. Rev. Lett., 1994, 74(10) :1736 

[59] Ding W X, She H Q, Huang W. Controlling chaos in a discharge plas- 
ma. Phys. Rev. Lett., 1994, 72(1):96 

[60] Wang P Y, Xie P, Dai J H. Stabilization, selection and tracking of un- 
stable patterns by weak spatial perturbation. Phys. Rev. Lett., 1998, 80(21): 
4669 


[61] Cuomo K M, Oppenheim A V. Circuit implementation of synchronized 








chaos with applications to communications. Phys. Rev. Lett., 1993, 71(1):65 

[62] Roy R, Thornburg K S. Experimental synchronization of chaotic lasers. 
Phys. Rev. Lett., 1994, 72(13) :2009 

[63] Konnur R. Equivalence of synchronization and control of chaotic sys- 
tems. Phys. Rev. Lett. , 1996, 77(14) :2937 

[64] Risken H. The Fokker - Planck equation. Berlin: Springer — Verlag, 


352 参考 文献 





1984 
[65] 胡 岗 .随机 力 与 非 线性 系统 .上 海 :上 海 科 技 教育 出 版 社 ,1994 
[66] Hanggi P, Talkner P, Borkovec M. Reaction — rate theory: fifty years 
after Kramers. Rev. Mod. Phys., 1990, 62(2) :251 
[67] Zheng Z, Hu G. Systematic perturbation solution for Brownian motion 
in a biased periodic potential field. Phys. Rev. E, 1995, 52:109 
[68] Gammaitoni L, Hanggi P, Jung P. Stochastic resonance. Rev. Mod. 
Phys. , 1998, 70(1) :223 
[69] Benzi R, Sutera A, Vulpiani A. The mechanism of stochastic reso- 
nance. J. Phys. A, 1981, 14:L453 
[70] Nicolis C, Nicolis G. Stochastic aspects of climatic transitions — additive 
fluctuations. Tellus, 1981, 33:225 
[71] Fauve S, Heslot F. Stochastic resonance in a bistable system Phys. 
Lett. A, 1983, 97:5 
(72] MeNamara B, Wiesenfeld K. Theory of stochastic resonance. Phys. 
Rev. A, 1989, 39(9):4854 
[73] Gammaitoni L, Marchesoni F, Menichella ~ Saetta E. Stochastic reso- 
nance in bistable system. Phys. Rev. Lett., 1989, 62(4) :349 
[74] Gammaitoni L, Marchesoni F, Santucci S. Stochastic resonance as a Bo- 
na Fide resonance. Phys. Rev. Lett. , 1995, 74(7) :1052 
[75] Debnath G, Zhou T, Moss F. Remark on stochastic resonance. Phys. 
Rev. A, 1989, 39(8) :4323 
[76] Dykman M I, Mannella R, McClintock P V E. Comment on "stochastic 
resonance in bistable system". Phys. Rev. Lett., 1990, 65(20):2606; Phase 
shift in stochastic resonance. Phys. Rev. Lett. , 1992, 68(20):2985 

[77] Hu G, Qing G R, Gong D C. Comparison of analogous simulation of 
stochastic resonance with adiabatic theory. Phys. Rev. A, 1991, 44(10) :6424 
[78] Gong D, Hu G, Wen X. Experimental study of the signal — to ~ noise 
ratio of stochastic resonance system. Phys. Rev. A, 1992, 46(6) :3243 








[79] Simon A. Libchaber A. Escape and synchronization of a Brownian parti- 
cle. Phys. Rev. Lett. , 1992, 68(23):3375 

[80] Iannelli J M, Yariv A, Chen T R. Stochastic resonance in a semicon- 
ductor distributed feedback laser. Appl. Phys. Lett., 1994, 65(16):1983 


c 


[81] Jost B, Sahleh B E A. Signal ~ to~ noise ratio improvement by stochas- 





tic resonance in a unidirectional photorefractive ring resonator. Opt. Lett. , 1996, 


参考 文献 353 





21(4):287 


[82] Gammaitoni L, Martinelli M, Pardi L. Observation of stochastic reso- 
nance in bistable electron — paramagnetic — resonance system. Phys. Rev. Lett., 
1991, 67(13):1799 

[83] Lin I, LiuJ M. Experimental observation of stochastic resonancelike be- 
havior of autonomous motion in weakly ionized rf magnetoplasmas. Phys. Rev. 
Lett., 1995, 74(16) :3161 

[84] Reibold E, Just W, Becker J. Stochastic resonance in chaotic spin — 
wave dynamics. Phys. Rev. Lett., 1997, 78(16):3101 

[85] Kittel A, Richter R, Hirsch M. Stochastic resonance in experiment. Z. 
Naturforsch. Tell A, 1993, 48:633 

[86] Mantegna R N, Spagnolo B. Stochastic resonance in a tunnel diode. 
Phys. Rev. E, 1994, 49(3) : R1792; Noise enhanced stability in an unstable sys- 
tem. Phys. Rev. Lett. , 1996, 76(4) :563 

[87] Hibbs A D, Singsaas A L, Jacobs E W. Stochastic resonance in a super- 
conducting loop with a Josephson junction. J. Appl. Phys., 1995, 77(6) :2582 

[88] Rouse R, Han R, Luckens J E. Flux amplification using stochastic su- 
perconducting quantum interference devies. Appl. Phys. Lett. , 1995, 66(1):108 

[89] Longtin A, Bulsara A, Moss F. Time - interval sequences in bistable 
system and the noise — induced transmission of information by sensory neurons. 
Phys. Rev. Lett., 1991, 67(5):656 

[90] Douglass J K, Wilkens L, Pantazelou E. Noise enhancement of informa- 
tion transfer in crayfish mechanoreceptors by stochastic resonance. Nature, 1993, 
3651337 

[91] Bezrukov S M, Vodyanoy I. Noise ~ induced enhancement of signal 
transduction across voltage — dependent ion channels. Nature, 1995, 378:362 

[92] Levin J E, Miller J P. Broadband neural encoding in the cricket sensory 
system enhanced by stochastic resonance. Nature, 1996, 380:165 

[93] Riani M, Simonotto E. Stochastic resonance in the perceptual interpre- 
tation of ambiguous figures:a neural network model. Phys. Rev. Lett., 1994, 72 
(19) :3120 

[94] Pikovsky A, Rosenblum M, Kurths J. Synchronization, a universal 
concept in nonlinear sciences New York: Cambridge University Press, 2001 

[95] Huygenii G. Horoloquim oscilatorium. France: Parisiis, 1673 

[96] Rayleigh J. The theory of sound. New York: Dover Publishers, 1945 


354 参考 文献 





[97] Winfree A T. Geometry of biological time. New York: Springer — Ver- 
lag, 1990 


[98] Glass L, Mackay M C. From clocks to chaos: the rhythms of life. Prin- 
ceton NJ: Princeton University Press, 1988 

[99] Kuramoto Y. Chemical oscillations, waves and turbulence. Blin: Spri- 
nger — Verlag, 1984 

[100] Bocaletti S, Kurths J, Osipov G. The synchronization of chaotic sys- 
tems. Phys. Rep. , 2002, 336(1):1 

[101] Strogatz S H, Mirollo R E, Matthews P C. Coupled nonlinear oscil- 
lators below the synchronization threshold: relaxation be generalized Laudau damp- 
ing. Phys. Rev. Lett., 1992, 68(18) :2730 

[102] Winfree A T. Biological rhythms and the behavior of populations of 
coupled oscillators. J. Theor. Biol. , 1967, 16:15 

[103] Pavlidis T. Populations of interacting oscillators and circadian rhythm. 
J. Theor. Biol, 1969, 22:418 

[104] van Hemmen J L, Wreszinski W F. Lyapunov function for the 
Kuramoto model of nonlinearly coupled oscillators. J. Stat. Phys. , 1993, 72:145 

[105] Watanabe S, Strogatz S H. Integrability of globally coupled oscillator 
array. Phys. Rev. Lett. , 1993, 70(16) :2391; Constants of motion for supercon- 
ducting josephson Arrays. Physica D, 1994, 74:197 

[106] Daido H. A solvable model of coupled limited - cycle oscillators exhibit- 
ing partial perfect sychrony and moved frequency spectra. Physica D, 1993, 69: 
394 

[107] Crawford J D. Sealing and singularities in the entrainment of globally 
coupled oscillators. Phys. Rev. Lett. , 1995, 74(21) :4341 

[108] Crawford J D, Davies K T R. Synchronization of globally coupled 
phase oscillators: singularities and scaling for general couplings. Physica D, 1999, 
125:1 

[109] Strogatz S H. From Kuramoto to Crawford: exploring the onset of 
synchronization in populations of coupled oscillators. Physica D, 2000, 143:1 

[110] Balmforth N J, Sassi R. A shocking display of synchrony. Physica D, 
2000, 143:21 

[111] Strogatz S H, Mirollo R E. Stability of incoherence of a population of 
coupled oscillators. J. Stat. Phys. , 1991, 63:613 

(112] Bonilla L L, Vicente C J P, Ritort F. Exactly solvable phase oscillator 


参考 文献 355 





models with synchronization dynamics. Phys. Rev. Lett., 1998, 81(17):3643 

[113] Hansel D, Mato G. , Meunier C. Clustering and slow switching in glo- 
bally coupled phase oscillators. Phys. Rev. E, 1993, 48(5) :3470 

[114] Crawford J D. Amplitude expansions for instabilities in populations of 
globally — coupled oscillators. J. Stat. Phys. , 1994, 74:1047 

[115] Hong H, Choi M Y, Park K. Synchronization and resonance in a driv- 
en system of coupled oscillators. Phys. Rev. E, 1999, 60(4):4014 

[116] Reimann P, Van der Broeck C, Kawai P. Nonequilibrium noise in cou- 
pled phase oscillators. Phys. Rev. E, 1999, 60(6) :6402 

[117] Tanaka H, Lichtenberg A J, Oishi S. First order phase transition re- 
sulting from finite inertia in coupled oscillator systems. Phys. Rev. Lett., 1997, 
78(11):2104; Self - synchronization of coupled oscillators with hysteretic respons- 
es. Physica D, 1997, 100:279 

[118] Hong H, Choi M Y, Yi J. Inertia effects on periodic synchronization 
in a system of coupled oscillators. Phys. Rev. E, 1999, 59(1):353 

[119] Acebron ] A, Spigler R. Adaptive frequency model for phase ~ frequen- 
cy synchronization in large populations of globally coupled nonlinear oscillators. 
Phys. Rev. Lett. , 1998, 81(11):2229 

[120] Daido H. Order function and macroscopic mutual entrainment in uni- 
formly coupled limit — cycle oscillators. Prog. Theor. Phys. , 1992, 88(6):1213; 
Critical conditions of macroscopic mutual entrainment in uniformly coupled limit — 
cycle oscillators. Prog. Theor. Phys. , 1993, 89:929 

[121] Daido H. Multi - branch entrainment and multi — peaked order — func- 
tions in a phase model of limit — cycle oscillators with uniform all ~ to — all cou- 
pling. J. Phys. , 1995, 28: L151;Onset of cooperative enchainment in limit 一 cycle 
oscillators with uniform all — to — all interactions: bifurcation of the order function. 
Physica D, 1996, 91:24 

[122] Okuda K. Variety and generality of clustering in globally coupled oscil- 
lators. Physica D, 1993, 63:424 

[123] Acebron J A, Bonilla L L, De Leo S. Breaking the symmetry in bimo- 
dal frequency distributions of globally coupled oscillators. Phys. Rev. E, 1998, 57 
(5):5287 

[124] Niebur E, Schuster H G, Kammen D M. Collective frequencies and 
metastability in networks of limit — cycle oscillators with time delay. Phys. Rev. 
Lett. , 1991, 67(20) :2753 


356 参考 文献 





[125] Schuster H G, Wagner P. Mutual entrainment of two limit cycle oscil- 
lators with time delayed coupling. Prog. Theor. Phys. , 1989, 81(5):939 

[126] Dorizzi B, Grammaticos B. Delay - induced desynchronization in neu- 
ronal oscillations. Phys. Rev. A, 1991, 44(10):6958 

[127] Gerstner W, van Hemmen J L. Coherence and incoherence in a global- 
ly coupled ensemble of pulse — emitting units. Phys. Rev. Lett., 1993, 71(3): 
312 

[128] Bressloff P C, Coombes S, de Souza B. Dynamics of a ring of pulse — 
coupled oscillators: group theoretic approach. Phys. Rev. Lett., 1997, 79(15): 
2791 

[129] Bressloff P C, Coombes S. Traveling waves in a chain of pulse — cou- 
pled Oscillators. Phys. Rev. Lett. 1998,80(21):4815 

[130] Kim S, Park S H, Ryu C S. Multistability in coupled oscillator sys- 
tems with time delay. Phys. Rev. Lett. , 1997, 79(15):2911 

[131] Nischwitz. A, Glünder H. Local lateral inhibition: a key to spike syn- 
chronization?. Biol. Cybernet, 1995, 73:389 

[132] Yeung M K S, Strogatz S H. Time delay in the Kuramoto model of 
coupled oscillators. Phys. Rev. Lett., 1999, 82(3):648 

[133] Ermentrout G B, Kopell N. Frequency plateaus in a chain of weakly 
coupled oscillators. I. SIAM J. Math. Anal, 1984, 15:215 

[134] Kopell N, Ermentrout G. B. Comm. Symmetry and phaselocking in 
chains of weakly coupled oscillators. Pure Appl. Math. , 1986, 39:623 

[135] Ren L, Ermentrout G B. Phase locking in chains of multiple — coupled 
oscillators. Physica D, 2000, 143:56 

(136] Strogatz S H, Mirollo R E. Collective synchronization in lattices of non 
— linear oscillators with randomness. J. Phys. A, 1998, 21:L699; Phase ~ lock- 
ing and critical phenomena of coupled nonlinear oscillators with random intrinsic 
frequencies. Physica D, 1988, 31:143 

[137] Rogers J L, Wille L T. Phase transition in nonlinear oscillator chains. 
Phys. Rev. E, 1996, 54(3) : R2193 

[138] Zheng Z, Hu G, Hu B. Phase slips and phase synchronization of cou- 
pled oscillators. Phys. Rev. Lett., 1998, 81:5318 

[139] Zheng Z, Hu B Hu G. Collective phase slips and phase synchronizations 
in coupled oscillator systems. Phys. Rev. E, 2000, 62:402 

[140] Hu B, Zheng Z. Phase synchronizations: transitions from high — to low 


参考 文献 357 





— dimensional tori through chaos. Int. J. Bif. & Chaos, 2000, 10:2399 

[141] Zheng Z, Hu G. Hu B. Phase synchronization in coupled oscillators: 
dynamical manifestations. Chin. Phys. Lett., 2001, 18(7):874 

[142] Sakaguchi H, Shinomoto S, Kuramoto Y. Local and global self — en- 
trainments in oscillator lattices. Prog. Theor. Phys. , 1987, 77(5):1005; Mutual 
entrainment in oscillator lattices with non — variational type interaction. Prog. 
Theor. Phys., 1988, 79: 1069 

[143] Daido H. Quasientrainment and slow relaxation in a population of oscil- 
lators with random and frustrated interactions. Phys. Rev. Lett., 1992, 68(7): 
1073 

[144] Bonilla L L, Perez Vicente C J, Rubi J M. Glassy synchronization in a 
population of coupled oscillators. J. Stat. Phys. , 1993, 70:921 

[145] Park K, Rhee S W, Choi M Y. Glass synchronization in the network 
of oscillators with random phase shifts. Phys. Rev. E, 1998, 57(5):5030 

[146] Hoppensteadt F C, Izhikevich E M. Oscillatory neurocomputers with 
dynamic connectivity. Phys. Rev. Lett., 1999, 82(14) :2983 

[147] Zheng Z. Frustration effect on phase synchronization and chaos in cou- 
pled limit cycles. Chin. Phys. , 2001, 10:703 

(148] Kaneko K. Collapse of tori and genesis of chaos in dissipative systems. 
Singapore: World Scientific, 1986 

[149] Lai Y C. Transition from strange nonchaotic to strange chaotic attrac- 
tors. Phys. Rev. E, 1996, 53(1):57 

[150] Aizawa Y. Synergetic approach to the phenomena of mode - locking in 
nonlinear systems. Prog. Theor. Phys. , 1976, 56:703 

[151] Yamaguchi Y, Shimizu H. Theory of self ~ synchronization in the pr- 
esence of native frequency distribution and external noises. Physica D, 1984, 11: 
212 

[152] Shiino M, Frankowicz M. Infinitely many coupled limit — cycle type 
oscillators. Phys. Lett. A, 1989, 136:103 

[153] Ermentrout G B. Oscillator death in populations of “all to all" coupled 
nonlinear oscillators. Physica D, 1990, 41:219 

[154] Mirollo R E, Strogatz S H. Amplitude death in an array of limit — cycle 
oscillators. J. Stat. Phys., 1990, 60:245 

[155] Matthews P C, Strogatz S H. Phase diagram for the collective behavior 
of limit — cycle oscillators. Phys. Rev. Lett., 1990, 65(14):1701 


358 参考 文献 








[156] Nekorkin V I, Makarov V A, Valarde M G. Clustering and phase re- 
setting in a chain of bistable nonisochronous oscillators. Phys. Rev. E, 1998, 58 
(5):5742 

[157] Reddy D V R, Sen A, Johnston G L. Time delay induced death in 
coupled limit cycle oscillators. Phys. Rev Lett. , 1998, 80(23):5109 

[158] Chen G, Dong X. From chaos to order, methodologies, perspectives 
and applications. Singapore: World Scientific, 1998 

[159] Heagy F J, Pecora L M, Carroll T L. Experimental and numerical evi- 
dence for riddled basins in coupled chaotic systems. Phys. Rev. Lett. , 1994, 73 
(26) :3528 

[160] Heagy J F, Pecora J F, Carroll T L. Short wavelength bifurcations and 
size instabilities in coupled oscillator systems. Phys. Rev. Lett., 1995, 74(21): 
4185 

[161] Pecora L M, Carroll T L. Master stability functions for synchronized 
coupled systems. Phys. Rev. Lett. , 1998, 80(10):2109 

[162] Matias M A, Perez - Munuzuri V, Lorenzo M N. Observation of a fast 
rotating wave in rings of coupled chaotic oscillators. Phys. Rev. Lett., 1997, 78 
(2):219 

[163] Lorenzo M N, Marino I P, Perez - Munuzuri V. Synchronization wav- 
es in arrays of driven chaotic systems. Phys. Rev. E, 1996, 54(4) : R3094 

[164] Sanchez E, Matias M A. Experimental observation of a periodic rotat- 
ing wave in rings of unidirectionally coupled analog Lorenz oscillators. Phys. Rev. 
E, 1998, 57(5):6184 

[165] Yang J. Hu G, Xiao J. Chaos synchronization in coupled chaotic oscil- 
lators with multiple positive Lyapunov exponents. Phys. Rev. Lett., 1998, 80 
(3):496 

[166] Hu G, Yang J, Liu W. Instability and controllability of linearly cou- 
pled oscillators: eigenvalue analysis. Phys. Rev. E, 1998, 58(4) :4440 

[167] Pecora L M. Synchronization conditions and desynchronizing patterns 
in coupled limit — cycle and chaotic systems. Phys. Rev. E, 1998, 58(1):347 

[168] Zhan M, Hu G, Yang J. Synchronization of chaos in coupled systems. 
Phys. Rev. E, 2000, 62(2):2963 

[169] Fink K S,Johnson G, Carroll T. Three coupled oscillators as a univer- 


sal probe of synchronization stability in coupled oscillator arrays. Phys. Rev. E, 
2000, 61(5) :5080 


参考 文献 359 





[170] Afraimovich V S, Verichev N N, Rabinovich M I. Stochastic synchro- 
nization of oscillations in dissipative systems. Radiophys. Quantum Electron, 
1986, 29.795 

[171] Rulkov N F, Sushchik K M, Tsimring L S. Generalized synchroniza- 
tion of chaos in directionally coupled chaotic systems. Phys. Rev. E, 1995, 51 
(2):980 

[172] Kocarev L, Parlitz U. Generalized synchronization, predictability 
and equivalence of unidirectionally coupled dynamical systems. Phys. Rev. Lett., 
1996, 76(11):1816 
[173] Abarbanel H D I, Rulkov N F, Sushchik M M. Generalized synchroni- 
zation of chaos: the auxiliary system approach. Phys. Rev. E, 1996, 53(5):4528 
[174] Hunt B R, Ott E, Yorke J. Differentiable generalized synchronization 
of chaos. Phys. Rev. E, 1997, 55(4) :4029 
[175] Pyragas K. Weak and strong synchronization of chaos. Phys. Rev. E, 
1996, 54(5) : R4508 
[176] Liu Z, Chen S. Symbolic analysis of generalized synchronization of 
chaos. Phys. Rev. E, 1997, 56(6):7297 
[177] Parmananda P. Generalized synchronization of spatiotemporal chemical 
chaos. Phys. Rev. E, 1997, 56(2):1595 
[178] de Sousa Vieira M, Lichtenberg A J. Nonuniversality of weak synchro- 
nization in chaotic systems. Phys. Rev. E, 1997, 56(4) : R3741 

[179] Tang D, Dykstra R, Hamilton M W. Observation of generalized syn- 


chronization of chaos in a driven chaotic system. Phys. Rev. E, 1998, 57(5): 
5247 





[180] Brown R. Approximating the mapping between systems exhibiting 
generalized synchronization. Phys. Rev. Lett., 1998, 81(22) :4835 

[181] Afraimovich V, Cordonet A, Rulkov N F. Generalized synchronization 
of chaos in noninvertible maps. Phys. Rev. E, 2002, 66:016208 

[182] Parlitz U, Junge L, Kocarev L. Subharmonic entrainment of unstable 
petiod orbits and generalized synchronization. Phys. Rev. Lett., 1997, 79(17): 
3158 

[183] Rulkov N F, Lewis C T. Subharmonic destruction of generalized chaos 
synchronization. Phys. Rev. E, 2001, 63:065204 

[184] Rulkov N F, Afraimovich V S, Lewis C T. Multivalued mappings in 
generalized chaos synchronization. Phys. Rev. E, 2001, 64:016217 


360 参考 文献 





[185] González - Miranda J M. Generalized synchronization in directionally 
coupled systems with identical individual dynamics. Phys. Rev. E, 2002, 65: 
047202 

[186] Zheng Z, Wang X, Cross M C. Transitions from partial to Complete 
generalized synchronizations in bidirectionally coupled chaotic oscillators. Phys. 
Rev. E, 2002, 65:056211 

[187] He D, Stone L, Zheng Z. Analysis of generalized synchronization in 
directionally coupled chaotic phase oscillators by local minimal fluctuations. Phys. 
Rev. E, 2002, 66:036208 

[188] He D, Zheng Z, Stone L. Detecting generalized synchrony: An im- 
proved approach. Phys. Rev. E, 2003, 67:026223 

[189] Yalcinkaya T, Lai Y C. Phase characterization of chaos. Phys. Rev. 
Lett. , 1996, 79(20) :3885 

[190] Hu G, Yang J, Ma W. Hopf bifurcation from chaos and generalized 
winding numbers of critical modes. Phys. Rev. Lett., 1998, 81(24) :5314 
[191] Gabor D. Theory of communication. J. IEE London, 1946, 93:429 
[192] Panter P. Modulation, noise and spectral analysis. New York: 
McGraw ~ Hill, 1965 


[193] Smith M J. Introduction to digital signal processing. New York: 
Wiley, 1992 





[194] Huang N E, Shen Z, Long S R. The empirical mode decomposition 
and the Hilbert spectrum for nonlinear and non ~ stationary time series analysis. 
Proc. R. Soc. Lond. A, 1998, 454:903 

[195] Mandelbrot B B. Fractal geometry of nature. New York: Freeman, 
1983 

[196] Pikovsky A S. Phase synchronization of chaotic oscillations by a period- 
ic external field. Sov. J. Commun. Technol. Electron, 1985,30:85 

[197] Stone E F. Frequency entrainment of a phase coherent attractor. 
Phys. Lett. A, 1992, 163:367 

[198] Pikovsky A S, Rosenblum M G, Osipov G. Phase synchronization of 
chaotic oscillators by external driving. Physica D, 1997, 104:219 

[199] Rosa E, Hayes S, Grebogi C. Noise filtering in communication with 
chaos. Phys. Rev. Lett., 1997, 78(7) :1247 

[200] Vadivasova T E, Balanov Aa G, Sosnovtseva O V. Synchronization in 
driven chaotic systems: diagnostics and bifurcation. Phys. Lett. A, 1999, 253:66 


参考 文献 361 





[201] Scháfer C, Rosenblum M G, Kurths J. Heartbeat synchronized with 
ventilation. Nature, 1998, 3902:239 

[202] Zaks M A, Park E, Rosenblum M G. Alternating locking ratios in im- 
perfect phase synchronization. Phys. Rev. Lett., 1999, 82(21) :4228 

[203] Park E, Zaks M A, Kurths J. Phase synchronization in the forced 
Lorenz system. Phys. Rev. E, 1999, 60(6) :6627 

[204] Pikovsky A, Osipov G, Rosenblum M. Attractor ~ repeller collision 
and eyelet intermittency at the transition to phase synchronization. Phys. Rev. 
Lett. , 1997, 79(1) :47 

[205] Rosenblum M G, Pikovsky A S, Kurths J. Phase synchronization of 
chaotic oscillators. Phys. Rev. Lett., 1996, 76(11):1804 

[206] Fujigaki H, Shimada T. Phase synchronization and nonlinearity deci- 
sion in the network of chaotic flows. Phys. Rev. E, 1997, 55(3):2426 

[207] Funk G D, Valenzuela I J, Milsom W K. Energetic consequences of 
coordinating wingbeat and respiratory rhythms in birds. J. Exp. Biol., 1997, 
200:915 

[208] Tass P, Rosenblum M G, Weule J. Detection of n: m phase locking 
from noisy data: application to magnetoencephalography. Phys. Rev. Lett., 
1998, 81(15) :3291 

[209] Lee K J, Kwak Y, Lim T K. Phase jumps near a phase synchroniza- 
tion transition in systems of two coupled chaotic oscillators. Phys. Rev. Lett., 
1998, 81(2) :321 
[210] Tang D Y, Heckenberg N R. Synchronization of mutually coupled cha- 
otic system. Phys. Rev. E, 1997, 55(6) :6618 
[211] DeShazer D J, Breban R, Ott E. Detecting phase synchronization in a 
chaotic laser array. Phys. Rev. Lett. , 2001, 87(4):044101 
1212] de Sousa Vieira M, Lichtenberg AJ, Lieberman M A. Synchronization 
of regular and chaotic systems. Phys. Rev. A, 1992, 46(12) : R7359 
[213] Zheng Z. Phase - locking dynamics in coupled circle — map lattices. 
Comm. Theor. Phys. , 2002, 37:557 
[214] Osipov G, Pikovsky A, Kurths J. Phase synchronization of chaotic ro- 
tators. Phys. Rev. Lett. , 2002, 88(5):054102 

[215] Osipov G V, Kurths J. Regular and chaotic phase synchronization of 
coupled circle maps. Phys. Rev. E, 2002, 65:016216 

[216] 郑 志 刚 , 胡 岗 , 周 昌 松 .耦合 混沌 系统 的 相同 步 : 从 部 分 同步 到 完全 同 





362 参考 文献 





步 .物理 学 报 ,2000, 49:2320 

[217] Zheng Z, Zhou C. Alternate phase synchronization in coupled chaotic 
oscillators. Comm. Theor. Phys. , 2002, 37:419 

[218] Zheng Z, Hu G, Hu B. Phase desynchronization as a mechanism for 
transitions to high — dimensional chaos. Comm. Theor. Phys. , 2001, 35:682 

[219] Osipov G. V, Pikovsky A S, Rosenblum M G. Phase synchronization 
effects in a lattice of nonidentical Réssler oscillators. Phys. Rev. E, 1997, 55(3): 
2353 

[220] Zhan M, Zheng Z, Hu G. Nonlocal chaotic phase synchronization. 
Phys. Rev. E, 2000, 62:3552 

[221] Zheng Z, Hu G, Hu B. Enhancement of phase synchronization through 
asymmetric couplings. Phys. Rev. E, 2000, 62:7501 

[222] Brunnet L, Chate H, Manneville P. Long — range order with local cha- 
os in lattices of diffusively coupled SPES. Physica D, 1994, 78:141 

[223] Goryachev A, Kapral R. Spiral waves in chaotic system. Phys. Rev. 
Lett. , 1996, 76(10):1619 

[224] Pikovsky A S, Rosenblum M G, Kurths J. Synchronization in a popu- 
lation of globally coupled chaotic oscillators. Europhys. Lett., 1996, 34(3) :165 

[225] Brunnet L, Chate H. Phase coherence in chaotic oscillatory media. 
Physica a, 1998, 2571347 

[226] Blasius B, Huppert A, Stone L. Complex dynamics and phase synchro- 
nization in spatially extended ecological systems. Nature, 1999, 399:354 

[227] Sakaguchi H. Phase transition in globally coupled Róssler oscillators. 
Phys. Rev. E, 2000, 61(6):7212 

[228] Zhan M, Hu G, Zhang Y. Generalized splay state in coupled chaotic 
oscillators induced by weak mutual resonant interactions. Phys. Rev. Lett., 
2001, 86(8):1510 

[229] Hu G, Zhang Y, Cerdeira H A. From low - dimensional synchronous 
chaos to high — dimensional desynchronous spatiotemporal chaos in coupled sys- 
tems. Phys. Rev. Lett. , 2000, 85(16) :3377 

1230] Zhang Y, Hu G, Cerdeira H A. Partial synchronization and spontane- 
ous spatial ordering in coupled chaotic systems. Phys. Rev. E, 2001, 63 (2): 
026211 

[231] Zhang Y, Hu G, Cerdeira H A. How does a periodic rotating wav 


emerge from high — dimension chaos in a ring of coupled chaotic oscillators?. Phys. 


参考 文献 363 





Rev. E, 2001, 64(3):037203 

[232] Parlitz U, Junge L, Lauterborn W. Experimental observation of phase 
synchronization. Phys. Rev. E, 1996, 54(2) :2115 

[233] Zheng Z, Hu G. Generalized synchronization versus phase synchroniza- 
tion. Phys. Rev. E, 2000, 62:7882 

[234] Gao J, Zheng Z, He D. Transition to phase synchronization through 
generalized synchronization. Chin. Phys. Lett. , 2003,20(7) :999 

[235] Rosenblum M G, Pikovsky A S, Kurths J. From phase to lag synchro- 
nization in coupled oscillators. Phys. Rev. Lett. , 1997, 78(22) :4193 

[236] Yin H, Dai J, Zhang H. Phase effect of two coupled periodically driver 
Duffing oscillators. Phys. Rev. E, 1998, 58(5):5683 
[237] Taherion S, Lai Y. Observability of lag synchronization of coupled cha- 
otic oscillators. Phys. Rev. E, 1999, 59(6) : R6247 
[238] Sosnovtseva O V, Balanov A G, Vadivasova T E. Loss of lag synchro- 
nization in coupled chaotic system. Phys. Rev. E, 1999, 60(6):6560 
[239] Boccaletti S, Valladares D L. Characterization of intermittent lag syn- 
chronization. Phys. Rev. E, 2000, 62(5): 7497 — 7500 
[240] Zhu L, Lai Y. Experimental observation of generalized time — lagged chaotic 
synchronization. Phys. Rev. E, 20001, 64(4):045205 


[241] Zhan M, Wei G W, Lai C. Transition from intermittency to periodici- 





ty in lag synchronization in coupled Róssler oscillators. Phys. Rev. E, 2002, 65 
(3):036202 
[242] Hampton A, Zanette D H. Measure synchronization in coupled Hamil- 
tonian systems. Phys. Rev. Lett., 1999, 83(11):2179 —2182 
[243] Wang X, Li H, Hu K. Partial measure synchronization in Hamiltonian 
systems. Int. J. Bif. & Chaos, 2002, 12:1141 
[244] Kaneko K. Chaotic but regular Posi - Nega switch among coded attrac- 
tors by Cluster ~ size Variation. Phys. Rev. Lett. , 1989, 63(3):219 —223 
[245] Konishi T, Kaneko K. Diffusion in Hamiltonian chaos and its size de- 
pendence. J. Phys. A, 1990, 23:L715 — L720; Clustered motion in symplectic 
coupled map systems. J. Phys. A, 1992, 25:6283 ~ 6297 
[246] Crisanti A, Falcioni M, Vulpiani A. Broken ergodicity and glassy be- 
havior in a deterministic chaotic Map. Phys. Rev. Lett. , 1996, 76(4) :612~615 
[247] Zheng Z, Li X. Clustering behavior in globally coupled rotator sys- 
tems. Comm. Theor. Phys., 1999, 32:367 





364 参考 文献 





[248] Ginzburg V L, Landau L D. On the theory of superconductivity. Zh. 
Eksp. Teor. Fiz., 1950, 20:1064 


[249] Aranson I S, Kramer L. The world of the complex Ginzburg — Landau 
equation. Rev. Mod. Phys. , 2002, 74:99 — 143 

[250] Chate H, Hohenberg P. Phase diagram of the two ~ dimensional com- 
plex Ginzburg - Landau equation. Physica A, 1996, 224:348 

[251] Van Saarloos W, Hohenberg P. Fronts, pulses, sources and sinks in 


generalized complex Ginzburg — Landau equation. Physica D, 1992, 56:303 





[252] Montagne R, Hernández - García E, Amengual A. Wound - up phase 
turbulence in the complex Ginzburg - Landau equation. Phys. Rev. E, 1997, 56 
(1):151—167 

[253] Amengual A, Hernández — Garcia E, Montagne R. Synchronization of 
spatiotemporal chaos: the regime of coupled spatiotemporal intermittency. Phys. 
Rev. Lett. , 1997, 78(23):4379 ~ 4382 

[254] Boccaletti S, Bragard J, Arecchi F T. Synchronization in nonidentical 
extended systems. Phys. Rev. Lett., 1999, 83(3):536 — 539 

[255] Chaté H, Pikovsky A, Parlitz U. Forcing oscillatory media: phase 
kinks VS synchronization. Physica D, 1999, 131:17 

[256] Junge L, Parlitz U. Phase synchronization of coupled Ginzburg — Lan- 
dau equations. Phys. Rev. E, 2000, 62(1):438 — 441 





[257] Kocarev L, Parlitz U. Synchronizing spatiotemporal chaos in coupled 
nonlinear oscillators. Phys. Rev. Lett., 1996, 77(11):2206 ~ 2209 

[258] Kocarev L, Tasev Z, Parlitz U. Synchronizing spatiotemporal chaos of 
partial differential equation. Phys. Rev. Lett., 1997, 79(1):51— 54 
[259] Kiss L, Gingl Z, Marton Z. 1/f noise in systems showing stochastic 
resonance. J. Stat. Phys. , 1993, 70:451 
[260] Pantazelou E, Moss F, Chialvo D. In noise in physical systems and 1/ 
f fluctuations. edited by Handel P, Chung A. New York: AIP Press, 1993 
[261] Bulsara A R, Schmera G. Stochastic resonance in globally coupled non- 
linear oscillators. Phys. Rev. E, 1993, 47(5):3734 — 3737 
[262] Bulsara A, Maren A, Schmera G. Single effective neuron: dendritic 
coupling effects and stochastic resonance. Biol. Cyb., 1993, 70:145 





[263] Inchiosa M E, Bulsara AR. Nonlinear dynamic elements with noisy si- 


nusoidal forcing: enhancing response via nonlinear coupling. Phys. Rev. E, 1984, 
52(1) :327 ~339 


参考 文献 365 





[264] Lindner J, Meadows B, Ditto W. Array enhanced stochastic resonance 
and spatiotemporal synchronization. Phys. Rev. Lett., 1995, 75:3 

[265] Wio H S. Stochastic resonance in a spatially extended system. Phys. 
Rev. E, 1996, 54(4) : 3075 ~ R3078 

[266] Rappel W J, Karma A. Noise - induced coherence in neural networks. 
Phys. Rev. Lett. , 1996, 77(15):3256 — 3259 

[267] Gluckman B J, Netoff T I, Neel E J. Stochastic resonance in a neuro- 


nal network from mammalian brain. Phys. Rev. Lett., 1996, 77(19):4098 — 
4101 





[268] Neiman A, Schimansky ~ Geier L, Moss F. Linear response theory ap- 
plied to stochastic resonance in models of ensembles of oscillators. Phys. Rev. E, 
1997, 56(1) : R9 — R12 

[269] Gade P M, Rai R, Singh H. Stochastic resonance in maps and coupled 
map lattices. Phys. Rev. E, 1997, 56(3):2518 —2526 

[270] Castelpoggi F, Wio H S. Stochastic Resonant media: effect of local and 
nonlocal coupling in reaction — diffusion models. Phys. Rev. E, 1998, 57(5): 
5112 — 5121 

[271] Kuperman M N, Wio H S, Izás G. Stochastic resonant media: signal 一 
to — noise ratio for the activator — inhibitor system through a quasivariational ap- 
proach. Phys. Rev. E, 1998, 57(5):5122— 5125 

[272] Haeften B V, Deza R, Wio H S. Enhancement of stochastic resonance 
in distributed systems due to a selective coupling. Phys. Rev. Lett., 2000, 84 
(3):404 — 407 

[273] Lindner J F, Meadows B K, Ditto W L. Scaling laws for spatiotempo- 
ral synchronization and array enhanced stochastic resonance. Phys. Rev. E, 1996, 
53(3):2081 — 2086 

[274] Lindner J F, Breen BJ, Wills M E. Monostable array — enhanced sto- 
chastic resonance. Phys. Rev. E, 2001, 63:051107 —1— 951107 -6 

[275] Marchesoni F, Gammaitoni L, Bulsara A. Spatiotemporal stochastic 
resonance in a model of kink — antikink nucleation. Phys. Rev. Lett., 1996, 76 
(15) :2609 — 2612 

[276] Currie J F, Krumhansl J A, Bishop A R. Statistical mechanics of one 
— dimensional solitary ^ wave — bearing scalar fields: exact results and ideal — gas 
phenomenology. Phys. Rev. B, 1980, 22(2) :477 —496 

[277] Rajaraman R. Soliton and instantons. Amsterdam: North - Holland, 


366 参考 文献 





1982 

[278] Marchesoni 下 ，Harmonic mixing signal: doubly dithered ring laser gy- 

roscope. Phys. Lett. A, 1986, 115:29 

[279] McLaughlin D W, Scott A C. Perturbation analysis dynamics. Phys. 

Rev. A, 1978,18(4) : 1652 ~ 1680 

[280] Marchesoni F. Internal friction by pinned dislocations: theory of the 

bordoni peak. Phys. Rev. Lett., 1995, 74(15):2973 ~2976 

[281] Langer J S. Statistical theory of the decay of metastable states. Ann. 

Phys. , 1969, 54:258 —275 

[282] Lócher M, Johnson G A, Hunt E R. Spatiotemporal stochastic reso- 

nance of coupled diode resonators. Phys. Rev. Lett. , 1996, 77(23):4698 —4701 
[283] Lócher her M, Cigna D, Hunt E R. Stochastic resonance in coupled 

nonlinear dynamic elements. Chaos, 1998, 8(3):604 —615 





[284] Rollins R W, Hunt E R. Exactly solvable model of physical system ex- 
hibiting universal chaotic behavior. Phys. Rev. Lett. , 1982, 49(18):1295 — 1298 
[285] Johnson G A, Lócher M, Hunt E R. Stabilized spatiotemporal waves 
in a convectively unstable open flow system: coupled diode resonators. Phys. Rev. 
E, 1996, 51(3) : R1625 — R1628 
[286] Vilar J M G, Rubi J M. Spatiotemporal stochastic resonance in the 
Swift ~ Hohenberg equation. Phys. Rev. Lett. , 1976, 78(15):2886 — 2889 
[287] Swift J B, Hohenberg P C. Hydrodynamic fluctuations at the convec- 
tive instability. Phys. Rev. A, 1977, 15(1):319 — 328 
[288] Hohenberg P C, Swift J B. Effects of additive noise at the onset of 
Rayleigh - Benard convection. Phys. Rev. A, 1992, 46(8) :4773 —4785 
[289] Bruce A D. Structural phase transitions. Adv. Phys. , 1980, 29:111 





[290] Dewel G, Borckmanns P, Walgraef D. Turbulent mixing and bistabili- 
ty in chemical systems. Phys. Rev. A, 1985, 31(3):1983 ~ 1985 

[291] Shiino M. Ddynamical behavior of stochastic of infinitely many coupled 
nonlinear oscillators exhibiting phase transitions of mean ~ field type: H theorem 
on asymptotic approach to equilibrium and critical slowing down of order — parame- 
ter fluctuations. Phys. Rev. A, 1987, 36(5):2393~ 2412 

[292] Wiesenfeld K. Amplification by globally coupled arrays: coherence and 
symmetry. Phys. Rev. A, 1991, 44(6) :3543~3551 

[293] Jung P, Behn U, Pantazelou E. Collective response in globally coupled 
bistable systems. Phys. Rev. A, 1991, 46(4):R1809~ R1712 


参考 文献 367 





[294] Wiesenfeld K, Bracikowski C, James G. Observation of antiphase 
states in a multimode laser. Phys. Rev. Lett., 1990, 65(14) :1749 — 1752 

[295] Morillo M, Gomez - Ordonez J, Casado J M. Stochastic resonance in a 
mean - field model of cooperative behavior. Phys. Rev. E, 1995, 52(1):316 — 
320 

[296] Gang W, Haken H, Fagen X. Stochastic resonance with sensitive fre- 
quency dependence in globally coupled continuous systems. Phys. Rev. Lett., 
1996, 77(10):1925 —1928 

[297] Zhang Y, Hu G, Liu H. Collective behavior in globally coupled sys- 
tems consisting of two kinds of competing cells. Phys. Rev. E, 1998, 57(3): 
2543 — 2548 

[298] Zaikin A A, Kurths J, Schimansky - Geier L. Doubly stochastic reso- 
nance. Phys. Rev. Lett. , 2000, 85(2) :227 —231 

[299] Van den Broeck C, Parrondo J M R, Toral R. Noise ~ induced non- 
equilibrium phase transition. Phys. Rev. Lett., 1994, 73(25):3395 — 3398 

[300] Van den Broeck C, Parrondo J M R, Toral R. Nonequilibrium phase 
transitions induced by multiplicative noise. Phys. Rev. E, 1997, 55(4):4084 — 
4094 | 

[301] Zaikin A A, Schimansky - Geier L. Spatial patterns induced by addit- 
ive noise. Phys. Rev. E, 1998, 58(4):4355 ~ 4360 

[302] Mangioni S, Deza R, Wio H S. Disordering effects of color in nonequi- 
librium phase transitions induced by multiplicative noise. Phys. Rev. Lett., 
1997, 79(13): 2389 — 2393 

[303] Gao Z, Hu B, Hu G, Stochastic resonance of small ~ world networks. 
Phys. Rev. E, 2001, 65:012609 — 1 —012609 — 4 

[304] Kim S, Park S H, Pyo H B. Stochastic resonance in coupled oscillator 
systems with time delay. Phys. Rev. Lett., 1999, 82(2) :1620 ~ 1623 

[305] Locher M, Cigna D, Hunt E R. Noise sustained propagation of a signal 
in coupled bistable electronic elements. Phys. Rev. Lett. , 1998, 80(23):5212— 
5215 

[306] Zhang Y, Hu G, Gammaitoni L. Signal transmission in one — way cou- 
pled bistable systems: noise effect. Phys. Rev. E, 1998, 58(3):2952 — 2956 

[307] Lindner J F, Chandramouli S, Bulsara A R. Noise enhanced propagation. 
Phys. Rev. Lett. , 1998, 81(23) : 5048— 5051 

[308] Sarmiento A, Reigada R, Romero A H. Enhanced pulse propagation in 


368 参考 文献 





nonlinear arrays of oscillators. Phys. Rev. E, 1999, 60(5):5317 — 5326 

[309] Perazzo R, Romanelli L, Deza R. Fault tolerance in noise — enhanced 
propagation. Phys. Rev. E, 2000, 61(4): R3287 — R3290 

[310] Lacher M, Chatterjee N, Marchesoni F. Noise sustained propagation: 
local versus global noise. Phys. Rev. E, 2000, 61(5):4954 —4961 

[311] Stocks N G. Information transmission in parallel threshold arrays: su- 
prathreshold stochastic resonance. Phys. Rev. E, 2001, 63:041114 — 1— 041114 
-9 

[312] Reigada R, Sarmiento A, Lindenberg K. Thermal resonance in signal 
transmission. Phys. Rev. E, 2001, 63:066113— 1— 066113 — 12 

[313] Báscones R, García - Ojalvo J, Sancho J M. Pulse propagation sus- 
tained by noise in arrays of bistable electronic circuits. Phys. Rev. E, 2002, 65: 
061108 —1—061108— 5 

[314] Zaikin A A, García ~ Ojalvo J, Schimansky — Geier L. Noise induced 
propagation in monostable media. Phys. Rev. Lett. , 2002, 88(1): 010601—1— 
010601 — 4 
[315] Dowling J E. Neurons and networks: an introduction of neuroscience 
Cambridge, Massachusetts: Harvard Uni. Press, 1992 
[316] 欧阳 顾 . 反 应 扩散 系统 中 的 斑 图 动力 学 .上 海 :上 海 科技 教育 出 版 社 ， 
2000 
[317] FitzHugh R. Impulses and physiological states in models of nerve mem- 
brane. Biophys. J., 1961, 1:445 — 466 
[318] Nagumo J S, Arimoto S, Yoshizawa S. An active pulse transmission 


line simulating nerve axom. Proc. , 1962, 50:2061 





[319] Gong P, Xu J. Global dynamics and stochastic resonance of the forced 
fitzhugh — nagumo neuron model. Phys. Rev. E, 2001, 63:031906 —1— 031906 — 10 

[320] Hodgkin A L, Huxley A F. A quantitative description of membrane 
current and its application to conduction and excitation in nerve. J Physiol( Lon- 
don), 1952, 117:500 — 544 

[321] Field R J, Burger M. Oscillations and traveling waves in chemical sys- 
tems. New York: Wiley,1985 

[322] Kapral R, Showalter K, eds. Chemical waves and patterns. Dor- 
drecht: Kluwer Academic, 1993 

[323] Field R J, Koros E, Noyes R M. Oscillations in chemical systems IJ 


thorough analysis of temporal oscillations in the bromate — cerium — malonic acid 


参考 文献 369 





system. J Am. Chem. Soc, 1972, 94:8649 


[324] Belousov B P. Referatov po radiatsionni meditsine. Moscow: Medgiz, 
1958 
[325] Zaikin A N, Zhabotinsky A M. Concentration wave propagation in two 
— dimensional liquid — phase self ~ oscillating system. Nature, 1970, 225:535 
[326] Winfree A T. Spiral waves of chemical activity. Science, 1972, 175: 
634 ~ 636 

[327] Kuhnert L, Agladeze K I, Krinsky V I. Image processing using light 
— sensitive chemical waves. Nature, 1989, 337:244 — 247 





[328] Krug H J, Pohlmann L, Kuhnert L. Analysis of the modified complete 
oregonator accounting for oxygen sensitivity and photosensitivity of Belousove — 
Zhabotinsky systems. J Phys. Chem. , 1990, 94:4862 — 4866 

[329] Field R J, Noyes R M. Oscillations in chemical systems 4. Limit cycle 
behavior in a model of a real chemical reaction. J. Chem. Phys. , 1973, 60:1877 
[330] Tyson J J, Fife P C. Target patterns in a realistic model of the 
Belousove - Zhabotinskii reaction. J. Chem. Phys. , 1980, 73:2224 — 2237 

[331] Kuhnert L. A new optical photochemical memory device in a light 一 
sensitive chemical active medium. Nature, 1986, 319:393 — 394 





[332] Tóth A, Gáspár V, Showalter K. Signal transmission in chemical sys- 


tems: propagation of chemical waves through capillary. J. Phys. Chem. , 1994, 
98:522—531 


r 


[333] Tyson J J, Keener J P. Singular perturbation theory of traveling waves 
in excitable media (a review). Physcia D, 1987, 29:215 

[334] Keener J P. The dynamics of three — dimension scroll waves in excit- 
able media. Physica D, 1988, 31:269 

[335] Fife P C. Understanding the patterns in the BZ reagent. J. Stat. 
Phys. , 1985, 39:687 

[336] Galss L, Josephson M E. Resettng and annihilation of reentrant abnor- 
mally rapid heartbeat. Phys. Rev. Lett., 1995, 75(10) :2059 — 2062 

[337] Nagai Y, Gonzalez H, Shrier A. Paroxysmal starting and stopping of 
circulating waves in excitable media. Phys. Rev. Lett. , 2000, 84:4248 — 4251 
[338] Ouyang Q, Flesselles J M. Transition from spirals to turbulence. Na- 
ture, 1996, 379:143 

[339] Petrov V, Ouyang Q, Swinney H L. Resonant pattern formation in 
achemical system. Nature, 1997, 388:655 —657 





370 参考 文献 





[340] Zheng Z, Cross M. Defect — induced propagation in excitable media. 
Int. J. Bif. & Chaos, 2003 (in press) 

[341] Hu G, Ditzinger T, Ning C Z. Stochastic resonance without external 
periodic force. Phys. Rev. Lett. , 1993, 71:807 —810 

[342] Sigeti D, Horsthemke W. The twist map, the extended Frenkel 
Kontorova model and the Devil's staircase. J. Stat. Phys, 1989, 54:1217 

[343] Pikovsky A S, Kurths J. Coherence resonance in a noise — driven excit- 
able system. Physica Review Letters, 1997, 78:775— 778 

[344] Neiman A, Saparin P I, Stone L. Coherence resonance at noisy precur- 
sors of bifurcations in nonlinear dynamical systems. Phys. Rev. E, 1997, 56:270 
一 273 

[345] Lee S G, Neiman A, Kim S. Coherence resonance in a Hodgkin 一 
Huxley neuron. Phys. Rev. E, 1998, 57:3292 — 3297 

[346] Ohira T, Sato Y. Resonance with noise and delay. Phys. Rev. Lett., 
1999, 82:2811— 2815 

[347] Pradines J R, Osipov G V, Collins J J. Coherence resonance in excit- 
able and oscillatory systems: the essential role of slow and fast dynamics. Phys. 
Rev. E, 1999, 60:6407 —6410 

[348] Lindner B, Schimansky - Geier L. Analytical approach to the stochas- 
tic FitzHugh — Nagumo system and coherence resonance. Phys. Rev. E, 1999, 
60:7270 ~ 7276; Coherence and stochastic resonance in a two ~ state system. 
Phys. Rev. E, 2000, 61:6103— 6110 

[349] Yu Y, Wang W, Wang W. Resonance ~ enhanced signal detection and 
transduction in the Hodgkin - Huxley neuronal systems. Phys. Rev. E, 2001, 
63:021907 

[350] Hu B, Zhou C. Phase synchronization in coupled nonidentical excitable 
systems and array — enhanced coherence resonance. Phys. Rev. E, 2000, 61: 
R1001~ R1004; Symmetry — breaking on — off intermittency under modulation: 
Robustness of supersensitivity, resonance, and information gain. Phys. Rev. E, 
2000, 62:1983 

[351] Egula M C, Mindlin G B. Distribution of interspike times in noise — 
driven excitable systems. Phys. Rev. E, 2000, 61:6490 ~ 6499 

[352] Baltanas J P, Casado J M. Bursting behaviour of the FitzHugh — Nagumo 
neuron model subject to quasi — monochromatic noise. Physica D, 1998, 122:231— 240 

[353] Makarov V A, Nekorkin V I, Velarde M G. Spiking behavior in a 


参考 文献 371 





noise — driven system combining oscillatory and excitatory properties. Phys. Rev. 
Lett. , 2001, 86:3431 —3434 

[354] Longtin A, Chialvo D R. Stochastic and deterministic resonances for 
excitable systems. Phys. Rev. Lett., 1998, 81:4012 —4015 

[355] Kàdàr S, Wang J, Showalter K. Noise — supported travelling waves in 
sub - excitable media. Nature, 1998, 391:770 — 772 

[356] Sendifia - Nadal I, Munuzuri A P, Vives D. Wave propagation in a 
medium with disordered excitability. Phys. Rev. Lett., 1998, 80:5437 — 5440 

[357] Zhou L Q, Jia X, Ouyang Q. Experimental and numerical studies of 
noise — induced coherent patterns in a subexcitable system. Phys. Rev. Lett., 
2002, 88:138301 

[358] Wang J, Kàdàr S, Jung P. Noise driven avalanche behavior in subex- 
citable media. Phys. Rev. Lett., 1999, 82:855 —858 

[359] Bak P, Tang C, Wiesenfeld K. Self — organized criticality: an explana- 
tion of the 1/f noise. Phys. Rev. Lett. , 1987, 59:381 — 384 

[360] Bak P, Chen K, Creutz M. Self - organized criticality in the "Game of 
Life". Nature, 1989, 342:780 
[361] Jung P. Thermal waves, criticality and self — organization in excitable 
media. Phys. Rev. Lett., 1997, 78:1723 —1726 
[362] Jung P, Mayer ~ Kress G. Spatiotemporal stochastic resonance in ex- 
citable media. Phys. Rev. Lett., 1995, 74:2130 —2133 
[363] Jung P, Cornell - Bell A, Moss F. Noise Sustained waves in subexcit- 


able media: From chemical waves to brain waves. Chaos, 1998, 8:567 





[364] Sanz - Anchelergues A, Zhabotinsky A M, Epstein I R. Turing pat- 
tern formation induced by spatially correlated noise. Phys. Rev. E, 2001, 63: 
056124 

[365] Hou Z, Yang L, Zuo X. Noise induced pattern transition and spatio- 
temporal stochastic resonance. Phys. Rev. Lett., 1998, 81:2854 —2857 

[366] Barkley D. A model for fast computer simulation of waves in excitable 
media. Physica D, 1991, 49:61 

[367] Alonso S, Sendina - Nadal I, Pérez - Mufiuzuri V. Regular wave prop- 
agation out of noise in chemical active media. Phys. Rev. Lett., 2001, 87: 
078302 

[368] Neiman A, Schimansky - Geier L, Cornell - Bell A. Noise — enhanced 
phase synchronization in excitable media. Phys. Rev. Lett., 1999, 83:4896 — 


372 参考 文献 





4899 


[369] Zhou C, Kurths J, Hu B. Array — enhanced coherence resonance; non- 
trivial effects of heterogeneity and spatial independence of noise. Phys. Rev. 
Lett. , 2001, 87:098101 

[370] Lai Y, Liu Z. Noise — enhanced temporal regularity in coupled chaotic 
oscillators. Phys. Rev. E, 2001, 64:066202 

[371] Zhou C, Kurths J. Spatiotemporal coherence resonance of phase syn- 
chronization in weakly coupled chaotic oscillators. Phys. Rev. E, 2002, 65: 
R040101 

[372] in, SEA. BRA WS Bit. 上海: 上 海 科 技 出 版 社 ,1992 

[373] Yeomans J M. Solid state physics (vol. 41). edited by Ehrenreich H, 
Turnbull D. New York: Academic, 1988 

[374] Kivshar Y, Malomed B. Dynamics of solitons in nearly integrable sys- 
tems. Rev. Mod. Phys., 1989, 61:763 —915 

[375] Remoissenet M. Waves called solitons, concepts and experiments. Ber- 
lin: Springer - Verlag,1994 
[376] Frenkel J, Kontorova T. On the theory of plastic deformation and 
twinning. Phys. Z. Sowjetunion, 1938, 13:1 
[377] Aubry S. Trajectories of the twist map with minialk action and connec- 
tion with incommensurate structures. Physics. Report, 1984, 103:12 
[378] Selke W. The annni model — theoretical analysis and experimental ap- 
plication. Physics. Report, 1988, 170:213 
[379] Floria L, Mazo J. Dissipative dynamics of the Frenkel — Kontorova 
model. Adv. Phys. 1996, 45:505 
[380] Fisher D S. Threshold behavior of charge — density waves pinned by 
impurities. Phys. Rev. Lett., 1983, 50:1486 — 1489; Sliding charge ~ density 
waves as a dynamic critical phenomenon. Phys. Rev. B, 1985, 31:1396 — 1427 





[381] Coppersmith S. Dynamics of an incommensurate harmonic chain. 
Phys. Rev. B, 1984, 30:410 —412 

[382] Coppersmith S, Fisher D. Threshold behavior of a driven incommensu- 
rate harmonic chain. Physical Review A, 1988, 38:6338 —6350 

[383] Sneddon L, Cox K. Oscillatory instability in the dynamics of incom- 
mensurate structures. Physical Review Letters, 1987, 58:1903 — 1905 


r 


[384] Sneddon L, Liu S. Renormalization — group theory of the incommensu- 





rate pinning transition and threshold dynamics. Phys. Rev. B, 1991, 43:5798 ~ 


参考 文献 373 





3804 


[385] Floria L, Falo F. Shapiro steps in the steady — state dynamics of in- 
commensurate structures. Phys. Rev. Lett., 1992, 68:2713 —2717 

[386] Falo F, Floria L, Martinez P. Unlocking mechanism in the ac dynam- 
ics of the Frenkel - Konorvoa model. Phys. Rev. B, 1993, 48(10) :7434 — 7437 

[387] Mazo J, Falo F, Floria L. Stability of metastable structures in dissipa- 
tive ac dynamics of the Frenkel - Kontorova model. Phys. Rev. B, 1995, 52(9): 
6451 — 6457 

[388] Zant H, Orlando T, Watanabe S, Strogatz S. Kink propagation in a 
highly discrete system: observation of phase locking to linear waves. Phys. Rev. 
Lett. , 1995,74(1) :174 — 177 

[389] Ustinov A, Cirillo M, Malomed B. Fluxon dynamics in one — dimen- 
sional Josephson ~ junction arrays. Phys. Rev. B, 1993, 47(13):8357 ~ 8360; 
Experimental and numerical study of dynamic regimes. Phys. Rev. B, 1995, 51 
(5) 3081 ~ 3091 

[390] Watanabe S, Zant H, Strogatz S. Dynamics of circular arrays of Jo- 
sephson junctions and the discrete sine — Gordon equation. Physica D, 1996, 97: 
429 

[391] Watanabe S, Strogatz S, Zant H. Whirling modes and parametric in- 
stabilities in the discrete sine - Gordon equation: experimental tests in Josephson 
rings. Phys. Rev. Lett., 1995, 74(3) :379 — 382 

[392] Ryu S, Yu W, Stroud D. Dynamics of an underdamped Josephson 一 
junction ladder. Phys. Rev. E, 1996, 53(3) :2190 —2195 

[393] Kim B, Kim S, Lee S. Defect motions and smearing of Shapiro steps 
in Josephson - junction ladders. Phys. Rev. B, 1995, 51(13):8462 —8466 

[394] Kim J, Choe W, Kim S, Lee H. Dynamics of Josephson - junction 
ladders. Phys. Rev. B, 1994, 49(1):459 — 464 
[395] Persson B N J. Sliding friction: principles and applications. Heidel- 
berg :Springer — Verlag, 1998 
[396] Persson B N J. Theory and simulation of sliding friction. Phys. Rev. 
Lett. , 1993, 71(8):1212 — 1215 
[397] Krupenkin T N, Taylor P L. Microscopic theory of chain pullout in 
polymeric liquid crystals. Phys. Rev. B, 1995, 52(9):6400 —6410 
[398] Weiss M, Elmer F J. Dry friction in the Frenkel ~ Kontorova — Tom- 
linson model: static properties. Phys. Rev. B, 1996, 53(11):7539 — 7549 





374 参考 文献 





[399] Elmer F J. Avalanches in the weakly driven Frenkel - Kontorova mod- 
el. Phys. Rev. E, 1994, 50(6):4470 — 4487; Self — organized criticality in the 
weekly driven Frenkel - Kontorova model. Helv. Phys. Acta, 1993, 66:99 

[400] Peyrard M, Aubry S. Critical behavior at the transition by breaking of 
analyticity in the discrete Frenkel - Kontorova model. J. Phys. C, 1983, 16:1593 
~ 1608 

[401] Meiss J D. Symplectic maps, variational principles and transport. Rev. 
Mod. Phys., 1992, 64(9) :795 ~ 848 

[402] Aubry S. The twist map, the extended Frenkel - Kontorova model and 
the devil’s staircase. Physica D, 1983, 7:240 

[403] Coppersmith S, Fisher D. Pinning transition of the discrete sine — Gor- 
don equation. Phys. Rev. B, 1983, 28(5):2566 —2581 

[404] Chou W, Griffiths R B. Ground states of one — dimensional systems 
using effective potentials. Phys. Rev. B, 1986, 34(9):6219 —6234 

[405] Griffiths R B, Chou W. Effective potentials:a new approach and new 
results for one — dimensional systems with competing length scales. Phys. Rev. 
Lett., 1986, 56(18):1929 — 1931 

[406] Biham O, Mukamel D. Global universality in the Frenkel ~ Kontorova 
model. Phys. Rev. A, 1989, 39(10):5326 — 5335 

[407] de Seze L, Aubry S. Critical behavior at the transition by breaking of 
analyticity and application to the Devil’ s staircase. J. Phys. C, 1984, 17:389 — 
403 

[408] Mackay R S. Renormalization in area — preserving maps. Singapore: 
World Scientific, 1993 

[409] Middleton A, Fisher D. Critical behavior of pinned charge — density 
waves below the threshold for sliding. Phys. Rev. Lett., 1991, 66(1):92—95; 
Critical behavior of charge — density waves below threshold: numerrical and scaling 
analysis. Phys. Rev. B, 1993, 47(7) :3530 — 3552 

[410] Middleton A A. Asymptotic uniqueness of the sliding state for charge — 
density waves. Phys. Rev. Lett., 1992, 68(5):670 —673 

[411] Sneddon L. Sliding dynamics of the incommensurate chain. Phys. 
Rev. Lett., 1984, 52(1):65— 68; Dynamics of incommensurate structures: an 
exact solution. Phys. Rev. B, 1984, 30(4):2974 — 2976 

[412] Coppersmith S. Overdamped Frenkel - Kontorova model with random- 


ness as a dynamical system: mode locking and derivation of discrete maps. Phys. 


参考 又 献 375 





Rev. A, 1987, 36(7):3375 ~ 3382 

[413] Coppersmith S, Littlewood P. Interference phenomena and mode lock- 
ing in the model of deformable sliding charge — density waves. Phys. Rev. Lett., 
1986, 57(15) :1927 — 1930; Pulse ~ duration memory effect and deformable charge 
— density waves. Phys. Rev. B, 1987, 36(1):311—317 

[414] Tang C, Wiesenfeld K, Bak P. Phase organization. Phys. Rev. 
Lett., 1987, 58(12):1161— 1164 

[415] Maginu K. Spatially homogeneous and inhomogeneous oscillations and 
chaotic motion in the active Josephson junction line. J SIAM J. Appl. Math, 
1983, 43:225 
[416] Marcus P M, Imry Y. Steady oscillatory stales of a finite Josephson 
junction. Sol. State Comm. , 1980 ,33:345 
[417] Maginu K J. Differential equations. 1980, 37:238 


[418] Berkov S E, Lifsic A E. Wave motions. Phys. Lett. A, 1984, 106: 
71 





[419] Currie J, Trullinger S, Bishop A. Numerical simulation of sine — Gor- 
don soliton dynamics in the presence of perturbations. Phys. Rev. B, 1977, 15 
(12) :5567 ~ 5580 

[420] Peyrard M, Kruskal M. Kink dynamics in the highly discrete sine — 
Gordon. Physica D, 1984, 14:88 

[421] Boesch R, Willis C R, E1 - Batanouny M. Spontaneous emission of ra- 
diation from a discrete sine - Gordon kink. Phys. Rev. B, 1989, 40(4):2284 — 
2296 

[422] Boesch R, Willis C R. Exact determination of the Peieris ~ Nabarro 
frequency. Phys. Rev. B, 1989, 39(1) :361~ 368 

[423] Zheng Z, Hu B, Hu G. Resonant steps and spatiotemporal dynamics in 
the damped dc - driven Frenkel ~ Kontorova chain. Phys. Rev. B, 1998, 58:5453 

[424] Zheng Z. Discrete breathers in lattices of coupled oscillators. Comm. 
Theor. Phys. , 2001, 35:137 

[425] Nayfeh A H, Mook D T. Nonlinear Oscillations. New York: Wiley, 
1979 

[426] Zheng Z, Hu B. Collective topological dynamics in the Frenkel ~ Kon- 
torova chains. Phys. Rev. E, 2000, 62:4294 

(427] Braun O M, Bishop A R, Roder J. Hysteresis in the underdamped 
driven Frenkel — Kontorova model. Phys. Rev. Lett., 1997, 79(19): 3692 一 


376 参考 文献 





3695 


[428] Munakata T. Kink dynamics and kink — pair nucleation in the discrete 
Frenkel — Kontorova model. Phys. Rev. A, 1992, 45(2):1230 — 1237 

[429] Strunz T, Elmer F J. Driven Frenkel ~ Kontorova model. I. Uni- 
form sliding states and dynamical domains of different particle densities. Phys. 
Rev. E, 1998, 58(2):1601 — 1611; Driven Frenkel - Kontorova model. J]. Cha- 
otic sliding and nonequilibrium melting and freezing. Phys. Rev. E, 1998, 58 
(2):1612 — 1620 

[430] Dmitriev S V, Miyauchi T, Abe K. Kink - breathers solution in the 
weakly discrete Frenkel - Kontorova mode. Phys. Rev. E, 2000, 61(5):5880 — 
5885 

[431] Braun O M, Hu B, Zeltser A. Driven kink in the Frenkel — Kontorova 
model. Phys. Rev. E, 200, 62(3):4235 ~ 4245 

[432] Braun O M. Supersonic and multiple topological excitations in the driv- 
en Frenkel ~ Kontorova model with exponential interaction. Phys. Rev. E, 2000, 
62(5):7315 — 7319 

[433] Consoli L, Knops H J F, Fasolino A. Onset of sliding friction in in- 
commensurate systems. Phys. Rev. Lett. , 2000, 85(2) :302 —305 

[434] Braun O M, Paliy M V, Röder J. Locked - to — running transition in 
the two — dimensional underdamped driven Frenkel — Kontorova model. Phys. 
Rev. E, 2001, 63:036129 

[435] Zheng Z. Multistable spatiotemporal dynamics in the driven Frenkel - 
Kontorova lattice. Comm. Theor. Phys. , 2001, 36:37 

[436] Takeno S, Homma S J. Self - localized anharmonic rotational models of 
bases in DNA. Phys. Soc. Jpn. , 1990, 59:1890 

[437] Wang X Y, Taylor P L. Devil's staircase, critical thickness and propa- 
gating fingers in antiferroelectric liquid crystals. Phys. Rev. Lett. , 1996, 76(4): 
640 — 643 

[438] Yokoi C, Tang L, Chou W. Ground state of the one — dimensional chi- 
tal XY model in a field. Phys. Rev. B, 1988, 37(4):2173 —2198 

[439] Antoni M, Ruffo S. Clustering and relaxation in Hamiltonian long 一 
range dynamics. Phys. Rev. E, 1995, 52(3):2361 — 2347 

[440] Zheng Z, Hu B, Hu G. Spatiotemporal dynamics of discrete sine 一 
Gordon lattices with sinusoidal couplings. Phys. Rev. E, 1998, 57:1139 

[441] Zheng Z. Discrete breathers in lattices of coupled oscillators. Comm. 


参考 文献 377 





Theor. Phys. , 2001, 35:137 

[442] MacKay R S, Aubry S. Proof of existence of breathers for time — re- 
versible of Hamiltonian networks of weakly coupled oscillators. Nonlinearity , 1994 , 
7:1623 ~ 1643 

[443] Aubry S. Breathers in nonlinear lattices: existence, linear stability and 
quantization. Physica D, 1997, 103:201 

[444] Marin J L. Breathers in nonlinear lattices: existence linear stability and 
quantization. Intrinsic localized modes in nonlinear lattices. Spain: University of 
Zaragoza, 1997 

[445] Flach S, Willis R C. Discrete breathers. Phys. Rep. , 1998, 295;181 

[446] Marín J L, Falo F, Martínez P J. Discrete breathers in dissipative lat- 
tices. Phys. Rev. E, 2001, 63:066603 

[447] Schneider T, Stoll E P, Morf R. Brownian motion of interacting and 
noninteracting particles subject to a periodic potential and driven by an external 
field. Phys. Rev. B, 1978, 18(3):1417~ 1424 

[448] Guyer R A, Miller M D. The sine - Gordon chain. II. Nonequilibrium 
statistical mechanics. Phys. Rev. A, 1978, 17(5):1774 —1791 

[449] Schneider T, Stoll E. Dynamics of the sine — Gordon chain. Phys. 
Rev. Lett. , 1978, 41(21):1429 — 1432; Classical statistical mechanics of the sine 
— Gordon and Ẹ* chains: static properties. Phys. Rev. B, 1980, 22(11):5317— 
5338 

[450] Mazroui M, Boughaleb Y. Interacting Brownian particles in a two di- 
mensional periodic potential. Physica A, 1996, 227:93 

[451] Braun O M, Dauxios T, Paliy M V. Dynamical transitions in correlat- 
ed driven diffusion in a periodic potential. Phys. Rev. Lett., 1997, 78(7) :1295 
~ 1298 

[452] Zheng Z, Hu B, Hu G. Array - induced collective transport in the 
Brownian motion of coupled nonlinear oscillator systems. Phys. Rev. E, 1998, 
58:7085 

[453] Besseling R, Niggebrugge R, Kes P H. Transport properties of vorti- 
ces in easy flow channels: a Frenkel - Kontorova study. Phys. Rev. Lett. , 1999, 
82(15) :3144 — 3147 

(454] Kreuzer H J, eds. Nonequilibrium thermodynamics and its statistical 
foundations. Oxford: Clarendon Press,1981 

[455] Rich M, Visscher W M. Disordered harmonic chain with self ~ consis- 


378 参考 文献 





tent reservoirs. Phys. Rev. B, 1975, 11(6):2164 —2170 

[456] Casati G, Ford J, Vivaldi F. One — dimensional classical many ~ body 
system having a normal thermal conductivity. Phys. Rev. Lett. , 1984. 52(21): 
1861 —1864 

[457] Gillan M J, Holloway R W. Transport in the Frenkel — Kontorova 
model. LH. Thermal conductivity. J. Phys. C, 1985, 18:5705 —5720 

[458] Prosen T, Robnik M. Energy transport and detailed verification of 
Fourier heat law in a chain of colliding harmonic oscillators. J. Phys. A, 1992, 
25, 3449 ~ 3472 

[459] Lepri S, Livi R, Politi A. Heat conduction in chains of nonlinear oscil- 
lators. Phys. Rev. Lett., 1997, 78(10):1896 — 1899 

[460] Hu B, Li B, Zhao H. Heat conduction in one — dimensional chains. 
Phys. Rev. E, 1998, 57(3):2992 —2995 

[461] Alonso D, Artuso R, Casati G. Heat conductivity and dynamical insta- 
bility. Phys. Rev. Lett., 1999, 82(9):1859 —1862 

[462] Tsironis G. P, Bishop A R,Savin A V. Dependence of thermal con- 
ductivity on discrete breathers in lattices. Phys. Rev. E, 1999, 60(6) :6610 —6613 

[463] Prosen T, Campbell D K. Momentum conservation implies anomalous 
energy transport in 1D classical lattices. Phys. Rev. Lett., 2000, 84:2857; Hu 
B, Li B, Zhao H. Heat conduction in one — dimensional nonintegrable systems. 
Phys. Rev. E, 2000, 61(4):3828 —3831 

[464] Gendelman O V, Savin A V. Normal heat conductivity of the one — di- 
mensional lattice with periodic potential of nearest — neighbor interaction. Phys. 
Rev. Lett. , 2000, 84(11):2381 —2384 

[465] Li B, Zhao H, Hu B. Can disorder induce a finite thermal conductivity 
in 1D Lattices?. Phys. Rev. Lett. , 2001, 86(1):63— 66 

[466] Garrido P L, Hurtado P I, Nadrowski B . Simple one 一 dimensional 
model of heat conduction which obeys Fourier’ s Law. Phys. Rev. Lett., 2001, 
86(24) :5486 ~ 5489 

[467] Dhar A. Heat conduction in the disordered harmonic chain revisited. 
Phys. Rev. Lett. , 2001, 86(26):5882 —5885 

[468] Savin A V, Tsironis G. P, Zolotaryuk A V. Heat conduction in one ~ 
dimensional systems with hard — point interparticle interactions. Phys. Rev. 
Lett. , 2002, 88(15):154301 

(469] L. Yang. Finite heat conduction in a 2D disorder lattice. Phys. Rev. 


参考 文献 379 





Lett. , 2002, 88(9) :094301 
[470] Terraneo M, Peyrard M, Casati G. Controlling the energy flow in 


nonlinear lattices: a model for a thermal rectifier. Phys. Rev. Lett., 2002, 88 
(9) :094302 

[471] Li B, Wang L, Hu B. Finite thermal conductivity in 1D models having 
zero Lyapunov exponents. Phys. Rev. Lett. , 2002, 88(22):223901 

[472] Nose SJ. A unified formulation of the constant temperature molecular 
dynamics methods. Chem. Phys., 1984, 81:511; Hoover W G. Canonical dy- 
namics; equilibrium phase — space distributions. Phys. Rev. A, 1985, 31(3): 
1695 ~ 1697 
[473] Smoluchowski M V. Experimenteu nachweisbare, der ublicheb ther- 
modynamics widersprechende molekularphanomene. Phys. Z, 1912, 13:1069 
[474] Feynman R P, Leighton R B, Sands M. The Feynman lectures on 
physics. M.A. : Addison - Wesley, Reading, 1963 
[475] Huxley A F. Muscle structure and theories of contraction. Prog. Bio- 
phys. , 1957, 7:255 
[476] Tsong T Y, Astumian R D. Absorption and conversion of electric field 
energy by membrane bound ATPases. Bioelectrochem. Bioenerg, 1986, 15:457 
[477] Westerhoff H V, Tsong T Y, Chock P B. How enzymes can capture 
and transmit free energy from an oscillating electric field. Proc. Natl. Acad. Sci. 


USA, 1986, 83:4734 
[478] de Waele A, Kraan W H, de Bruin Ouboter R. On the dc voltage 





across a double point contact between two superconductors at zero applied dc cur- 
rent in situations in which the junction is in the resistive region due to the circulat- 
ing current of flux quantization. Physica (Utrecht), 1967, 37:114 

[479] de Waele A, de Bruin Ouboter R. Quantum - interference phenomena 
in point contacts between two superconductors. Physica (Utrecht), 1969, 41:225 

[480] Julicher F, Ajdari A, Prost J. Modeling molecular motors. Rev. Mod. 
Phys., 1997, 69(4) :1269~ 1291 

[481] Astumian R D. Thermodynamics and kinetics of a Brownian motor. 
Science, 1997, 276:917 ~922 

[482] Reimann P. Brownian motors; noisy transport far from equilibrium. 
Phys. Rep. , 2002, 361:57 —265 

[483] Parrondo J M R, Espanol P. Criticism of Feynman' s analysis of the 
ratchet as engine. Am.J. Phys. , 1996, 64:1125 


380 参考 文献 





[484] Magnasco M O, Stolovitzky G. Feynman’s ratchet and pawl. J. Stat. 
Phys. , 1998, 93:615 

[485] Sekimoto K. Kinetic characterization of heat bath and the energetic of 
thermal ratchet models. J. Phys. Soc. Jpn. , 1997, 66:1234 

[486] Houdou T, Takaga F. Irreversible operation in a stalled state of Feyn- 
man’s ratchet. J. Phys. Soc. Jpn. , 1998, 67:2974 


[487] Sakaguchi H. Langevin simulation for the Feynman ratchet model. J. 





Phys. Soc. Jpn. , 1998, 67:709;Fluctuation theorem for a Langevin model of the 
Feynman ratchet. J. Phys. Soc. Jpn. , 200, 69:104 

[488] Jarzynski C, Mazonka O. Feynman' s ratchet and pawl: an exactly 
solvable model. Phys. Rev. E, 1999, 59:6448 

[489] Reimann P. Thermally driven escape with fluctuating potentials: a new 
type of resonant activation. Phys. Rev. Lett., 1995, 74:4576 

[490] Bao J D, Abe Y, Zhuo Y Z. Competition and cooperation between 
thermal noise and external driving force. Physica A, 2000, 277:127 

[491] Talkner P. Stochastic resonance in the semiadiabatic limit. New J. 
Phys. , 1999, 1:4 

[492] Plata J. Rocked thermal ratchets: the high — frequency limit. Phys. 
Rev. E, 1998, 57:5154 

[493] Milstein G N, Tretyakov M V. Mean velocity of noise — induced trans- 
port in limit of weak periodic forcing. J. Phys. A, 1999, 32:5795 
[494] Astumian R D, Bier M. Fluctuation driven ratchets: molecular motor. 
Phys. Rev. Lett. , 1994, 72:1766 
[495] Prost J, Chauwin J F, Peliti L. Asymmetric pumping of particles. 
Phys. Rev. Lett., 1994, 72:2652 
[496] Ajdari A. Pumping liquids using asymmetric electrode arrays. Phys. 
Rev. E, 2000, 61:R45 


[497] Tarlie M B, Astumian R D. Optimal modulation of a Brownian ratchet 





and enhanced sensitivity to a weak external force. Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 
1998, 95:2039 

[498] Janossy I. Molecular interpretation of the absorption — induced optical 
reorientation of nematic liquid crystals. Phys. Rev. E, 1994, 49:2957 

[499] Goldobin E, Sterck A, Koelle D. Josephson vortex in a ratchet poten- 
tial: theory. Phys. Rev. E, 2001, 63:031111 

[500] Bug A L R, Berne B J. Shaking - induced transition to a nonequilibri- 


参考 文献 381 





um state. Phys. Rev. Lett. , 1987, 59:948 

[501] Ajdari A, Prost J. Mouvement induit par un potentiel periodique de 
basse symmetrie: dielectrophorese pulsee. C. R. Acad. Sci. Paris Ser. |l, 1992, 
315:1635 
[502] Chauwin J F, Ajdari A, Prost J. Current reversal in asymmetric pump- 
ing. Europhys. Lett., 1995, 32:373 
[503] Chen Y, Yan B, Miura R. Asymmetry and direction reversal in fluctu- 
ation — induced biased Brownian motion. Phys. Rev. E, 1999, 60:3771 
[504] Yan B, Miura R M, Chen Y D. Direction reversal of fluctuation biased 
Brownian motion on distorted ratchets. J. Thero. Biol. 2001, 210:141 
[505] Rousselet J, Salome L, Ajdari A. Directed motion of Brownian parti- 
cles induced by a periodic asymmetric potential. Nature, 1994, 370:446 
[506] Faucheux L P, Libchaber A. Selection of Brownian particles. J. 
Chem. Soc. Farady Trans. , 1995, 91:3163 
[507] Faucheux L P, Bourdieu L S, Kaplan P D. Optical thermal ratchet. 
Phys. Rev. Lett. , 1995, 74:1504 





[508] Gorre - Talini L, Spatz J P, Silberzan P. Dielectrophoretic ratchets. 
Chaos, 1998, 8:650 


[509] Jansons K M, Lythe G D. Stochastic stokes drift. Phys. Rev. Lett., 
1998, 81:3136 
[510] Van den Broeck C. Stokes’ drift: an exact result. Europhys. Lett. , 
1999, 46:1 
(511] Mesquita O N, Kane S, Gollub J P. Transport by capillary waves: 
fluctuating Stokes drift. Phys. Rev. A, 1992, 45:3700 
[512] Magnasco M O. Forced thermal ratchets. Phys. Rev. Lett., 1993, 
71:1477 
[513] Bartussek R, Hanggi P, Kissner J G. Periodically rocked thermal 
ratchets. Europhys. Lett., 1994, 28:459 
[514] Cecchi G A, Magnasco M O. Negative resistance and rectification in 
Brownian transport. Phys. Rev. Lett., 1996, 76:1968 


[515] Weiss S, Koelle D, Muller J. Ratchet effect in de SQUIDs. Europhys. 
Lett. , 2000, 51:499 





[516] Zapata I, Luczka J, Sols F. Tunneling center as a source of voltage rec- 
tification in Josephson junctions. Phys. Rev. Lett. , 1998, 80:829 
[517] Schreier M, Reimann P, Hanggi P. Giant enhancement of diffusion 


382 参考 文献 





and particle selection in rocked periodic potentials. Europhys. Lett., 1998, 44: 
416 

[518] Bartussek R, Reimann P, Hanggi P. Precise numerics versus theory 
for correlation ratchets. Phys. Rev. Lett., 1996, 76:1166 

[519] Mielke A. Noise induced transport. Ann. Phys. (Leipzig), 1995, 4; 
476 

[520] Zapata I, Bartussek R, Sols F. Voltage rectification by a SQUID 
ratchet. Phys. Rev. Lett., 1996, 77:2292 

[521] Landa P S, McClintock P V E. Changes in the dynamical behavior of 
nonlinear systems induced by noise. Phys. Rep. , 2000, 323:1 

[522] Yevtushenko O, Flach S, Zolotaryuk Y. Rectification of current in ac 
— driven nonlinear systems and symmetry properties of the Boltzmann equation. 
Europhys. Lett. , 2001, 54:141 

[523] Yan B, Miura R M, Chen Y D. Direction reversal of fluctuation in- 
duced biased Brownian motion on distorted ratchets. J. Theor. Biol. , 2001, 210: 
141 


[524] Reimann P. Supersymmetric ratchets. Phys. Rev. Lett. , 2001, 86: 
4992 

[525] Flach S, Yevtushenko O, Zolotaryuk Y. Directed current due to broken 
time — space symmetry. Phys. Rev. Lett. , 2000, 84:2358 

[526] Jung P, Kissner J G, Hanggi P. Regular and chaotic transport in 
asymmetric periodic potentials: inertia ratchets. Phys. Rev. Lett., 1996, 76: 
3436 


[527] Reimann P, Grifoni M, Hanggi P. Quantum ratchets. Phys. Rev. 
Lett. , 1997, 79:10 


r 


[528] Ibarra - Bracamontes L, Romero - Rochin V. Stochastic ratchets with 
colored thermal noise. Phys. Rev. E, 1997, 56:4048 

[529] Marchesoni F. Brownian surfers. Phys. Lett. A, 1998, 237:126 
[530] Blanter Ya M, Buttiker M. Rectification of fluctuations in an underdamped 
ratchet. Phys. Rev. Lett. , 1998, 81:4040 

[531] Landa P S. Noise — induced transport of Brownian particles with con- 
sideration for their mass. Phys. Rev. E, 1998, 58:1325 





[532] Mateos J L. Chaotic transport and current reversal in deterministic rat- 
chets. Phys. Rev. Lett. , 2000, 84:258 


[533] Barbi M, Salerno M. Phase locking effect and current reversals in de- 


参考 文献 383 








terministic underdamped ratchets. Phys. Rev. E, 2000, 62:1998 

[534] Arizmendi C M, Family F, Salas - Brito A L. Quenched disorder ef- 
fects on deterministic inertia ratchets. Phys. Rev. E, 2001, 63:061104 

[535] Borromeo M, Costantini G, Marchesoni F. Deterministic ratchets: 
Route to diffusive transport. Phys. Rev. E, 2002, 65:041110 

[536] Hondou T, Sawada Y. Dynamical behavior of a dissipative particle in a 
periodic potential subject to chaotic noise: retrieval of chaotic determinism with 
broken parity. Phys. Rev. Lett., 1995, 75:3269 

[537] Chang C H. Ratchet models using driving forces generated by deter- 
ministic chaotic maps. Phys. Rev. E, 2002, 66:015203 
[538] Zheng Z, Li X. Biased motion in a symmetric periodic potential by 
breaking temporal symmetry. Comm. Theor. Phys. , 2001, 36:151 
[539] Liu F, Li X, Zheng Z. Brownian ratchet driven by a rocking forcing 
with broken temporal symmetry. Comm. Theor. Phys. , 2003, 39:173 
[540] Henningsen U, Schliwa M. Reversal in the direction of movement of 
molecular motor. Nature, 1998, 389:93 
[541] Sablin E P, Case R B, Dai S C. Direction determination in the minus — end 一 
directed kinesin motor ned. Nature, 1998, 395:813 
[542] Rice S, Lin A W, Safer D. A structural change in the kinesin motor 
protein that drives motility. Nature, 1999, 402:778 
[543] Vale R D, Milligan R A. The way things move: looking under the 
hood of molecular proteins. Science, 2000, 288:88 
[544] Endow S A, Higuchi H. A mutant of the motor protein kinesin that 
moves in both directions on microtubules. Nature, 2000, 406:913 
[545] Ajdari A. Force free motion in an asymmetric environment: a simple 
model for structured objects. J. Phys. I, 1994, 4:1577 
[546] Derenyi I, Vicsek T. The kinesin walk: a dynamic model with elasti- 
cally coupled heads. Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A., 1996, 93:6775 
[547] Elston T C, Peskin C S. The role of protein flexibility in molecular 





motor function: coupled diffusion in a tilted periodic potential. SIAM J. Appl. 
Math. , 2000, 60:842 


[548] Stryer L. Biochemstry. San Francisco: Freeman, 1995 

[549] Falo F, Martinez P J, Mazo J J. Ratchet potential for fluxions in Josephson — 
junction arrays. Europhys. Lett., 1999, 45:700 

[550] Trias E, Mazo J J, Falo F. Depinning of kinks in a Josephson — junc- 


Wo Sand MLD Oo 


seer nme p ae 


384 参考 文献 





tion ratchet array. Phys. Rev. E, 2000, 61:2257 

1551] Olson C J, Reichhardt C, Janko B. Collective interaction — driven 
ratchet for transporting flux quanta. Phys. Rev. Lett. , 2001, 87:177002 

[552] Reichhardt C, Olson C J. Hastings M B. Rectification and phase lock- 
ing for particles on symmetric two — dimensional periodic substrates. Phys. Rev. 
Lett. , 2002, 89:024101 

[553] Derenyi 1, Vicsek T. Cooperative transport of Brownian particles. 
Phys. Rev. Lett., 1995, 75:374 

[554] Ashkin A, Schütze K, Dziedzic J M. Force generation of organelle 
transport in vivo measured by an infrared laser trap. Nature, 1990, 348:346 

[555] Svoboda K, Schmidt C F, Schnapp B J. Direct observation of kinesin 
stepping by optical trapping interferometry. Nature, 1993, 65:721 

[556] Finer J T, Simmons R M, Spudich J A. Single myosin molecule me- 
chanics: piconewton forces and nanometre steps. Nature, 1994, 368:113 

[557] Derenyi I, Ajdari A. Collective transport of particles in a “flashing” 
periodic potential. Phys. Rev. E, 1996, 54:R5 

[558] Julicher F, Prost J. Cooperative molecular motors. Phys. Rev. Lett., 
1995, 75:2618;Julicher F, Prost J. Spontaneous oscillations of collective molecu- 
lar motors. Phys. Rev. Lett., 1997, 78:4510 
[559] Jaeger H M, Nagel S R, Behringer R P. Granular solids, liquids, and 
gases. Rev. Mod. Phys., 1996, 68:1259 
[560] Douady S, Fauve S, Laroche C. Subharmonic instabilities and defects 
in a granular layer under vertical vibrations. Europhys. Lett., 1989, 8:621 
[561] Park H K, Behringer R P. Surfaces waves in vertically vibrated granu- 
lar materials. Phys. Rev. Lett. , 1993, 71:1832 
[562] Knight J B, Jaeger H M, Nagel S R. Vibration ~ induced size separa- 


tion in granular media: the convection connection. Phys. Rev. Lett., 1993, 70: 


3728 





[563] Derenyi I, Tegzes P, Vicsek T. Collective transport in locally asym- 
metric periodic structures. Chaos, 1998, 8:657 

[564] Csahok Z, Family F, Vicsek T. Transport of elastically coupled parti- 
cles in an asymmetric potential. Phys. Rev. E, 1997, 55:5179 

[565] Savin A V, Tsironis G P, Zolotaryuk A V. Ratchet and switching ef- 
fects in stochastic kink dynamics. Phys. Lett. A, 1997, 229:279 

[566] Klempp S, Mielke A, Wald C. Noise — induced transport of two cou- 


参考 文献 385 





pled particles. Phys. Rev. E, 2001, 63:031914 

[567] Igarashi A, Tsukamoto S, Goko H. Transport properties and efficiency 
of elastically coupled Brownian motors. Phys. Rev. E, 2001, 64:051908 

[568] Zheng Z, Hu G, Hu B. Collective direction transport in coupled nonlin- 
ear oscillators without external bias. Phys. Rev. Lett. , 2001, 86:2273 

[569] Li X, Zheng Z. Collective directional transport in symmetric periodic 
potentials by breaking the coupling symmetry. Comm. Theor. Phys. , 2003, 39: 
549 

[570] Porto M, Urbakh M, Klafter J. Atomic scale engines: cars and 
wheels. Phys. Rev. Lett. , 2000, 84:6058 

[571] Hu B, Zhu J Y. Driven dynamics: a probable photodriven Frenkel — 
Kontorova model. Phys. Rev. E, 2001, 65:016202 

[572] Zheng Z, Cross M C, Hu G. Collective directed transport of symmet- 
rically coupled lattices in symmetric periodic potentials. Phys. Rev. Lett. , 2002, 
89:154102 

[573] Cilla S, Falo F, Floria L M. Mirror symmetry breaking through an in- 
ternal degree of freedom leading to directional motion. Phys. Rev. E, 2001, 63: 
031110 

[574] Carapella G, Costabile G. Ratchet effect: demonstration of relativistic 
fluxon diode. Phys. Rev. Lett. , 2001, 87:077002 

[575] Salerno M, Zolotaryuk Y. Soliton ratchetlike dynamics by ac forces 
with harmonic mixing. Phys. Rev. E, 2002, 65:056603 

[576] Costantini G, Marchesoni F, Borromeo M. String ratchets: ac driven 
asymmetric kinks. Phys. Rev. E, 2002, 65:051103 

[577] Flach S, Zolotaryuk Y, Miroshnichenko A E. Broken symmetries and 


directed collective energy transport in spatial extended systems. Phys. Rev. 
Lett. , 2002, 88:184101 


[General Infornati on] 





=f 





























































































































-385 
SS] 2411288769 
DX] = 











=2004]] 03 





















































=f 

























































































l1 


























1.1.1 
11.2 
11.3 


























1.2 












































12.1 
1.2.2 














1.3 





























13.1 Fei genbaum 




















1.3.2 Poneau- Mannevi | | e 
1.3.3 Ruel | e- Takens 
13.4 
























































l4 


























141 
1.4.2 
1.4.3 KAM] 
1.4.4 Poi ncare Bi rkhoff 
1.4.5 Arnol d 













































































15 


























15.1 
15.2 
15.3 bi || i ards 
1.5.4 










































































16 


























161 
16.2 
1.6.3 
































1.7 





















































1.7.1 Langevi n 
1.7.2 Fokker- PI anck 
17.3 Kraners 










































































































































































2.7 


2.8 

























































































Kur anot d 

















































































































































































































































































































































































































































































































2.8.1 





G nzbur g- Landau 














2.8.2 


QQ 日 


























2.8.3 














QQ 日 








2.8.4 


QQ 日 















































3.1 








3.11 








3.1.2 








3.1.3 








3.14 





3.1.5 Sw ft- Hohenberg 















































3.1.6 








3. 2 


























3.2.1 




















3.2.2 








3.2.3 
































3.3 
































3.3.1 








3.3.2 














3.3.3 








3.4 


























3.4.1 




















3.4.2 








3.4.3 














3.4.4 



































Frenkel - Kont or oval 








4.1 Frenkel- 


4.1.1 Frenkel - Kont or oval 

















Kont or oval 
































4.1.2 




















4.1.3 














4.1.4 





4.2 Frenkel 











4.2.1 








4.2.2 


























4.3 Frenkel - 






































Kont oroval 












































4.3.1 



































4.3.2 
4.3.3 
4.3.4 
4.3.5 
4.3.6 


4.4 Frenkel - Kont or ova 


4.4.1 
4.4.2 


4.5 Frenkel 


4.5.1 
4.5.2 
4.5.3 
4.5.4 
4.5.5 








Si ne- Gor doni 



























































Frenkel - Kont or ova 











Frenkel - Kont orova 

































































& 
a 
9 
5 











































































































































































































Snol uchowski - Feynanni 























































































































































































































































































































5.5.3 






















































































